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Matematika u tangramu,
tangram u matematici’

NI1VES BARANOVIC? T SANJA LEHMAN?

Sazetak: Ponekad je dovoljno samo malo volje i maste da se stare ili ve¢ videne
stvari prikazu uz pomo¢ novih nastavnih sredstava te da se tako razbije svakodnev-
na monotonija izlaganja, poucavanja i rjeSavanja matematickih zadataka. Drugaciji
pristup starom problemu utjece na stvaranje pozitivnoga radnog ozradja i pomaze
postizanju uspje$nih ishoda ucenja.

Iako drevna kineska slagalica poznata pod nazivom tangram na prvi pogled ne
izgleda kao ozbiljan matematicki alat, sustavnim istrazivanjem i dubljom analizom
pokazuje se da se taj skup od sedam jednostavnih geometrijskih likova moze pretvo-
riti u inovativno nastavno sredstvo prilagodljivo svim uzrastima.

U ovom radu daje se rekonstrukcija i detaljna razrada starog problema o konvek-
snim tangram likovima. Cilj rada je primjenom vizualno-analiticke metode i meto-
de razlikovanja slucajeva omoguciti uvid u matematicku snagu i nastavni potencijal
tangram slagalice svakom citatelju koji trazi odgovor na pitanje zasto se pomocu te
slagalice moze oblikovati na tisuce razlicitih tangram likova, a konveksnih samo tri-
naest.

Kljucni pojmovi: metoda razlikovanja slucajeva; geometrija; teorem o tangra-
mu; vizualno-analiti¢ka metoda.

1. Uvod

Prije to¢no 200 godina, 1818. godine,
na prostorima Europe objavljen je prvi
pisani trag o drevnoj kineskoj slagalici
tangram, iako je sama ideja mnogo starija
(Slika 1.).

Slika 1. Naslovnica i zagonetke iz knjige
Moderna kineska slagalica*

'"Predavanje odrzano na 8. kongresu nastavnika matematike RH, 2018. godine u Zagrebu
'Nives Baranovic¢, Filozofski fakultet u Splitu, Split

*Sanja Lehman, IV. gimnazija Marko Maruli¢, Split

“Slika preuzeta iz [5, str. 46].
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O samom nastanku tangram slagalice ne zna se ba§ mnogo pa je to prikladan
prostor za stvaranje raznih prica i legendi koje se u nedostatku dokaza ne mogu ni
potvrditi niti odbaciti. Medutim, sve price o tangram slagalici slazu se u jednom:
slagalica je vrlo jednostavna, a istodobno dovoljno intrigantna i poticajna. Zbog ne-
pobitno zabavnog karaktera, tangram slagalica se s Istoka brzo prosirila u sve dijelove
svijeta i prihvacena je u svim strukturama drustva, a .tangram groznica” traje i danas
(vidjeti [2], [3], [5]).

Ako se kvadratna ploca razreze kao na Slici 2., dobiva se sedam dijelova medu
kojima je 5 jednakokra¢nih pravokutnih trokuta, jedan kvadrat i jedan paralelogram.
Skup od tih sedam geometrijskih likova ¢ini tangram slagalicu. Svaki dio slagalice
naziva se tan, a lik oblikovan od svih sedam tanova zovemo tangram lik.

%

Slika 2. Tangram kvadrat i tanovi

Na prvi pogled moglo bi se re¢i da tu i nema niceg interesantnog, samo sedam
obi¢nih geometrijskih likova od kojih se moze oblikovati na tisuce raznovrsnih tan-
gram figura koje prikazuju znakove, predmete, Zivotinje, osobe, itd. (Slika 3.). Alj,
ako se pozornost usmjeri na odgovarajuce odnose medu tanovima ili se proucavaju
figure pod odredenim ograni¢enjima, brzo se uocava prostor za otkrivanje raznih
pravilnosti i zakonitosti, ¢ime se otvaraju mogucnosti za primjenu u nastavi matema-
tike, posebno geometrije.

]

)

y

Moze se, na primjer, istraziti u kakvom su odnosu stranice i povrsine tanova,
na koliko se razli¢itih na¢ina pomocu tanova moze oblikovati trokut, pravokutnik,
paralelogram, trapez i sl., ima li medu njima sukladnih ili sli¢nih, u kavom su odnosu
njihovi opsezi, povrsine itd. Glavno pitanje ovog rada je: kako odrediti tocan broj
razli¢itih konveksnih tangram likova i kako to dokazati?

Slika 3. Tangram figure
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Kako bismo odgovorili na to pitanje, razrezimo sve tanove na male tan trokute
(Slika 4.). Moze se uociti da tan kvadrat, tan srednji trokut i tan paralelogram imaju
dvostruko vecu, dok veliki tan trokut ima cetverostruko ve¢u povrsinu od malog tan
trokuta. To znaci da je povrs$ina svakog tangram lika, bio on konveksan ili ne, 16 puta
veca od povrsine malog tan trokuta.

=B

Slika 4. Tangram kvadrat podijeljen na male tan trokute

Nadalje, svi trokuti su jednakokra¢ni pravokutni pa su medusobno sli¢ni (jer su
im mjere odgovarajucih kutova jednake: 45°, 45° i 90°), a medu njima se nalaze i dva
para sukladnih trokuta. Zbog sli¢nosti se daljnje razmatranje, bez smanjenja opceni-
tosti, moze temeljiti na mjerama malog tan trokuta. Ako uzmemo da je tan kvadrat
jedini¢ni kvadrat, onda su nam poznate mjere stranica svih tanova (Slika 5.), kao i
mjere njihovih povrsina. U tom slucaju, mjera povrsine bilo kojeg tangram lika je 8.

1 2

Slika 5. Osnovne karakteristike tanova

Kako bismo doznali koliko se konveksnih tangram likova moze oblikovati, prvo
¢emo razmatrati oblikovanje konveksnih likova pomocu 16 malih tan trokuta, a za-
tim iskljuciti one koji se ne mogu prekriti tanovima, tj. one koji nisu tangram likovi.

S obzirom da su duljine kateta malog tan trokuta racionalni brojevi, a duljina hi-
potenuze iracionalan broj, iz prakti¢nih razloga katete malog trokuta u nastavku rada
nazivat ée se racionalnim stranicama, a hipotenuza iracionalnom stranicom.

2. Rekonstrukcija teorema o tangramu

Polaze¢i od prethodno opisanih karakteristika, kineski matematicari Tsiang
Wang i Chuan-Chih Hsiung jo$ su 1942. godine postavili i dokazali teorem o tan-
gramu.

Teorem: Pomocu tangram slagalice moze se oblikovati tocno 13 konveksnih tan-
gram likova.
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Dokaz teorema temelji se na Cetiri leme i diofantskoj jednadzbi sa 6 nepoznanica
i Cetiri uvjeta. Rjesavanjem postavljene jednadzbe dobiva se skup od 20 rjesenja koji
predstavlja 20 konveksnih likova, medu kojima je samo 13 onih koji se u potpunosti
mogu prekriti tanovima.

S obzirom da objavljeni dokaz nije cjelovito prikazan, a ispusteni dijelovi nisu
trivijalni, cilj ovog rada je provesti potpunu analizu rjesavanja postavljene jednadzbe
te svako pojedino rjesenje popratiti vizualnim prikazom i komentarom te na taj na-
¢in dati potpunu i detaljnu rekonstrukciju lema i dokaza teorema.

Lema 1. Ako sa 16 medusobno sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta
oblikujemo konveksan lik, onda racionalna stranica jednog trokuta ne moZze biti po-
stavljena uz iracionalnu stranicu drugog trokuta.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da se slaganjem racionalne stranice jednog
trokuta uz iracionalnu stranicu drugog trokuta moze formirati konveksan lik.

(a) Uzmimo jedan pravac te uz njega slazimo trokute tako da s jedne strane pravca
budu racionalne stranice trokuta, a s druge strane iracionalne stranice, pocevsi
od iste tocke pravca, popunjavajuci i praznine do konveksnog lika (Slika 6.). Kada
poslozimo svih 16 trokuta na takav nacin, krajnji vrhovi trokuta s obje strane
pravca trebali bi se podudarati jer je prema pretpostavci dobiveni lik konveksan.
Pritom ¢e uz pravac s jedne strane biti m racionalnih stranica trokuta, a s druge
strane #n iracionalnih stranica, m+n <16, m,ne N.

Slika 6. Jednoliko slaganje trokuta uz pravac

Ako je racionalna stranica trokuta kateta duljine a, onda je iracionalna stranica
trokuta hipotenuza duljine a+2. Prema opisanom slaganju vrijedi: m-a=n- a2,
odnosno m=m/2,a to nije moguce jer je lijeva strana jednakosti prirodan broj,
a desna iracionalan broj, §to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. Dakle,
polazna pretpostavka nije to¢na, tj. slaganjem trokuta na ovaj nacin ne bi se dobio
konveksan lik.

(b) Slaganje uz pravac moze se vrsiti i naizmjeni¢no, tako da se par racionalne i iracio-
nalne stranice s jedne strane pravca podudara s parom racionalne i iracionalne stra-

Slika 7. Naizmjenicno slaganje trokuta uz pravac, u suprotnom poretku
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nice s druge strane pravca, u suprotnom poretku. U ovom slucaju pocetne i zavr$ne
tocke trokuta se podudaraju, ali ostaju praznine koje treba popuniti. (Slika 7.)

S obzirom da prazninu oblikuju racionalne stranice pod kutom od 45°, a u malom
trokutu kut od 45° zatvara jedna racionalna i jedna iracionalna stranica, kako god
prazninu popunili malim trokutom, jedna racionalna stranica past ¢e uz iracio-
nalnu te nastali lik nece biti konveksan (Slika 7.). Nastavljanjem ovog postupka
dok se ne iskoristi svih 16 malih trokuta ne dobiva se konveksan lik.

(c) Naizmjeni¢no slaganje uz pravac, tako da se par racionalne i iracionalne stranice
s jedne strane pravca podudara s parom racionalne i iracionalne stranice s druge
strane pravca, moze se vrsiti i u istom poretku, i opet s istim ishodom (Slika 8.).

Slika 8. Naizmjenicno slaganje trokuta uz pravac, u istom poretku

Dakle, ako se pomoc¢u opisanih 16 trokuta Zeli oblikovati konveksan lik, onda
se racionalna stranica trokuta mora sloziti uz racionalnu stranicu, a iracionalna uz
iracionalnu.®

Postujuci svojstvo iskazano u Lemi 1, pri slaganju malih jednakokra¢nih pravo-
kutnih trokuta u konveksan lik moze se uociti jos jedna pravilnost: unutarnji kutovi
tako oblikovanog konveksnog lika mogu biti 45°, 90° ili 135° (Slika 9.).

Slika 9. Unutarnji kutovi konveksnog lika

Neposredna posljedica prethodno opisanih svojstava iskazana je u sljedecoj
lemi, $to nije potrebno dokazivati.

Lema 2. Ako sa 16 medusobno sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta
oblikujemo konveksan lik, onda je svaka stranica tog lika sastavljena od racionalnih ili
iracionalnih stranica polaznih trokuta. Stovise, ako su stranice konveksnog lika razli-
citih vrsta, one se izmjenjuju (alterniraju), osim u slucaju kada je kut konveksnog lika
pravi kut (Slika 10.).

22
32

T

4
Slika 10. Raspored stranica konveksnog lika
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Lema 3: Ako sa 16 medusobno sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta
oblikujemo konveksni lik, onda taj lik moze biti najvise osmerokut.
Dokaz:

Prvi nacin: Zbroj svih unutarnjih kutova nekog n-terokuta iznosi (n —2) -180°,
a kako je najveci kut koji se moze oblikovati pomoc¢u manjih trokuta 135°, zbroj svih
unutarnjih kutova ne moze premasiti 135°-n pa vrijedi: (n—2)-180° <135°-m, tj.
n < 8. To znaci da se od malih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta moze oblikovati
najvise osmerokut.

Drugi nacin: Neka je g broj kutova konveksnog lika od 45°, p broj kutova od 90°,
a r broj kutova od 135°. Vrijede sljedece jednakosti:
p+q+r=n
p-90°+q-45°+r-135°=(n—-2)-180°

pri ¢emu su p, q i r nenegativni cijeli brojevi. RjeSavanjem ovog sustava eliminiranjem
jedne nepoznanice, npr. r, dobiva se: p+2g=8-n.Kako je p,q>0,toje 8—n>0,
odnosno n<8. Dakle, od malih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta moze se obli-
kovati najvise osmerokut. B

Lema 4. Ako sa 16 medusobno sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta
oblikujemo konveksni lik, onda se taj lik moZe upisati u pravokutnik tako da sve racio-
nalne stranice (ili sve iracionalne stranice) pripadaju stranicama pravokutnika.

Slika 11. Konveksan lik upisan u pravokutnik

Svojstvo iskazano u ovoj lemi neposredna je posljedica prethodno opisanih svoj-
stava. Na Slici 11. prikazano je kako se konveksan lik sa Slike 10. mozZe upisati u pra-
vokutnik tako da racionalne stranice pripadaju stranicama pravokutnika (lijeva slika),
odnosno da iracionalne stranice pripadaju stranicama pravokutnika (desna slika). U
oba slucaja dijelovi koji nadopunjuju konveksan lik do pravokutnika su jednakokrac-

ni pravokutni trokuti. Ukoliko je iracionalna stranica konveksnog lika a2, duljine
kateta tih trokuta su a (Slika 11., lijevo).

Dokaz teorema:

Prema lemi 3, najve¢i mogu¢i konveksni lik koji se moze oblikovati sa 16 suklad-
nih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta je osmerokut, a prema lemi 4 taj konvek-
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sni lik mozemo, bez smanjenja opcenitosti, upisati u pravokutnik tako da racionalne
stranice osmerokuta pripadaju stranicama pravokutnika. Prema Lemi 2, racionalne
(iracionalne) stranice konveksnog osmerokuta sastavljene su od racionalnih (iracio-
nalnih) stranica malih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta te se istovrsne stranice u
konveksnom liku nalaze pod pravim kutom ili su paralelne, a stranice razli¢itih vrsta
zatvaraju kut od 45° ili 135°.

Neka su duljine stranica promatranog pravokutnika x i y, a duljine iracionalnih

stranica upisanog konveksnog lika av2,072,c7/2,d2 redom. Tada su duljine kateta
jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta, koji upisani lik nadopunjuju do pravokutnika,

a, b, cidredom te vrijedi a,b,c,d € N (Slika 12.).
d c
2\ ¢

Y

Yy
b2
a2 b

a x b

Slika 12. Konveksni osmerokut upisan u pravokutnik

Kako je povrsina osnovnog trokuta 0.5 kvadratnih jedinica, a upisani konveksni
lik sastavljen je od 16 osnovnih trokuta, povrsina konveksnog lika je 8 kvadratnih
jedinica. Povrsina konveksnog lika moze se odrediti i oduzimanjem povrsina rubnih
jednakokra¢nih pravokutnih trokuta duljina kateta a, b, ¢ i d od povrsine pravokut-
nika, te vrijedi:

2 bZ CZ dZ
X y——+—+—+—=8
2 2 2 2
odnosno: a’ +b* +c* +d* =2xy-16, x,yeN, a,b,c,de N, (1)

Osim toga, za duljine stranica pravokutnika i duljine kateta a, b, ¢ i d rubnih
jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta vrijedi:
a+b<x,c+d<x
a+d<y, b+c<y (2)

Kako bismo odredili sve konveksne likove koje je moguce sastaviti pomocu 16
sukladnih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta duljina kateta 1, potrebno je odrediti
cjelobrojna rjeSenja jednadzbe (1) uz uvjete (2), tj. treba odrediti sve uredene $estorke

(x, y,a,b,c,d) koje ispunjavaju (1) i (2). Bez smanjenja opcenitosti moze se pretposta-
vitidaje x> y, parjeSenja odredujemo promatranjem dvaju slucajeva: x = y i x > y.
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Prvi slucaj: x = y.

Sada jednadzba (1) prelaziu a® +b* +¢* +d*> =2x* —16. Kako su g, b, ci d nene-

gativni brojevi, mora vrijediti 2x*> —16 >0, iz ¢ega slijedi da je x > 3. Dalje se mogu
razmatrati tri slucaja: kada su svi a, b, ci d jednaki 0, zatim kada nisu svi nula i manji
su od x, te kada je barem jedan od njih jednak x.

1. Nekaje a=b=c=d=0. Tada iz (1) dobivamo 2x* =16, odnosno x = 2\/5 zN.
Kako su duljine stranica prirodni brojevi, u ovom slucaju jednadzba nema cjelo-
brojna rjesenja, tj. konveksan lik ne moze biti kvadrat s racionalnim stranicama.

2. Nekaje a,b,c,d < x ineka je barem jedan od njih razli¢it od 0. Tada vrijede nejed-
nakosti*:
a* +b* <(x-1) +1
c2+d2S(x—1)2+1 (3)
Njihovim se zbrajanjem dobiva 2x* —16 <2(x— 1)2 +2, iz Cega slijedi da je x <5,
a s obzirom da povrsina pravokutnika, u ovom slucaju kvadrata, mora biti barem
8, vrijedi: 3 <x <5.

2.1. Zax =3 jednadzba (1) prelaziu a* +b* +¢* +d*> =2. Kakoje 2=1"+1" i s ob-
zirom na uvjet (2), a+b<3,a+d <3,b+c<3,c+d <3, dobivena jednakost bit ¢e
ispunjena samo ako za dva broja uzmemo po 1, a za preostala dva 0. Sva moguca
rjesenja jednadzbe (1) u ovom slucaju su: (3, 3,1, 1,0, 0), (3,3, 1,0,1,0), (3,3, 1,
0,0,1),(3,3,0,1,1,0),(3,3,0,1,0,1)i(3,3,0,0, 1, 1).

JUdbO

Slika 13. Konveksni likovizax =y = 3

Pritom 1., 3., 4. i 6. Sestorka brojeva odreduju sukladne konveksne likove pa se za
daljnje razmatranje odabire samo jedna od njih. Analogno, 2. i 5. $estorka brojeva
odreduju dva nova sukladna konveksna lika te ¢e se za daljnje razmatranje oda-
brati samo jedna od njih (Slika 13.). Dakle, radi se o dva konveksna Sesterokuta.

2.2.Za x =4 jednadzba (1) prelazi u @’ +b* +c* +d* =16. Kako je 16 = 2% + 2> +
+22+22ilil6 = 4%, uz uvjet a,b,c,d < x teuzuvjet (2),a+b<4,a+d<4,b+c<4,
¢+ d <4, toje moguce samo za a =b=c=d =2. Dakle, rjeSenje jednadzbe (1) u
ovom slucaju je (4, 4, 2, 2, 2, 2), a konveksni lik je kvadrat s iracionalnim strani-
cama (Slika 14.).

*Dokaz nejednakosti (3) dan je nakon razmatranja svih slucajeva.
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Slika 14. Konveksni lik zax =y =4

2.3. Za x = 5 jednadzba (1) prelazi u a* +b* +¢* +d* =34 . Kako je 34 = 4? + 4> +
+ 17+ 1%, uz uvjete (2), a+b<5,a+d <5,b+c<5,c+d <5, moguca su dva rjese-
nja: (5,5,4,1,4,1)i(5,5, 1,4, 1, 4). Dakle, radi se o dva pravokutnika s iracional-
nim stranicama (Slika 15.).

Slika 15. Konveksni likovizax =y =5

3. Promotrimo jos$ slu¢aj kada je jedan od brojeva a, b, ¢, d jednak x. Naime, ako bi
dvabrojabila jednaka x, npr. a=b = x, ondabijednadzba (1) preslau ¢* +d* = -16,
$to je nemoguce. Analogno, niti bilo koja tri od brojeva a, b, ¢, d ne mogu biti
jednaki kao x, niti sva Cetiri broja.

3.1. Neka je a = x. Sada iz uvjeta (2) slijedidaje b=0,d =01ic < x pajednadzba (1)
prelaziu x* =¢* +16 . Ova jednakost mogucajezax=4ic=0tezax=5ic=3.
U prvom je slucaju rjeSenje jednadzbe (4, 4, 4, 0, 0, 0), a u drugome slucaju (5, 5,
5,0, 3, 0). Dakle, radi se o jednakokra¢nom pravokutnom trokutu i jednakokra¢-
nom trapezu (Slika 16.).

Slika 16. Konveksni likovizaa=x=y

3.2. Neka je b = x. Analognim razmatranjem, uz uvjete (2), dobivaju se jo$ dva
rjeSenja jednadzbe (1): (4, 4,0,4,0,0)1(5,5,0, 5,0, 3), koja odreduju jedan novi
trokut i jednakokracni trapez (Slika 17.).
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¢

Slika 17. Konveksni likovizab=x=y

3.3. Neka je ¢ = x. Analogno, jednadzba (1) uz uvjete (2) ima jo$ dva rjeSenja:
(4,4,0,0,4,0)1(5,5,3,0,5,0), koja odreduju jo$ jedan trokut i jo$ jedan jedna-
kokra¢ni trapez (Slika 18.).

D\

Slika 18. Konveksni likovizac=x=y

3.4. Neka je d = x. Analogno, jednadzba (1) uz uvjete (2) ima jo$ dva rjeSenja:
(4,4,0,0,0,4)i(5,5,0, 3,0, 5), koja odreduju po jos jedan trokut i jednakokrac¢ni

trapez (Slika 19.).

Slika 19. Konveksni likovizad=x =y

S obzirom da u ova cetiri slucaja uredene Sestorke odreduju cetiri sukladna jed-
nakokracna pravokutna trokuta i Cetiri sukladna jednakokracna trapeza, za daljnje
razmatranje uzet ¢e se samo po jedan od njih.

Dokaz nejednakosti (3): Neka je a, b, ¢, d < x. Tada je: a,b,c,d <x—1.

1. Ako su oba broja uz istu stranicu pravokutnika jednaka 0, npr. ako jea = b = 0,
onda je prva od nejednakosti (3) ocita jer je lijeva strana nejednakosti 0, dok je
desna barem 1.

2. Ako je bar jedan od brojeva uz istu stranicu pravokutnika razli¢it od 0, onda ima-
mo dvije moguc¢nosti.

2.1. Jedan od brojeva uz istu stranicu pravokutnika je 0, a drugi je razlicit od 0.
Uzmimo npr. slucaj da je a#0, b=0. Tada je: a’ +b° =a’ <(x —1)2 <(x —1)2 +1

pa prva nejednakost u (3) vrijedi.
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2.2. Oba su broja uz istu stranicu pravokutnika razli¢ita od 0, tj. a # 0, b # 0. Tada
vrijedi: a>1,b>1. Ako je b = 1, onda je prva nejednakost u (3) ekvivalentna s
a’ S(x—l)z, ato vrijedijerje a<x—1.Akojeb>1,ondaje b—1>0, pa vrijede
sljedece nejednakosti:

2022

2a-121

2a+b-12b+1 [(b-1),b-1>0

(2a+b-1)(b-1)=(b+1)(b-1)

(a+b-1+a)(a+b-1-a)=b"-1

(a+b-1) —a*2b* -1

(a+b-1) +12a* +b?

a*+b’ S(a+b—1)2+1£(x—1)2+1.

Dakle, prva nejednakost u (3) vrijedi. Analognim razmatranjem dobiva se i dru-
ga nejednakost u (3). B

Prd<(y-1) +1
Za druge parove brojeva vrijede analogne nejednakosti: ¢ (}/ )2 . (3)
b+ <(y-1) +1
Drugi slucaj: x > y
S obzirom da slazemo 16 sukladnih jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta kateta
duljine 1, koji oblikuju konveksni lik povriine 8, za stranice pravokutnika mora vri-

jediti: 1< y < x <9 (vidjeti Sliku 9.).

1. Ako uzmemo da je y = 1, onda medu uvjetima (2) imamo sljedece dvije nejedna-
kosti: a+d <1,b+c <1, §to je moguce ako su sva Cetiri broja 0 ili ako je jedan broj
u paru (a,d) i (b,c) jednak 0, a drugi 1.
1.1. Akojea=b=c=d=0,ondaizjednadzbe (1) dobivamo 2x - 16 =0, tj. x =38,

pa je rjesenje jednadzbe (8, 1, 0, 0, 0, 0). Dakle, radi se o pravokutniku s racional-
nim stranicama (Slika 20.).

Slika 20. Konveksni lik zax =8iy =1

1.2. U drugom slucaju, kada su dva broja 0, a druga dva 1, jednadzba (1) prelazi u
2x - 16 =2, 0dnosno x =9, pa su moguca Cetiri rjeSenja jednadzbe: (9, 1,1, 1, 0, 0),
(9,1,0,0,1,1),(9,1,1,0,1,0)i (9, 1, 0, 1, 0, 1). Kako prve dvije Sestorke odredu-
ju sukladne konveksne likove, a druge dvije Sestorke druge sukladne konveksne
likove, dovoljno je razmatrati samo po jednu od njih (Slika 21.).
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Slika 21. Konveksni likovizax =9iy =1

2. Promotrimo nadalje slu¢ajeve za koje je 1< y <x <5.Za desnu stranu jednakosti
(1) mora vrijediti 2xy —16 >0, odnosno xy > 8 pa preostaje ispitati nekoliko mo-
gucnosti.

2.1. Akojey=2,ondajex=4ilix=5.

2.1.1.Zax=4iy=2,jednadzba (1) prelaziu a’ + b’ + ¢’ +d* =0, §to je moguce za
a=b=c=d=0, pajerjesenje jednadzbe (4, 2, 0, 0, 0, 0). Radi se o pravokutniku
s racionalnim stranicama (Slika 22.).

Slika 22. Konveksni lik zax=4iy =2

2.1.2. Zax=51iy=2jednad’ba (1) prelazi u a’ +b° + ¢’ +d* =4, §to je uz uvjete
(2) moguce zaa = b = c = d = 1ili kada je jedan od brojeva a, b, ¢, d jednak 2, a
preostala tri broja su 0.

U prvom slucaju, rjeSenje jednadzbe je (5, 2, 1, 1, 1, 1), $to je konveksni Sesterokut

(Slika 23.).

Slika 23. Konveksni Sesterokut zax =51y =2

U drugom slucaju, jednadzba ima cetiri rjeSenja: (5, 2, 2, 0, 0, 0), (5, 2, 0, 2, 0, 0),
(5,2,0,0,2,0)i(5,2,0,0,0,2). S obzirom da se radi o sukladnim jednakokra¢nim
trapezima, dovoljno je uzeti samo jednog u razmatranje (Slika 24.).

N Ml W

Slika 24. Pravokutni trapezizax=4iy =2

2.2.Akojey=3,ondajex=4ilix=>5.

2.2.1.7Za x=41y=23jednadzba (1) prelazi u a’ +b> +c* +d*> =8 =2 +2°, §to
je uz uvjete a+d <3, b+c <3 iz (2) moguce ako je jedan broj u paru (a, d) i (b,
c) jednak 0, a drugi 2 pa su rjeSenja jednadzbe: (4, 3, 2, 2, 0, 0), (4, 3,0, 0, 2, 2),
(4,3,2,0,2,0)i(4,3,0,2,0, 2). Kako prva dva rjeSenja odreduju sukladne kon-
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veksne peterokute, a druga dva rjesenja sukladne konveksne $esterokute, dovoljno
je uzeti u razmatranje samo po jednog od njih. (Slika 25.).

VO

Slika 25. Konveksni likovizax=4iy=3

2.22.Zax=5iy=3jednadzba (1) prelazi u a’ +b’ +c’ +d* =14=1"+2" +3?,
§to je uz uvjete a+d <3,b+c <3 iz (2) moguce ako su u parovima (a, d) i (b, c)
brojevi 112 ili 01 3. Sada postoji 8 razlicitih rjeSenja jednadzbe (1). Od tih osam,
Cetiri rjesenja (5, 3,0, 1, 2, 3), (5,3,2,3,0,1),(5,3,1,0,3,2)i(5,3,3,2,1,0)
odreduju sukladne pravokutne trapeze pa je dovoljno uzeti jednog u razmatranje

ATV

Slika 26. Konveksni pravokutni trapezizax=5iy =3

Preostala Cetiri rjeenja (5, 3, 1, 3,0, 2), (5,3,0,2, 1, 3), (5, 3,3,1,2,0)i (5, 3, 2,
0, 3, 1) odreduju sukladne konveksne peterokute (Slika 27.) te je dovoljno uzeti
jednog u razmatranje.

&7 L2 O

Slika 27. Konveksni peterokutizax=5iy =3

2.3. Ako je y = 4, onda je x = 5, pa jednakost (1) prelazi u a’> +b* +¢*> +d* =24.
Tako se 24 moZe zapisati kao zbroj potpunih kvadrata, 24 =4* +2° +2°, brojevi 4,

2,12, ne ispunjavaju uvjete a+d <4i b+c <4 iz (2) pa u ovom slu¢aju jednadzba
nema cjelobrojnih rjesenja.

3. Jo$ preostaje ispitati slucajeve za y > 1ix > 5.

3.1. Akoje y 25, onda imamo:

IN

< | < |~
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2+y<2+y=(y+1)+1§x+1
Y

9+y* < y(x+1)
xy>y —y+9
2xy—16>2y" =2y +2. (4)

Nadalje, zbog nejednakosti b+c < y iz uvjeta (2) vrijedi:
b+ <(b+c) <y (5)
Iz jednadzbe (1) i nejednakosti (4) i (5) slijedi:
d+d+y >2a +b++d =2xy-16>2y" -2y +2
@ +d>(y-1) +1. (6)

Desna strana nejednakosti (6) pozitivan je broj pa i lijeva strana mora biti poziti-
van broj. Dakle, bar jedan od brojeva a ili d mora biti razlicit od 0.

Kada biiaid bili razli¢iti od 0, onda bi vrijedila nejednakost a* +d* < (y—1)° +1
(dokaz analogan dokazu nejednakosti (3)), sto je u kontradikciji sa (6). Dakle,
to¢no jedan od brojeva a ili d mora biti razli¢it od 0.

Neka je npr. a#0, d =0. Tada prema nejednakosti a+d < y iz uvjeta (2) vrije-
di a<y. Ako pretpostavimo da je a <y, onda je a< y—1, iz cega slijedi da je
a’ <(y —1)2 +1, $to je u kontradikciji sa (6). Dakle, mora vrijediti a = y. Prema
tome, mogu se razmatrati dvije mogucnosti: a =y, d=01ilia =0, d = y. Analo-
gnim razmatranjem za par brojeva (b, ¢) dobili bismo: b=y, c=0ilib=0,c=y.

Uvritavanjem tih moguénosti u jednadzbu (1) dobiva se 2y° =2xy —16, odnosno
¥ (x —y) =8, te zakljucujemo da je y djelitelj broja 8. Kako je y =5, dobiva se da
jex=91y=38, pasuzboguvjeta (2) moguca dva rjeSenja jednadzbe: (9, 8, 8,0, 8,0)
i(9,8,0,8,0,8). S obzirom da se radi o dva sukladna paralelograma, za daljnje
razmatranje uzima se samo jedan od njih (Slika 28.).

Slika 28. Konveksni likovizax=9iy =8
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3.2. Promotrimo jos$ slucaj kada je 1<y <5 i x>5. Iz jednadzbe (1) dobivamo
sljede¢e nejednakosti:
2xy—16=a’+b> +c’* +d’ S(a-lrd)z 4—(b+c)2 <y 4yt =2y
xy—8<y?
xy <y’ +8
2
k<t @)
y

Uzimajudi u obzir nejednakost (7) te da je x > 5, preostaju jo§ dvije mogucnosti.

3.2.1. Ako je y = 2, onda je x = 6, te su zbog uvjeta (2) moguca Cetiri rjeSenja jed-
nadzbe: (6, 2,2, 2,0, 0), (6, 2,2,0,2,0), (6,2,0,2,0,2)i(6,2,0,0, 2, 2). Kako 1.
i 4. rjedenje odreduje sukladne jednakokracne trapeze, a 2. i 3. sukladne paralelo-
grame, za daljnja razmatranja dovoljno je uzeti po jedan od njih (Slika 29.).

N N AP AR

Slika 29. Konveksni likovizax=61iy=2

3.2.2. Ako je y = 4, onda je x = 6, te su zbog uvjeta (2) moguca dva rjesenja jed-
nadzbe: (6,4, 4,0,4,0)i(6,4,0,4,0,4). Ova rjeSenja odreduju sukladne konvek-
sne likove pa za daljnja razmatranja uzimamo samo jedan od njih (Slika 30.).

NS

Slika 30. Konveksni likovizax =6iy =4

Konac¢no, nakon $to su ispitane sve mogucnosti, mozemo re¢i da za x> y jed-
nadzba (1) uz uvjete (2) ima 48 razlic¢itih rjesenja koja odreduju 20 razlicitih kon-
veksnih likova. Medutim, svi dobiveni konveksni likovi nisu i tangram likovi. Na
primjer, jednakokrac¢ni trapez sa Slike 20. ne moze se prekriti sa svih sedam tanova

(Slika 31.).
ashwd

Slika 31. Konveksni lik koji nije tangram lik
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Medu 20 izdvojenih razli¢itih konveksnih likova, 7 ih se ne moze prekriti sa svih
sedam tanova (likovi na slikama 15., 16. - 19., 20., 21., 28.1 30.). To znaci da preostaje
samo 13 konveksnih tangram likova: 1 trokut, 6 Cetverokuta, 2 peterokuta i 4 $este-
rokuta (Slika 32.).

N2 S G5\ U D
‘i&_;"‘r‘ &R A
«© o\

Slika 32. Svi konveksni likovi

Na Slici 32. prikazan je samo jedan nacina poplo¢ivanja* konveksnih likova. Ci-
tatelj za vjezbu moze ispitati na koliko se razli¢itih nac¢ina moze poplo¢iti svaki kon-
veksni tangram lik.

4. Tangram kao nastavno sredstvo

Iz svega gore navedenog jasno je da tangram slagalica moze biti ozbiljan ma-
tematicki alat i vrlo korisno didakticko sredstvo u nastavi matematike, a posebno
u nastavi geometrije. Medutim, tek kad nastavnik sam stekne odredeno iskustvo u
tangram aktivnostima, onda moze svrhovito osmisljavati aktivnosti za ucenike, $to je
osnovni preduvjet za uc¢inkovito koristenje tangram slagalice u nastavi matematike.

Ipak, postoje odredene preporuke koje pomazu u osmisljavanju tangram aktiv-
nosti. Prilikom prvog susreta s tangramom korisno je dopustiti u¢enicima da najprije
samostalno slazu neke od ponudenih figura (kao npr. na Slici 3.), a zatim osmisljavaju
svoje figure. Koristeci svih sedam tanova, ucenici mogu oblikovati tisuce razlic¢itih
figura: slova, znamenke, interpunkcijske znakove, razlicite vrste simbola, oblike koji
prikazuju osobe, Zivotinje, biljke, predmete itd. Nakon toga, osmisljene likove mogu
crtati, konstruirati, opisivati itd.

Nakon sto steknu odredeno iskustvo i uvide mogucnosti, u¢enike se moze postu-
pno usmjeravati na ciljano istrazivanje odredenih pravilnosti. Tako na primjer mogu
istraziti i opisati osnovne karakteristike tanova (odnosi stranica, povrsina, veli¢ine

*Poplociti lik tanovima znaci u potpunosti ga prekriti, bez praznina i bez preklapanja.
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kutova itd., Slika 4. 1 5.), sluze¢i se pri tome odgovaraju¢im definicijama, aksiomima i
teoremima. Tangram slagalica moze sluziti kao podloga za uvodenje ili provjeravanje
razumijevanja odredenih koncepata, kao $to su razlomci, postotci, sli¢nost, suklad-
nost, prebrojavanje itd.

Kada ucenici steknu odredeno iskustvo i rutinu, aktivnosti se mogu prosirivati
i medusobno povezivati. Na primjer, nakon sto sloze svih 13 konveksnih tangram
likova, ucenici mogu istraziti na koliko se razlic¢itih na¢ina moze oblikovati svaki od
tih likova, na koliko se razli¢itih nacina svaki od njih moze obojiti u dvije boje (po
pola), u kakvom su odnosu njihovi opsezi i povrsine, kako nacrtati odredeni lik u
kvadratnoj tockastoj mrezi, kako ga proporcionalno uvecati ili umanyjiti, kako odre-
diti povrsinu slozenog lika uz zadanu veli¢inu tan kvadrata itd.

Tangram aktivnosti mogu biti usmjerene na razvoj razli¢itih vjestina (crtanje,
konstruiranje, poplocivanje, preslagivanje i sl.), za uvodenje odredenih pojmova ili
provjeru znanja o njima, zatim na istrazivanje, otkrivanje i postavljanja matematickih
zakonitosti, a time i na razvoj matematickog (geometrijskog) rje¢nika i procesa mi-
$ljenja. Vise o kori$tenju tangram slagalice kao matematickog alata moze se procitati
u 1], 2], [3], [7] 1 [8].

5. Zakljucak

Tangram slagalica moze biti samo igra, ali i mo¢no didakticko sredstvo. Prema
nekim izvorima, u nastavi se, kao didakticko sredstvo, koristio ve¢ davne 1860. go-
dine (vidjeti [5, str.43]).

Njegova privlacnost je upravo u njegovoj jednostavnosti, mogucnosti prilagodbe
svim uzrastima, u njegovoj primjenjivosti u gotovo svim fazama nastavnog procesa i
aktivnostima istrazivackog tipa.

Kineski teorem o tangramu i njegov dokaz svakako ne spadaju u jednostavnije
matematicko §tivo, ¢ak ni za vjestijeg srednjoskolca. Cilj nam je bio detaljno razraditi
dokaz teorema (vidjeti [9]) te ga upotpuniti slikama dobivenim primjenom vizualno
- analiticke metode, a kojom se takoder mogu dobiti sva rjesenja diofantske jednadz-
be iz dokaza i na taj ga nacin pribliziti i mladim ucenicima (vidjeti [1]).

Sve istine lako je razumjeti jednom kad su otkrivene; svrha je otkrivati ih.
(Galileo Galilei)
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