PoucCAk 76

O Cevinom teoremu i
jednoj njegovoj primjeni
SEFKET ARSLANAGIG!

U geometriji je poznat i vrlo se uspje$no primjenjuje teorem talijanskog mate-
maticara i geometra Giovannija Ceve (1648. — 1734.) koji je dokazan 1678. godine.
Cevin teorem glasi:

NekasuA , B, iC, tocke koje pripadaju stranicama BC, CA i AB trokuta AABC .
Pravci AA,BB, i CC, sijeku se u jednoj tocki ako i samo ako je:
[BA] [CB| |AC _

=1. 1
ac 5.4l G W)

Dokaz: 1° Dokazimo da je uvjet teorema nuzan.

Pravci AA,,BB, i CC, uopcem se slucaju ne sijeku u jednoj tocki (Slika 1.). Ako
se sijeku u nekoj tocki S, i ako su B', i C', tocke u kojima pravci BB, i CC, sijeku
pravac kroz to¢ku A paralelan s BC, tada iz dobivenih sli¢nih trokuta slijedi:

BA| [B/A| [cB| |BC| |AC| |AC]]

> >

lAc| |Ac|” |BA] |AB| |cB| |BC|
paje
|BAJJCBJJACJ= .
|AC| [BA| |CB|

Ovim je (1) dokazano.

Slika 1.

'Sefket Arslanagi¢, Sarajevo
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2° Dokazimo da je uvjet teorema dovoljan.

Pretpostavljajuci da je uvjet (1) zadovoljen, dokazimo da se pravci AA,BB, i
CC,; sijeku u jednoj tocki. Neka je S tocka presjeka pravaca BB, i CC,,a A/ tocka u
kojoj pravac AS sijece pravac BC. Dokazimo da se tocke A, i A podudaraju. Zaista,
prema dokazanom dijelu ovog teorema, bit ce:

[B4]] [CB| |AC _

=1. 2
| 5.4l [c. @

Iz (1) i (2) dobivamo da je:
|BA| _ |BA]| ’
lAC| |AC|

pasutocke A i A/ istovjetne, tj. podudaraju se.
Ovime je teorem u potpunosti dokazan.

Cevinim teoremom lako se dokazuje sljedece:

a) teziSnice trokuta sijeku se u jednoj tocki,

b) visine trokuta sijeku se u jednoj tocki,

c) simetrale unutrasnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki,

d) pravci AA,,BB, i CC, sijeku se u jednoj tocki, gdje su A, B, i C, dirali$ta upisa-
ne kruznice trokuta sa stranicama R,C_A i AB.

Dokaze prepustamo citatelju.

Sluzeci se Cevinim teoremom rijesit ¢emo jedan vrlo zanimljiv geometrijski za-
datak: Treba naci zavisnost medu stranicama g, b i ¢ trokuta AABC ako je poznato
da se tezi$nica AM , visina CH i simetrala BD kuta uz vrh B sijeku u jednoj tocki.

Da bismo uspjesno rijesili ovaj zadatak, osim Cevinog teorema trebat ¢e nam jo$
jedan vazan teorem iz geometrije koji glasi:

Teorem 1. Simetrala unutrasnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u
omjeru preostalih dviju stranica.

Dat ¢emo dokaz ovoga teorema:

Neka u trokutu AABC simetrala kuta pri vrhu C sijece nasuprotnu stranicu u tocki
D (Slika 2.). Treba dokazati da vrijedi:

|AD|:|DB|=|AC]|:|BC]|. (3)
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Produzimo stranicu AC preko vrha C i povucimo tockom B paralelu BE s CD,
gdje je E tocka na pravcu AC. Prema ¢uvenom Talesovom teoremu’ primijenjenom
na pravce AB i AE, imamo:

|AD| :|DB| = |AC| : |CE| )

Slika 2. Slika 3.

Kako je £ CBE =£ CEB (zasto?), to je i trokut ABCE jednakokracan pa je
|BC | = |CE|, te iz prethodne jednakosti zaista slijedi (3).

Prijedimo sada na rjesavanje danog zadatka. Prema Cevinom teoremu imamo:

AD] JCM] IBH] _ .
IcD| |BM| |AH]|
= . _ |BM|
Kako je AM tezi$nica trokuta AABC, to je |BM| = , te je |CM| =1. Da-
lje, kako je BD simetrala kuta uz vrh B trokuta AABC, to je na osnovi Teorema 1
|[AD| ¢ r c |BH|  |BH| a
=—. Sada izraz za Cevin teorem postaje: —- 1, tj. — . Stavimo
[cp| " a a |an] 7 JaH]

daje |BH|=at, |BH|=ct,(0<t<1). Bududi daje c =|AH|+|BH|=ct +at , to je:

a+c
OA
*Talesov teorem glasi: Paralelni pravci a i b na krakovima kuta ZxOy odsijecaju proporcionalne duzine: “OB“ “OB ‘ ,
1
a takoder vrijedi ‘ A‘ ‘AA ‘
jedii ‘OB‘ ‘BB‘ .
1
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Budu¢i da su trokuti AACH i ABCH pravokutni, to je na osnovi Pitagorina
teorema:

|CH|2 =b' -t i |CH|2 =a’—a’t?,

a odavde je

2 _ b2
£ = Z — 5)
Sada iz (4) i (5) dobivamo:
c’ a’—b

ili

¢ a-b
- b

a+c a—c¢

$to predstavlja trazenu zavisnost izmedu stranica a, b i ¢ trokuta AABC.
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