Zlatna elipsa

Jens Carstensen, Alija Muminagic¢

Uvod

U ovom ¢emo prilogu dati definiciju zlatne elipse i dokazati neka njezina svojstva.

Prethodno ¢emo se prisjetiti nekih definicija i poucaka koji ¢e biti primjenjivani.

Definicija 1. Ako tocka C dijeli duzinu AB na slici 1 tako da vrijedi

at+b a
a b
kaZzemo da ju ona dijeli u omjeru zlatnog reza.
C
A a b B
Slika 1.
Poudéak 1. Tocka C dijeli duzinu AB u omjeru zlatnog reza ako je
a 1+ V5
T

Broj ¢ se naziva zlatni broj.
Iz (1) slijedi

2 2 a\? a 2
P —ab— b =0 = (—) —d =0 = ¢*—¢p-1=0.

b b

Iz (3) imamo:

> —1=9¢

0’ =¢+1
1 1
—1-==0 . o—1=—.
o p 4. ¢ p

Nadalje,

9P =9"9=(0+1)p=0"+0=20+1
0 = (97 =(9+1)" = 9" +20 + 1 =30+2
1 1

b-l=5 = (0-1'=75.
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Definicija 2. Elipsa s fokusima F; i F, za dani broj a > 0 je skup svih tocaka

ravnine za koje je zbroj udaljenosti do fokusa jednak 2a.

JednadZba elipse sa srediStem u ishodi§tu koordinatnog sustava u ravnini s duljinama

poluosi a i b je
2y
E + ﬁ =1.

(10)
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Duljine a = |OA| = |0OB] i b = |0OC| =
|OD| zovu se velika i mala poluos elipse.
Nadalje, e = |OF|| = |OF,| = Va*> —b? je
ekscentricitet elipse. Iz definicije 2 dobivamo
|CF1| = |CF2| =da.

Definicija 3. Elipsa kod koje je omjer
izmedu duljina velike i male poluosi b 0,

zove se zlatna elipsa.

Razne zanimljivosti zlatne elipse

Promatrajmo sada zlatnu elipsu na slici 3.

y
(0, b)
b
, 7(\a, 6)
LD Q(L,%)
Ql in \@ (])
Fy(-bV$,0) 0 Fy(bV$,0))B X
Slika 3.

Dobivamo, y = % Dakle, T (b 0, %) .

Nacrtajmo sada pravce kroz tocke 0(0,0),

JednadZbe tih pravaca su

or

X
=——= 1 CF
y ¢\/$1

Zbog a = b¢ imamo e’ = a*> — b* =

P (¢ — 1) = b’ tj. e = b /¢. Dakle,
Fi(b\/$,0) i F2(—b+/9,0).

1z (10) i @ = b¢ imamo
X+ 0%y = ¢°b. (11)
Pravac kroz fokus F; paralelan s y-osi
sijece zlatnu elipsu u /. kvadrantu u

tocki T. Njezine koordinate odredujemo
iz sustava jednadzbi

x:b\/a

x2 + ¢2y2 — ¢2b2.

T(b\/a, %) i C(0,b), Fi(b\/9,0).

X
| y=———+b.

Vo

Presjek tih pravaca je tocka Q. Odredimo njezine koordinate:

. b b b b
t_] X = ﬁ, y:E Dakle, Q(ﬁ,&)
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Neka je Q; ortogonalna projekcija tocke Q na OC. Tada je |CQ;| = |OC|—|0Q;| =

b — — . Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut CQ;Q dobivamo:

¢2
5 2
|COI> = [CO\|* + 1010 = (b - %) + <i>
0 Vo

9207+ 1497, 304220 -2+1+2¢+1

— H2 2
=b ¢4 b ¢4
2. 30+2 _ B2
30 +2 ’
odakle slijedi |CQ| = b. Dakle, |CQ| = b = |OC| {j. trokut COQ je jednakokracan i
CF S
vrijedi ||CQ]|| = % = ¢. To znaci da tocka Q dijeli duzinu CF; u omjeru zlatnog reza.

Promatrajmo sada proizvoljnu elipsu cija
jednadzba je b*x* + a’y* = a®b* s fokusima
Fi(e,0), F2(—e,0). Pravac kroz F; paralelan
y-osi sijece elipsu (u I. kvadrantu) u tocki 7.

Odredit ¢emo koordinate tocke T'. Iz x = e,
b*x* + a’y* = a*b* dobivamo
- b2(a2 782) B b2 'b2

- 2 -T2

y

a a

b? »?
odakle je y = —. Dakle, T (e, —) .

a a

Slika 4.

b? b
Jednadzba pravca kroz tocke O i T je y= —x,aonogkroz Ci F;,y=—-x+0b.
ae e

Siecikt d e 0 ae b?
eciSte ova dva pravca je _— .
] p J At b atb

Duljina duZine CQ je

o= [(2) + (b 2y) =TT 2

a+b a+b -

a+b a+b’
2

Ako je trokut COQ jednakokracan, pri ¢emu je |CQ| = |OC| . a = b, dobivamo

a

() -(§)-1-0n $-s-1-0

Dakle, tada je elipsa zlatna.

U toj elipsi je i1 trokut TQF|, takoder, jednakokracan, radi

b
|OF1| = |CF1| = |CQ| = |OB| - [0C| =a—b=b(¢p — 1) = e |F\ T

b »: b b?
(Naime, to slijedi iz: —=-—=—1T(e,— |.)
o bo a a
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loc| _ |oc|
|OTy|  |FiT|

Oznacimo li s 7} ortogonalnu projekciju tocke T na OC imamo

= ¢. To znaci da to¢ka T; dijeli duzinu OC u omjeru zlatnog reza.

ESSASTRSY

Nadalje, iz pravokutnog trokuta OF ;T imamo

N
|OT|* = |OF,|* + |F\T|* = ¢ +(¢) (zbog €* = a* — b*, a = bo)

1
(#1455 ) =00+ 0 - 1) =R -0+ 1)
= (97— ¢ — 14+2) =2> = |OT| = bV2.
Iz pravokutnog trokuta OQQ, sa slike 3 vidi se da je elipsa zlatna:

b \2 1 3
100P = 00:" + |0:0/" = o) = L0

2
(2 (@) - i
L+?+9 o 200 208 bv2.
g U T T o=

= ¢, $to znadi da toc¢ka Q dijeli duzinu OT u omjeru ¢ zlatnog

= p?.

0T
[eje)

Prema tome je

reza.

b
Konac¢no, pravokutni trapez OFTC ima kracu od paralelnih stranica |FiT| = — i

ocC —¢
dulju |OC| =D, te je ||F T|| = ¢ i presje¢na tocka Q dijeli dijagonale OT i FiC u
1
omjeru zlatnog reza. Taj trapez mozemo zvati zlatni trapez. Nadalje, trokuti OCQ i
QF,T su sli¢ni s koeficijentom slicnosti ¢.

Elipsa i njezine direktrise

Neka je F jedan fokus elipse. Pravac p koji ima svojstvo da za svaku tocku T elipse

d(T
vrijedi d((T’i )) = ¢, gdje je c¢ pozitivna konstanta, zove se direktrisa (ravnalica) elipse.
, a 02 02
Svaka elipsa ima dvije direktrise: p; ... x = Pl ip, ... x=——, gdje je e
e e

. . . . e s . .
linearni ekscentricitet elipse, a € = — numericki ekscentricitet elipse.
a

Neka zlatna elipsa ima direktrisu p; (vidi sliku 5) ¢ija je jednadZba
a2 a2 b2¢2 b¢2
e JE_b2 e b9\/9.
e Va-» e -1 Vo

OE| _ bo\/¢

Neka je E sjeciSte x-osi i direktrise p;. Tada je = ——= = ¢, Sto znaci da

OF[ ~ b\/s

X =

to¢ka F; dijeli duzinu OE u omjeru zlatnog reza.
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Obrnuto, ako fokus F; elipse dijeli Y P
duzZinu OF u omjeru zlatnog reza, elipsa C D
je zlatna. r

|OE | . 0
Iz dom dob :
| OF| = ¢ redom dobivamo
2 N
“ 2 2 F, 0 F, |B |E X
= L = — =
= e ez a®—b?
odakle je
2 2 _
(‘i) U ik NP NS Qe Slika 5.
b o —1 o —1
a
> — =
5 =0

Pravac OQ 1 direktrisa imaju jednadzbe y = 1x= b(j)\/a i njihovo sjeciste

X
9\/0
je D(b9+\/9,b).
Koristeci Pitagorin poucak na trokut OED dobivamo
|OD* = |OE* + [ED[ = (b$+/9)* + 0* = b*(¢° + 1) = 0* (2 + 1 + 1) = 2679,
|oD| _ b9v2
o1l »v2

u omjeru zlatnog reza. Osim toga, ranije smo pokazali da tocka Q dijeli duzinu OT u
omjeru zlatnog reza, radi ¢ega je |0Q| = |DT|.

b
Dalje je T (b\/_ , 5)’ E(b$+/9,0) i udaljenost tih dviju totaka je

Dakle, |OD| = b¢\/2 odakle je = ¢. Dakle, tocka T dijeli duzinu OD

2 _ b? 2, L b2 _ 12
tj. |TE| = b = |OC| = |ED|, §to znaci da su trokuti EDT i COQ sukladni.
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