ViSe dokaza jedne trigonometrijske nejednakosti i

Sefket Arslanagi¢', Ingmar Lehmann

Dokazivanje nejednakosti ima vrlo vaznu ulogu u nastavi matematike raznih nivoa.
Tu Cesto dolaze do izrazaja razne ideje te veoma zanimljivi dokazi nejednakosti u kojima
se koriste nejednakosti o sredinama, nejednakost Cauchy-Schwartz-Bunjakovskog kao i
nejednakosti CebiSeva, Holdera, Minkovskog, Schura, Jensena, Huygensa i ostale.

U ovom c¢lanku ¢emo dati viSe raznih dokaza jedne trigonometrijske nejednakosti

koja glasi
1 1
<1+.—) (1+ )>5; e (0.3) (1)
sinx cosXx 2

T
Dokaz 1. Za x € (O’E) vrijedi 0 < sinx < 1, 0 < cosx < 1, te:

1
—>1 (2)
sin x
Dalje imamo, zbog nejednakosti A > G, izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,

1 sinx+cos’x  sinx  cosx sinx cosx
- = — = +—2=2 =2
sinx cosx sinxcosx cosx  sinx cosx sinx

1
- =
sinx cosx

tj.
(3)
Sada zbog (2) i (3) dobivamo:
1 1 1 1 1
<1+—_ )<1+—)1+—. + + = >14+1+1+2=3.
sinx cosx sinx cosx  sinxcosx

Dokaz 2. Opet, koristeéi nejednakost A > G dobivamo,

1 1 / 1 1 1
—(1+,—)> 1l — = 14+ — >2\/— 4)
2 sin x sinx sinx sinx

te slicno
1 1
1+ —>24/— 5)
coSX COSX
1 1
Ovdje vrijedi samo znak >, ane > jerje 1 # — i 1 # —, tj. sinx # 1 i
T sin x coSX

cosx#1 zax¢€ <O’E>'

Nakon mnoZenja (4) i (5) imamo:
1 1 / 1 [ 2
(1+_—>(1+ )>4 — > 44/ = . (6)
sinx Cos X sinx cosx sin 2x
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T
Kako je 0 <sin2x < 1 za x € (O, E)’ imamo:

1 2 2 2
. >1 &= ——>2 <= 4/ >V2 = 4/ >4/2>5. (7
sin 2x sin 2x sin 2x sin 2x

Sada iz (6) i (7) vrijedi (1).

Dokaz 3. Dana nejednakost je ekvivalentna nejednakosti (nakon mnoZenja na lijevoj
strani od (1)):

1 1 1 i 1
n n 4 e sinx 4 cosx + <4 (8)

sinx CcosSx  Sinxcosx Sinx cos x
Koristedi supstituciju sinx + cosx = ¢, te odavde

-1
sin? x 4 2sinxcosx + cos’ x = 1 <= sinxcosx = 7
nejednakost (8) postaje:
t+1 1 2t —3 3
4 — > 2 = <0 = I<r< <. 9
2-1 " T r—1 2 ®)
2
Dalje imamo y
14
t = sinx + cosx = sinx + sin (E—x> n
2
n 14
~2nfon (s )
sin 1 cos )
T 3 1
= 2cos( ——)<\/§<—, sin x
4 2 ¢ |
te 0| cosx 1 X
t =sinx +cosx > 1.
Zbog nejednakosti trokuta to znaci da
nejednakost (9) vrijedi, tj. i (8) vrijedi, pa
ondai (1).
Dokaz 4. Koristit ¢emo supstituciju:
2tg : 1 —tg? a -
sinx = 2x’ cosx = 7)26 X € (0,—)
+1g? 3 I +1g’3 2

Sada nejednakost (1), uzimajudi tg% = t, ima oblik:

147 147 24241 2
1 1 <— . >5
<+ 2t )<+1—12)>5 2t 1—¢

5 (t%)2+i
11 75>0<:>w>0<:> > >
t(1—1) t(1—1) t(1—1)

Sto vrijedi zbog 0 < ¢t < 1. Dakle, dana nejednakst (1) vrijedi.
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Dokaz 5. Koristit ¢emo pravokutni trokut
ABC kod kojeg je JACB = 90°, a jedan od

§ijastih kutova je jednak x; x € (0, g) 1 visina
iz vrha C pravog kuta iznosi |[CD| = 1.

Neka je <<CAD = x kao i ¥BCD = x (jer
su trokuti ACD i CBD sli¢ni). Tada je:

1 1
AACD :sinx = — b=—,
b sin x
1 1
ABCD : cosx = — a=
a cos x
kao i
1 1
AB|* = |AC]® + |BC|> = b* + &’ = —5— + ——
sin?x  cos?x
cos? x + sin? 1 1
— |AB]? = = f+ = e = (= [AB)) = ————.
sinZ x cos? x sin? x cos? x sin x cos x
Dana nejednakost (1) je ekvivalentna sa
1 1 1
— + + = > 4. (10)
sinx cosx  sinxcosx
Radi nejednakosti trokuta imamo
a+b>c (1)

odnosno
1 1 1
—_— >

sinx cosx ~ sinxcosx’
Kako je CM (totka M je poloviste hipotenuze trokuta ABC) teZinica tog trokuta,
a ujedno i polumjer opisane kruznice trokuta ABC, imamo |AB| = 2|CM|, f{j.
¢ = 2m.(= 2R). Iz pravokutnog trokuta CDM slijedi |CM| > |CD|, a odavde
|CM| > 1 ili m.(=R) > 1. Dakle, dobivamo
c>2. (12)

Sada iz (11) i (12) dobivamo
1 1 1
atb+c>4 &= — + + = > 4,
sinx cosx  sinxcosx

a ovo je nejednakost (10). Ovime je nejednakost (1) dokazana.

Dokaz 6. Koristeéi nejednakost Cauchy-Schwartz-Bunjakovskog imamo

e ()

2 2
1 1 1
1? > (1 1+ —-
+ <\/cosx) ] ( + \/sinx \/cosx>

(13)
1 1 1 :
= (l+— ) (l+— |21+ —
( * sinx) < + cosx) ( * \/smxcosx)
T 1
Kako je sin2x < 1, x € (0, —) , to je v/sin2x < 1, a odavde >11
! 2 ! V/sin 2x
1 2 2
V2 V2 > V2. (14)

Vsinxcosx  /2sinxcosx  v/sin2x
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Sada iz (13) i (14) dobivamo:

1 1
<1+.—> (1+—)>(1+\f2)2=3+2ﬁ, (15)
sinx CoS X
a odavde zbog 3 +2v2 > 5 (<= /2 > 1) slijedi nejednakost (1).
Napomena 1. Uocimo da je nejednakost (15) bolja od dane nejednakosti (1).

1
o . 1 i T
Jednakost u (15) vrijedi ako i samo ako je 1= % = ctgx=1 — x= 1
cosx
Dokaz 7. Za ovaj dokaz ¢emo Kkoristiti diferencijalni raCun. Promatrajmo funkciju
1 1 1 T
=14+t — + -5, xe(0,7).
f(x) sinx cosx sinxcosx 2
Imamo . 4cosd
—cosx  sinx cos 2x
f/()C) = ) 2 Y )
sin? x cos’x  sin®2x
tj.
, —cos® x +sin® x — cos2x  —(cos® x — sin® x) — (cos? x — sin® x)
[ = 2 2 = 2 2 ’
sin? x cos? x sin? x cos? x

(sinx — cosx)(cos® x + cosxsinx + sin? x + cosx + sin x)

o sin? x cos? x
Iz f'(x) = 0 dobivamo:
sinx — cosx = 0,
a odavde
T
tgx=1 = x= 1

Imamo sada .
<0, xG(O,Z), f pada

f'(x)< =0, x= g, min
T T
>0, xG(Z,§>, f raste,
© 1 1 1
T
win=f (x=5) =1+ —=+—=+ == =3+2V2>5,
o=t (1=5) V2oV2o V2 V2
2 2 2 2
.

1 1
<1+.—> <1+—> > 5.
Sinx COS X

Dokaz 8. Koristit éemo Huygensovu® nejednakost koja glasi:

(T4+x)A+x) oo (T4xy) = (1 +xx0 - 0ox)"s (>0, i=1,...,n) (16)

3 Cristian Huygens (1639. - 1695.), poznati nizozemski matemati¢ar i fizi¢ar (dugo vremena je Zivio u Parizu).
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1 1
Zaxi=——,x= i n=2,iz (13) dobivamo:
sinx COSX

2
1 1 1
<1+.—)<1+—)><1+ ——)
S x COSXx SiInx COSX

2
1 1 V2
<~ 14+ — 1 > 11
( + sinx) ( + cosx) ( * \/sin2x>

a odavde, zbog objasnjenja danog u dokazu 6, imamo

1 1
<1+.—) <1+—) > (1+V2)?,
S x COosx

tj.
1 1
<1+.—> <1+—) >34+2V2(>5).
sinx cosx
e . . . | 1 .
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x; = xp, tj. —— = —> COosx = sinx —>

Simx COSXx

i jer x € (O ﬂ)
X=— X = .
4] 2
Na kraju ¢emo dati joS jedno zanimljivo poopéenje nejednakosti (1).

T
Ako je kut x iljast, tj. x € (0, 5) te a>0ib>0, tada vrijedi

b
<a+—. >(b+ a >>a2+b2+3ab.
Sin x COSXx

Dokaz. Imamo

b a a? b? ab
a+ —— (b—i— )Zab—i— +—+ —
sin x Ccosx cosx sinx  sinxcosx
a? b? 2ab
— + = .
cosx sinx  sin2x

(17)

=ab+

Kako je za x € (O, %)

O<sinx<1l, O<cosx<l1l i 0<sin2x<1,

to je
1 1 . 1

— > 1, >1 1 — > 1,

sinx COSX sin 2x
odnosno , ,

a b . 2ab

>a?, — >b i —— >2ab,
COSX sinx sin 2x

pa iz (17) dobivamo:
b
<a+,—> (b+ L) > a* + b* + 3ab.
sin x COS X
Za a = b =1, dobivamo nejednakost (1).

Dat ¢emo na kraju joS jedno bolje poopcéenje dane nejednakosti (1). Ono glasi:
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T
Ako je kut x Siljast, tj. x € (0, 5) i n € N, tada vrijedi nejednakost:

1 1 ny2
1+ - 1+ > (1+2%)".
sin” x cos" x

Dokaz. Nakon mnoZenja i kvadriranja nejednakost je ekvivalentna s
1 1 1
sin"x  cos®x  sin"x-cos"x
. T
Sada je zbog x € (O, 5)
1 2" 2"
, - - > (19)
sin" x-cos"x  (2sinxcosx)”  sin”2x
te na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna

broja:
1 1 1 n
- + >2 - > 22" =2.27, (20)
sin” x cos x sin” x - cos" x

Nakon zbrajanja nejednakosti (19) i (20), dobivamo nejednakost (18), odnosno danu
nejednakost.

>2.2% 42, (18)

o . L 1
Jednakost vrijedi ako i samo ako je sin"2x = 1 te — = , a odavde
sin” x cos™ x

. . . T
sin2x =1 te sinx = cosx, tj. za x = 1

Za n =1 dana nejednakost glasi:

1 1
(1+.—)<1+ )2(1+ﬁ)2,
s x COSX

1 1
(1+.—) <1+—> >3+2V2>5.
Sin x COSXx

Jednakost vrijedi za x =

tj.

NN

Misljenja smo da se u ovih sedam dokaza i dva poopcenja koristi viSe zanimljivih
i korisnih ideja, kako smo to tvrdili u pocetku, koje ¢e biti od interesa buduéim
citateljima ovog €lanka, pogotovo uc¢enicima (a i studentima) koji pokazuju veci interes
za matematiku kao i nastavnicima koji s njima rade.
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