12. Srednjoeuropska matematicka olimpijada 2018. g.

/ — / A Na upravo zavrSenoj 12. Srednjoeuropskoj mate-
— matickoj olimpijadi u Bielsko-Biati, u Poljskoj (27.
'\ ‘ [— '\ ‘ V kolovoza — 2. rujna 2018. g.), sudjelovalo je 66 ucenika
The 12th Middle European iz 11 srednjoeuropskih drZava: Austrije, CeSke, Hr-

vatske, Litve, Madarske, Njemacke, Poljske, Slovacke,
Slovenije, Svicarske i Ukrajine.

Hrvatsku olimpijsku ekipu predstavljali su uéenici: Luka Buli¢ Braculj (1II. gimnazija,
Split), Noel Laki¢ (Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar), Krunoslav Ivanovié, KresSimir
NeZmah, Andrija Tomorad, Ivan Vojvodi¢ (XV. gimnazija, Zagreb). Voditelji ekipe bili
su Ivan Krijan i Ivan Kokan.

Ucenici su se, kao i obi¢no, natjecali pojedinacno i ekipno rjeSavajuci zadatke
olimpijskog tipa iz algebre, kombinatorike, geometrije i teorije brojeva.

Petu godinu zaredom jedan od hrvatskih natjecatelja osvojio je zlatnu medalju na
pojedina¢nom natjecanju. Ove godine taj izniman uspjeh postigao je Noel Laki¢, uz
stopostotnu rijeSenost zadataka. I ostali ¢lanovi ekipe ostvarili su odlican rezultat
osvajanjem medalja: Krunoslav Ivanovi¢ srebrnu, a Andrija Tomorad, Luka Buli¢
Braculj, Ivan Vojvodi¢ i KresSimir NeZmah bronCane.

Na jo§ uzbudljivijem i neizvjesnijem ekipnom natjecanju, Hrvatska je ostvarila
izvrstan uspjeh osvojivsi drugo mjesto — ispred Madarske, a iza Ukrajine (koja je na
ovom natjecanju sudjelovala kao gost na poziv domacina Poljske).

Put na olimpijadu i pripreme natjecatelja organiziralo je i provelo Hrvatsko
matematicko druStvo uz pomo¢ udruge Mladi nadareni matematicari “Marin Getaldi¢”,
a financiralo Ministarstvo znanosti i obrazovanja.

Vise informacija o natjecanju, zadatcima i rezultatima moZe se na¢i na sluzbenoj
web-stranici ovogodiSnje Srednjoeuropske matemati¢ke olimpijade:
http://www.memo2018.abel.bielsko.pl/
Put u Poljsku, natjecanje na olimpijadi i druZenje s matematicarima iz desetak drzava
iz Europe u kasnovecernjim satima zavrSilo je na zagrebackom Glavnom kolodvoru.

Mathematical Olympiad

Voditelji ekipe: Ivan Krijan i Ivan Kokan

Zadatci s pojedina¢nog natjecanja, 29. kolovoza 2018.

I-1. Neka je Q' skup svih pozitivnih racionalnih brojeva i neka je o € Q. Odredi
sve funkcije f : QT — (o, +00) takve da je

; (x+y) W0

+
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I-2. Dva oblika prikazana na slici ispod, koja se sastoje od redom 6 i 10 jedini¢nih
kvadrati¢a, nazivamo stepenicama.
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Promatrajmo plo¢u dimenzija 2018 x 2018 koja se sastoji od 2018 polja, od kojih
je svako jedini¢ni kvadrati¢. Dva proizvoljna polja su uklonjena iz nekog retka ploce.
Dokazi da se ostatak ploce ne moZe izrezati (uzduZz rubova polja) u stepenice (mogude
rotirane).

I-3. Neka je ABC Siljastokutni trokut u kojem je |AB| < |AC| i neka je D noZiste
njegove visine iz vrtha A. Neka su R i Q redom teZiSta trokuta ABD i ACD. Neka
je P tocka na duzini BC takva da je P # D i da su tocke P, Q, R i D koncikli¢ne.
Dokazi da se pravci AP, BQ i CR sijeku u jednoj tocki.

I-4. a) Dokazi da za svaki prirodni broj m postoji prirodni broj n > m takav da je
n n n n
LIJ'EJ---M—@- )
b) Ozna¢imo s p(m) najmanji prirodni broj n > m za koji vrijedi jednakost (x).

Dokazi da je p(2018) = p(2019).
Napomena. Za realni broj x, |x]| oznacava najvedi cijeli broj koji nije vedi od x.

Zadatci s ekipnog natjecanja, 30. kolovoza 2018.
T-1. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da je

A-b br—cr -
a—+ bc + b+ ca + c+ab

<a+b+c—3.

T-2. Neka je P(x) polinom stupnja n > 2 s racionalnim koeficijentima takav da
P(x) ima n medusobno razli¢itih realnih korijena koji tvore aritmeti¢ki niz. Dokazite da
medu korijenima od P(x) postoje dva koja su ujedno korijeni nekog polinoma stupnja
2 s racionalnim koeficijentima.

T-3. U grupi pirata neki su se medusobno posvadali i sada svaki od njih drZi neku
drugu dvojicu na ciljniku. Sve pirate se proziva jednog po jednog nekim redoslijedom.
Ako je prozvani pirat i dalje Ziv, on upuca obojicu pirata koje drZzi na ciljniku (od kojih
je neki mozda veé mrtav). Svi pucnjevi su smjesta smrtonosni. Nakon §to su svi pirati
prozvani, ispostavilo se da ih je to¢no 28 ubijeno. DokaZite da bi za bilo koji drugi
redoslijed prozivanja bilo ubijeno najmanje 10 pirata.

T-4. Neka je n prirodni broj i neka su uy, u,..., u, prirodni brojevi koji nisu veci
od 2%, za neki prirodni broj k > 3. Reprezentacija nenegativnog cijelog broja ¢ je niz
ai, az,...,a, nenegativnih cijelih brojeva takvih da je

t=aauy + auy + ...+ ayu,.
Ako nenegativni cijeli broj ¢ ima reprezentaciju, dokaZite da onda ima i reprezentaciju
u kojoj niz a;, az,. .., a, ima manje od 2k clanova razli¢itih od nule.

T-5. Neka je ABC Siljastokutni trokut u kojem je |AB| < |AC| i neka je D noZiste
njegove visine iz vrtha A. To¢ke B’ i C’' redom leZe na polupravcima AB i AC, tako
da su to¢ke B’, C' i D kolinearne i da tocke B, C, B’ i C' leze na istoj kruZnici sa
srediStem O. Ako je M poloviste duzine BC, a H ortocentar trokuta ABC, dokazite da
je DHMO paralelogram.

T-6. Neka je ABC trokut. Simetrala unutarnjeg kuta JABC sijede stranicu AC
u to¢ki L, a kruZnicu opisanu trokutu ABC ponovno u to¢ki W # B. Neka je K
ortogonalna projekcija tocke L na pravac AW. KruZnica opisana trokutu BLC sijece
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pravac CK ponovno u tocki P # C. Pravci BP i AW se sijeku u tocki 7. Dokazite da
je |AW| = [WT]|.

T-7. Neka je a;, a», as,...niz prirodnih brojeva takvih da je
a =1 i gy = a,3C + 1, za sve prirodne brojeve k.

DokaZite da za svaki prosti broj p oblika 3¢ 4 2, pri ¢emu je ¢ nenegativni cijeli broj,
postoji prirodni broj n takav da p dijeli a,.

T-8. Cijeli broj n nazivamo §leskim ako postoje prirodni brojevi a, b i ¢ takvi da je
a* + b + ¢?
"T @bt betca
a) Dokazite da postoji beskona¢no mnogo Sleskih cijelih brojeva.
b) Dokazite da nisu svi prirodni brojevi §leski.
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