Neki nacini dokazivanja identiteta s Fibonaccijevim brojevima

DZana Drino, Merima Murica®

U ovom radu ¢emo dati nekoliko uobicajenih nacina dokazivanja identiteta s
Fibonaccijevim brojevima (koriStenjem principa matematicke indukcije, rekurzivne
relacije, Cauchy-Binetove formule, teleskopiranjem), te nekoliko primjera kombinatornih
dokaza, koji se odnose na poplo¢avanje plo¢e dominama i kvadratima.

Uvod

Fibonaccijev niz rekurzivno se definira sa: F; = F, =1, F, = F,_1 + F,_, za
n > 2. Svaki ¢lan u nizu je jedenak zbroju prethodna dva ¢lana, a iz rekurzivne relacije
za F, dobivamo vrijednost za Fo: Fop=F, —F; =1—-1=0.

Osim rekurzivno, Fibonaccijevi brojevi mogu se eksplicitno izraziti pomocu Cauchy-

Binetove formule [2, str. 15]:

Fa= (@~ )

V5

gdje su o0 = rjeSenja jednadzbe x> — x — 1 = 0. Primijetimo da

1+v5 . . 1-V5
;1P

vrijedi: oo — B = /5, o.- B = —1 (ove Cinjenice ¢e nam trebati u dokazima identiteta).
Identiteti

Do sada je otkriven veliki broj identiteta koji vrijede za Fibonaccijeve brojeve. Ovdje
dajemo nekoliko nacina njihovog dokazivanja. Sljedeca dva identiteta [2, str. 13, 22]
é¢emo dokazati primjenom Cauchy-Binetove formule i teleskopiranjem.

Identitet 1. Za svako n € N vrijedi

" n

§ 2XF = F3,.
<k> = I3

k=0

Dokaz. UvrStavanjem vrijednosti F, iz Cauchy-Binetove formule i primjenom
binomnog teorema, lijeva strana jednakosti postaje:
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1 n__ n
= ﬁ((l +2a)" — (1+2B)")
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Kako vrijedi: o> =1+, 1 +20 = o, 1 +2f = 2, slijedi:
" /n 1
2ka —_ a3n _ B3n — F3n~
(WSS R

Identitet 2. Za svaki n € N imamo
n

sz Fou

1 For_
P
k=0

Dokaz. Da bismo izra¢unali sumu na lijevoj strani, prvo ¢emo dokazati tvrdnju:
Za paran prirodan broj m vrijedi:

L:meliFémfl
F2m Fm F2m.

Dokaz tvrdnje.
1 o mel F2m71

—-— = ——— <= F,=Fy_1Fyy — FyFoy_1.
F2m Fm F2m e =t
Koristenjem Cauchy-Binetove formule i ¢injenica o — § = V5, off = —1, imamo
1
Fo1Fom — FyFom—1 = g((O‘m—l _ ﬁm—l)(aZm _ ﬁZm) _ (O!m _ ﬁm)((lzm_l _ ﬁZm—l))
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Time je pomoc¢na tvrdnja dokazana. Sada je jednostavno izracunati traZenu sumu
koriStenjem ove tvrdnje i teleskopiranjem:
n

1 1 1 F, F Foay Fouoi_ Fouoi_y  Fou_
_:_+_+<_l__3>+-“+(221_211)+<211_21)
Osz Fi F> F, Fy Fris Fou-i Fouoi Fon
1 1 F Fon_ Fon_
BT S S ) W S
F] F2 F2 F/x an
Napomena. Kad n — oo dobivamo:
o0

Fon_y
I —3— lim =3 (-B)=3+B.
Zsz ninc}oz =3 Jim = =3-(=p)=3+5

Sada ¢emo dati i jedan primjer dokazivanja matemati¢kom indukcijom:

Identitet 3. Za n € NU {0} vrijedi
L5)

S (nl—l> I

i=0

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti jaku formu principa matematicke indukcije:
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i)Zan=01in=1 tvrdnja vrijedi jerje Fi =1= () i F,=1= (}).
ii) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve k < n, n € NU {0}:

P
Z< ; )Fk+1, k<n.

i=0

iii) DokaZimo da vrijedi i za n+ 1. Na osnovu Pascalovog identiteta za binomne
koeficijente [3, str. 152] imamo:

L] L5

() x0) 2 ()

i=0

S
| +
-
| I
|
o
NS
|
[
NS
.
s
NS
|
|
_
|
-
S
||
_
o}
feS)

Pretpostavimo da je n paran. Tada je L
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B (n—1)—j n—i
= (") (s
Jj=0
(sada primjenjujemo induktivnu pretpostavku )
=Fu+ For1 = Fypa.
Na sli¢an nacin se pokaze da identitet vrijedi i ako je n neparan broj.
ntl
e (n +1- i)
Z . — I'py2.
; i
i=0
iv) Na osnovu principa matematicke indukcije zaklju¢ujemo da identitet vrijedi za
sve n > 0.

Napomena. Primijetimo da nam ovaj identitet daje vezu Fibonaccijevih brojeva s
Pascalovim trokutom: suma brojeva na n-toj “dijagonali” u Pascalovom trokutu jednaka
je n-tom Fibonaccijevom broju.

Kombinatorni dokazi

Identiteti s Fibonaccijevim brojevima mogu se dokazivati i kombinatornim putem. U
tu svrhu promatrat ¢emo skup svih poplocavanja ploc¢e dimenzije 1 X n pomocu domina
(veli¢ine 1 x 2) i kvadrata (veli¢ine 1 x 1). Celije plo¢e oznacit ¢emo s 1,2,...,n.
Prebrojit éemo koliko je poploCavanja na dva nacina, tako da jedan od njih predstavlja
kombinatornu interpretaciju lijeve, a drugi interpretaciju desne strane jednakosti koju
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dokazujemo. Kako obje strane predstavljaju prebrojavanje istog skupa, one moraju biti
jednake.

Sljedeci teorem [1, str. 1] nam daje vezu Fibonaccijevih brojeva s brojem nacina da
pokrijemo ploc¢u dominama i kvadratima.

Teorem 1. Neka je f, broj nacina da se poploca ploca duZine n kvadratima i
dominama. Tada je f, Fibonaccijev broj i za n > 0 vrijedi: f, = F, ;.

Dokaz. Definirajmo fo = F; = 1 broj poplocavanja plo¢e duZine 0. Dalje, plocu
duZine 1 moZemo poplocati samo na jedan nacin (jednim kvadratom), paje f1 = 1 = F».
Ako imamo ploc¢u duZine n, njenu posljednju éeliju moZemo pokriti ili s kvadratom ili
s dominom. U prvom slucaju postoji f,—; nacina da se pokrije prvih n — 1 éelija ploce,
dok u drugom slucaju ostaje f,—» nacina da se pokrije prvih n — 2 celije. Odatle je
ukupan broj poplo¢avanja cijele ploge: f, = fu—1 + fu—2. Kako niz {f,} zadovoljava
iste pocetne uvjete i rekurziju kao niz {F,}, slijedi f, = F,11, za sve n > 0.

Identitet 4. Za m, n > 0 vrijedi
Foin = Fu1Fy + FnFuy.

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju [1, str. 4]: frin—1 = fm— zfn | +fm—1fn. Broj nacina
na koje moZemo poplocati plocu duZine (m + n — 1) jednak je f,1n—1. Odredimo sada
broj poplo¢avanja na drugi nacin, tako §to ¢emo razmatrati dva slucaja:

Prvi slucaj. Ako se ploca duZine m 4+ n — 1 moZe razdvojiti na celiji m — 1, onda
je ona nastala spajanjem dvije ploce: jedne koja ima m — 1 Celija i druge koja sadrzi
n Celija. Plo¢e smo poplocavali nezavisno jednu od druge, pa ukupno postoji f,,—1 - fa
poplocavanja.

||
1 m—1 m mtn—1

1 m—1 m mtn—1

Drugi slucaj. Ako se plo¢a ne moZe razdvojiti na éeliji m — 1, onda mora sadrZavati
dominu koja pokriva ¢elije m — 1 i m (kao Sto vidimo na slici ispod).

Prvi dio ploce (koji sadrZi prve m—2 Celije) se moZe poplocati na f,,_, nacina, a drugi
dio ploce (poslije éelije m) na f,_; nacina, §to nam daje ukupno f,,_»f,—1 poploCavanja.
Kako je svako poplocavanje ili razdvojivo ili nerazdvojivo na Celiji m — 1, ukupan broj
poplocavanja je jednak f,,—1fn + fi—afu—1. Odatle je frin—1 =fm—sfn—1 +fm—1fn-

m—1 m m+n—1

:D:DD:IiD

mtn—1

Navest ¢emo joS dvije posljedice ovog identiteta:
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) F2n:F5+1*F371

i) Fops1 = F2+F2 .
Prvu dobijemo uvrstavanjem m = n u identitet 4, a druguza m =n+1.

Parovi ploca

Promatrajmo par ploca duZine n na slici ispod. Broj nacina na koje ih moZemo
poplocati je f2.

Pomaknimo donju plo¢u za jedno mjesto udesno. KaZemo da postoji “greSka” na
mjestu i ako se gornja plo¢a moZe razdvojiti na mjestu i, a donja na i — 1, bez lomljenja
plocica. Npr. sljede¢i par ima greSke na mjestima 1, 3 i 4:

Zamijenimo sada “repove” ploca tj. dijelove iza posljednje greSke. Dobijamo ploce
sa greSkama na istim mjestima kao na pocetku, s tim da gornja ploca sad ima n+ 1, a
donja n — 1 mjesta. Ukupan broj poplo¢avanja je f,+1fn—1-

Ako bar jedna ploca ima kvadrat, greska sigurno postoji. Npr. ako prva ploca ima
kvadrat koji pokriva celiju i, onda se ona moZe razdvojiti na mjestima i ili i — 1. Ako
se druga ploca ne moZe razdvojiti na mjestu i, onda postoji domina koja pokriva i i
i+ 1, ali je greska tada sigurno na mjestu i — 1. U suprotnom, ako se druga ploca moze
razdvojiti na mjestu i, onda je na tom mjestu greSka. GreSke se mogu izbjeéi samo na
jedan nacin: poplocavanjem obje ploce dominama.

Koristeé¢i ovo, dokazat ¢emo Cassinijev identitet [1, str. 8].

Identitet 5. Za n > 0 vrijedi
fn2 :fn+Lfn71 + (71)’1'

Dokaz. Neka je X skup svih poplo¢avanja dvije ploce duZzine n. Tada je |X]| =12
Neka je Y skup poploCavanja ploce duzine n+ 1 i ploée duzine n— 1, |Y| = fui1fn—1-

Pretpostavimo prvo da je n neparan broj. Tada obje ploe moraju imati najmanje
jedan kvadrat, pa greSka sigurno postoji. Zamjenom repova ploca, dobivamo ploce s
n+11n—1 Celija, s greSkama na istim mjestima kao u po¢etnom rasporedu. Time smo
dobili bijekciju izmedu svih parova poplocavanja ploc¢a duZine n i parova poplocavanja
ploc¢a duZina n+ 1 i n — 1, pod uvjetom da ta poplo¢avanja imaju bar jednu gresku.
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Medutim, kako je n neparan, n+ 1 i n — 1 su parni i moZe se desiti da u paru plo¢a
duzZina n+1 i n— 1 nema nijedna greska. Taj par ne¢emo brojati, pa u slu¢aju neparnog

n vrijedi: fu? = farifu—1 — 1.

Ako je n paran broj, kao i u prethodnom slucaju, postoji bijektivno preslikavanje
izmedu parova ploca koji imaju greSke. Razlika u odnosu na proSli slucaj je Sto je
sada jedini par poplocavanja koji nema greski onaj u kojem su obje ploce duZine n i
pokrivene svim dominama. Zato za parno n vrijedi: f,l2 = fut1ifn—1+ 1.

Zakljucak

Identiteti s Fibonaccijevim brojevima se mogu dokazivati na razli¢ite nacine. Vecina
njih se dokazuje matematickom indukcijom, teleskopiranjem, primjenom rekurzivne ili
Cauchy-Binetove formule. Nekoliko identiteta smo dokazali tim metodama (u svakom
smo koristili druk¢iji nacin radi raznolikosti ideja), a osim toga, naveli smo i nekoliko
primjera kombinatornih dokaza. Oni predstavljaju zanimljiv nacin dokazivanja, s tim
da za veliki broj identiteta nije jednostavno na¢i kombinatornu intepretaciju. Mogu se
koristiti razlicite ideje: razmatrati razlicite poloZaje odredene domine ili kvadrate, traZiti
korespondencije izmedu skupova poplocavanja, promatrati parove ploca. . . Citatelj moZe
pokusati na¢i kombinatorni dokaz identiteta 3, koji smo ovjde dokazali matematickom
indukcijom, i to promatranjem poplo¢avanja ploc¢e duZine n, koja sadrZe to¢no i domina,

ic {0,..., gJ} (vidi [1, str. 4]).
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