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Sazetak

U radu se opisuje matematicko modeliranje nekih standardnih pro-
blema poslovne matematike (konac¢na vrijednost glavnice pri jednos-
tavnom i slozenom obracunu kamata, te odredivanje pocetne, odnosno
konacne vrijednosti prenumerando i postnumerando uplata/isplata) po-
mocu rekurzija. Komentiraju se i neke prednosti takvoga nacina mode-
liranja navedenih problema.

Kljuéni pojmouvi: rekurzije, poslovna matematika, jednostavni kamatni racun,
slozeni kamatni racun

1 Uvod

U nastavi poslovne matematike u srednjim skolama, kao i na veleucili-
Stima i samostalnim visokim Skolama, obraduju se jednostavni i slozeni
kamatni ra¢un, te neke njihove standardne primjene (mjeni¢ni racun,
pocetna i kona¢na vrijednost prenumerando i postnumerando uplata i is-
plata, zajmovi itd.). Pritom se osnovne relacije medu promatranim eko-
nomskim veli¢inama u tim nastavnim cjelinama najcescée izvode koristeci
aritmeticke i geometrijske nizove. U ovom ¢emo radu spomenute relacije
izvesti koristeéi rekurzije. Preciznije, pomoc¢u rekurzija ¢emo modeli-
rati tipi¢ne problemske zadatke vezane uz jednostavni i slozeni kamatni
racun. Pritom ¢emo detaljno opisati nacin dobivanja svakoga pojedinoga
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matematickoga modela kako bismo bolje istaknuli i opisali pripadne eko-
nomske procese. Standardno matematicko modeliranje svih navedenih
problema u srednjoskolskoj i visokoskolskoj nastavi ovdje izostavljamo.
Zainteresiranoga c¢itatelja upuéujemo na [1] ili bilo koji udzbenik mate-
matike za 3. razred srednjih ekonomskih skola (vidjeti npr. [4] i [5]).

2 Pregled potrebnih rezultata iz rekurzija

U ovoj tocki navodimo pregled rezultata koji se odnose na rekurzije, a
koje ¢emo kasnije efektivno koristiti. Grubo govoreéi, rekurzivna relacija
ili, skraceno, rekurzija je relacija pomocu koje se n-ti ¢lan nekoga niza
(an)neNo izrazava kao funkcija nekoliko svojih prethodnika. Preciznije,
kazemo da je niz (ay), oy, zadan rekurzijom ako postoji veza oblika

Ay = f (an—17 .. ~an—k) ;Vn Z ka

pri ¢emu je f neka funkcija, a pocetne vrijednosti ag,...ar—1 su una-
prijed zadane. O rekurzijama i metodama njihova rjesavanja detaljnije
se moze naéi npr. u [2] i [3]. U ovom ¢lanku promatrat ¢emo modele u
kojima se koristi linearna rekurzija 1. reda s konstantnim koeficijentima.
U tu ¢ée nam svrhu biti vrlo korisna sljedec¢a propozicija.

Propozicija 1. Niz (an), oy, 2adan je rekurzivno s:

an =0 ay_1+ 5, VnéeN,
ag =1,

gdje su a, 8,7 € R, a # 0, (unaprijed zadane) konstante.
a) Ako je o =1, onda je:
an =B -n+7. (2)

b) Ako je a # 1, onda je:

anz(v—i— b )-a"—ﬁ. (3)

a—1 a—1

Radi ilustracije razli¢itih tehnika rjesavanja rekurzija, dat ¢emo dva
dokaza ove propozicije.

Dokaz I.  a) Primijenit éemo metodu teleskopiranja. Zbrojimo ukupno
n jednakosti tako da zasebno zbrojimo njihove lijeve, odnosno
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desne strane:

ay = ag + B,
as = a1 + f,

Ap—1 = Gp—2 + 63
Ap = Gp—1 +/6

Potom ponistimo iste ¢lanove na razli¢itim stranama dobivene jed-
nakosti, pa dobivamo:

ap =ao+n- B,
a odatle, zbog pocetnoga uvjeta ag = -, izravno slijedi (2)).
Najprije rijesimo rekurziju

Up = Q- Qp_1. (4)

Toj rekurziji pridruzena karakteristicna jednadzba je x — a = 0.

Ona ima jedinstveno rjesenje x = . Zbog toga je opce rjeSenje

a%o) rekurzije dano izrazom:

a® =X am, (5)

gdje je A € R konstanta.

Partikularno rjesenje a), rekurzije odredimo metodom neodre-
denih koeficijenata. ,,Slobodni ¢lan” (preciznije, pribrojnik koji ne
sadrzi nijedan ¢lan niza (ay),,cy,) na desnoj strani rekurzije (1)) je
konstanta (3, pa navedeno partikularno rjesenje trazimo u obliku
konstante, tj. u obliku

a, = 4, (6)

za neki A € R. Uvrstavanjem a,, = Aia),_; = A u (1) slijedi
A=a-A+p,

otkuda je
A= ——. (7)

Koristeci , @ i slijedi da je opce rjeSenje rekurzije dano

izrazom:
B

an:ago)—ka;:/\-oc"—km. (8)
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Uvrstimo li u n = 0 i iskoristimo pocetni uvjet ay = -, dobit

¢emo: 5

1 a (9)
Uvrstavanjem @ u i sredivanjem dobivenoga izraza izravno
slijedi (3).

O

Dokaz II. Nizu (a,,) pridruzimo funkeciju

n€Ng

+oo
f(x)= Zan~x". (10)
n=0

(Funkeiju f nazivamo funkcija izvodnica za niz (an),cy,-) Tada je:
—+o0 +oo
aox'f(x):Zaoanmc”H:Za~an_1~x", (11)
n=0 n=1

pa oduzimanjem od dobivamo:

—+oo —+o0
f@-a-z-f@)=) a, 2" a a1 2"
n=0 n=1
+oo +o00
zao+2an-x"—2a~an_1~x"
n=1 n=1

+oo
:ao—i—Z(an—a-an,l)-x". (12)
n=1

No, prema (1)) vrijede jednakosti:

ap =1,
ap — Q- o1 =0,

pa njihovim uvrstavanjem u dobivamo:

“+o0
(I—a-z) f@)=v+B-> a" (13)

Podsjetimo da za svaki @ € (—1,1) vrijede Maclaurinovi razvoji u red
potencija:

1 +o0
> (14)

n=0

—+oo
1
— Zn~x"‘1. (15)
n=1
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Pomnozimo li s z lijevu i desnu stranu jednakosti , dobit ¢emo:

— =Y
= €T s
1—x =
odnosno
T =
R > an. (16)
n=1

UvrStavanjem u slijedi:

(l—a-2)-f@) =7+

i
f(m):1704.1'—’—(171')‘(1*04'11").

(17)
Da bismo desnu stranu izraza (17) razvili u Maclaurinov red, moramo
razlikovati to¢no dva sluc¢aja: @ =11 a # 1. U potonjem sluc¢aju drugi
pribrojnik na desnoj strani izraza mozemo dodatno rastaviti na
parcijalne razlomke, dok u prvom slu¢aju to ne mozemo uciniti.

Neka je, dakle, najprije &« = 1. Razvijmo desnu stranu jednakosti

u Maclaurinov red koristeéi i . Dobivamo:

Y BLC = n = n—1
flo)=1——+ g=7-) 2" +B oz ) noa
(1—1‘) n=0 n=1

1—=x
+o0 +o00 +o00 +o00
:Z'Y'szFZB'”'zn:Z'Y'anFZB'”'mn
7—:(:)2 n=1 n=0 n=0
=> (B-n+q)-a" (18)
n=0

Usporedbom koeficijenata uz ™ u izrazima i izravno slijedi (2)).
Neka je sada « # 1. Rastavimo drugi pribrojnik u na parcijalne
razlomke, pa dobijemo:

Bz _ B ( 1 1>. (19)

l-2z)-(I1-a-2) a—-1 \I-a-z2 1-z

Koristeci i , razvijmo desnu stranu jednakosti u Maclauri-
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nov red. Dobivamo:

a—-1) 1-a-z a-1 1-z

f(:c)=(v+
=<v+a€1>~§(a-x)”—afl-§x"

B ) 1 5 1

n=0
§<(7+a€1>'o‘nof1)'mn’ (20)

n=0

pa usporedbom koeficijenata uz x™ u izrazima i izravno slijedi
(3)- O

Napomena 1. Iako formula vrijedi © u slucaju o = 0, u iskazu
Propozicije |1 naveli smo uvjet o # 1. Naime, ako je a = 0, onda je s
definiran niz kojemu su svi clanovi osim ,nultoga” jednaki 8. Takav
niz ovdje necemo razmatrati.

3 Osnovne pretpostavke

U ovoj tocki pregledno navodimo pretpostavke i oznake koje ¢emo koris-
titi u modeliranju ekonomskih problema opisanih u sljede¢im tockama.

Pretpostavka 1. Ukupno vrijeme kapitalizacije je tocno m € N godina.
Pretpostavka 2. Zadani (nominalni) kamatnjak je stalan i godisngji.
Pretpostavka 3. Obracun kamata je godisnji.

Koristit ¢emo i sljede¢e oznake:

Cy — iznos na pocetku razdoblja kapitalizacije;

K,, — iznos godisnjih kamata u n-toj godini, za svakin =1,...,m;

p — dekurzivni kamatnjak;
q — anticipativni kamatnjak;

C,, — iznos kojim raspolazemo na kraju n-te godine, za svaki

n=1...,m;
r:=1-+ % — dekurzivni kamatni faktor; (21)
100 e .
p= — anticipativni kamatni faktor. (22)
100 — ¢

Ne istaknemo li drugacije, iznos kojim raspolazemo na kraju svake
godine razdoblja kapitalizacije dobiva se tako da se iznosu raspolozivom
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na pocetku te godine pribroje godisnje kamate. Preciznije, vrijedi jed-
nakost:
C,=Cnh_1+K,, zasvakin=1,...,m. (23)

Napomena 2. Godina kao vremenska jedinica odabrana je iskljucivo
radi odredenosti. Moguce je odabrati bilo koju jedinicu vremena, pri
cemu se zadani kamatnjak i obracun kamata potom moraju odnositi
upravo na odabranu jedinicu.

Napomena 3. U problemima u kojima se javlja dekurzioni kamatnjak
pretpostavljamo da je p > 0. To je tzv. prirodan uvjet na vrijednost toga
kamatnjaka. Primijetimo da iz toga uvjeta slijedi 1 + 155 > 1, odnosno,

zbog , r>1.

Napomena 4. U problemima u kojima se javlja anticipationi kamatnjak
pretpostavljamo da je g € (0,100). To je tzv. prirodan uvjet na vrijednost
toga kamatnjaka. Primijetimo da iz toga wvjeta slijedi 32—, odnosno,

100—¢q’
zbog , p>1.

Napomena 5. Detaljnija algebarska sredivanja svih algebarskih izraza
dobiventh u postupcima rjesavanja problema ostavijamo citateljima kao
korisnu vjezZbu.

4 Primjene rekurzija na jednostavni kamat-
ni racun
U ovoj tocki izvodimo osnovne relacije jednostavnoga kamatnoga ra¢una

uz primjenu obaju standardnih na¢ina obra¢una kamata (dekurzivnoga,
odnosno anticipativnoga).

4.1 Problem 1

Iznos od G kn ulozimo na m godina uz kamatnjak p. Odrediti kona¢nu
vrijednost S ulozenoga iznosa na kraju m-te godine. Obracun kamata
je jednostavan i dekurzivan.

4.2 Rjesenje Problema 1

Ocito je Cy = G. Pogledajmo kako se dobije iznos C),, za svaki n =
1,...,m. Na pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Prema
pretpostavci, obracun kamata je jednostavan i dekurzivan. Zbog toga
je iznos pripadnih godi$njih kamata jednak u svakoj godini razdoblja
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kapitalizacije i ra¢una se u odnosu na glavnicu s pocetka razdoblja kapi-
talizacije prema formuli:

- P
100

UvrStavanjem ove relacije u slijedi:

K, G. (24)

— b
Cpn=Ch_1+ 100 G.

Tako smo dobili matematicki model:

Cn:Cnfl'i_L'Ga

100 (25)
Co =G.
Veli¢ine p i G su konstante, pa je model oblika (|1)), pri ¢emu su
a=1, 8= 5 -Giy=G. Uvrstavanjem tih izraza u (2)) dobivamo:
p-G
Cp=—" G. 26
w00 "7 (26)

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,,, pa uvrstavanjem n = m u
kona¢no dobivamo:

5:%-m+az(1+'—)-a

4.3 Problem 2

Iznos od G kn ulozimo na m godina uz anticipativni kamatnjak q. Odre-
diti kona¢nu vrijednost S ulozenoga iznosa na kraju m-te godine. Obra-
¢un kamata je jednostavan i anticipativan.

4.4 Rjesenje Problema 2

Ocito je Cy = G. Pogledajmo kako se dobije iznos C,,, za svaki n =
1,...,m. Na pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Prema
pretpostavci, obracun kamata je jednostavan i anticipativan. To znaci
da se kamate u svakoj godini razdoblja kapitalizacije obracunavaju na
konaé¢nu vrijednost ulozenoga iznosa, tj. vrijednost toga iznosa na kraju
razdoblja kapitalizacije. Ta je vrijednost jednaka S, pa je iznos godisnjih
kamata jednak:

q
K,=—.g. 2
"= 100 0 (27)
Uvrgtavanjem (27)) u (23)) slijedi:
q
Cpn=Ch_1+-—-8. 28
T (28)
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Tako smo dobili matematicki model:

Cn:Cn 1+100 Sa
Co=G.

Ovaj model ne mozemo rijesiti analogno kao i model . jer izraz
165 - S nije konstantan (velicina S ovisi o vrijednosti veli¢ine m). Zbog

toga ¢emo primijeniti metodu teleskopiranja koristenu u Dokazu I Pro-
pozicije 1l Napisimo rekurziju (28]) za svakin =1,...,m:

Cy Co-i-i S,

100
Co=C1+ — 100 - S,
Cs3=0C3+4+— -8,
100 (29)

C’mfl = Cm 2+ — 100 Sa

Cn=0C +—-5.
mo el 100
Zbrojimo posebno lijeve, a posebno desne strane svih jednakosti u .
Uocimo da se potom poniste svi ¢lanovi osim ¢lana Cjy na desnoj strani
prve jednakosti i ¢lana C na lijevoj strani posljednje jednakosti. Pri-
mijetimo i da se ¢lan 1% - S u zbroju pojavljuje ukupno m puta. Tako

dobivamo:

_ 4
Cpn=Ch+m 100 S,

odnosno, zbog pocetnoga uvjeta Cy = G i ocite jednakosti C,,, = S:

S=G+m-—L g

100
Odatle izrazimo veli¢inu S, pa kona¢no dobijemo:
100 -
g 00 -G .
100 —m - q

5 Primjene rekurzija na slozeni kamatni ra-
cun

U ovoj tocki izvodimo osnovne relacije slozenoga kamatnoga racuna uz
primjenu obaju standardnih naé¢ina obra¢una kamata (dekurzivnoga, od-
nosno anticipativnoga).
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5.1 Problem 3

Iznos od G kn ulozimo na m godina uz kamatnjak p. Odrediti kona¢nu
vrijednost S ulozenoga iznosa na kraju m-te godine. Obracun kamata
je slozen i dekurzivan.

5.2 Rjesenje Problema 3

Ocito je Cy = G. Pogledajmo kako se dobije iznos C), zan =1,...,m.
Na pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Prema pretpos-
tavci, obracun kamata je slozen i dekurzivan. Zbog toga iznos godisnjih
kamata u n-toj godini dobijemo tako da obrac¢unamo (jednostavne) go-
disnje kamate na iznos C,,_;. Prema , iznos tih kamata jednak je:

N

UvrStavanjem u slijedi:

p
Cn = Cn—l + m . On—h

odnosno

Cp = (1 + 1%0) Cp_y. (31)

Tako smo dobili matematicki model:

C, = (1 + i) - Ch_1,

100 (32)

Co=G.
Rekurzija je otito rekurzija oblika 7 pri cemu su o = 1+ {55,
B =017 =G. Prema Napomeni[3|je @ > 1, pa uvrstavanjem izraza za

a,Bivyu slijedi:

p n
Co=G- (145" 33

" T 100 (33)
Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,, pa uvrStavanjem n = m u
konaé¢no dobivamo:

S:G~(1+1%>m. (34)

Napomena 6. Koristeci , formulu mozZemo krace zapisati u
obliku:

S=G-rm. (35)
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5.3 Problem 4

Iznos od G kn ulozimo na m godina uz kamatnjak ¢q. Odrediti kona¢nu
vrijednost S ulozenoga iznosa na kraju m-te godine. Obracun kamata
je slozen i anticipativan.

5.4 Rjesenje Problema 4

Ocito je Cy = G. Pogledajmo kako se dobije iznos C,, za svaki n =
1,...,m. Na pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Prema
pretpostavci, obracun kamata je slozen i anticipativan. Zbog toga iznos
godisnjih kamata u n-toj godini dobijemo obracunavajuci te kamate na
iznos kojim raspolazemo na kraju n-te godine. Taj iznos jednak je C,,.
Dakle, iznos godisnjih kamata u n-toj godini jednak je:

q

Kn = 75n " Un, 6
100 = (36)
pa uvrstavanjem u slijedi:
_ a4
Cn=Cn_1+ 100 Ch.
Odatle izrazimo veli¢inu C,,, pa dobijemo:
100
n = — n—1- 37
100 ¢ 1 (37)
Tako smo dobili matematicki model:
100
Cn = TAn Cnf 5
100—g " (38)
Co=G.

Rekurzija je otito oblika (1)), pri ¢emu su o = 10189(1, B =01

v = G. Zbog Napomene [4] vrijedi o > 1, pa model rijeSimo potpuno
analogno kao i model (32)). (Detalje prepustamo ¢itatelju.) Dobivamo:

100 \"
co-6- ()" )

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,, pa iz (39) odmah slijedi:

S:G-( 100 >m. (40)

100 — ¢

Napomena 7. Koristeci , formulu mozZemo krace zapisati u
obliku:
S=G-pm.
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6 Primjene rekurzija na izracunavanje ko-
nacne vrijednosti prenumerando i post-
numerando periodi¢nih nominalno jedna-
kih uplata

U ovoj tocki izvodimo osnovne formule vezane uz izra¢unavanje konacne
vrijednosti prenumerando, odnosno postnumerando uplata. Podsjetimo,
prenumerando uplate obavljaju se poc¢etkom odabranoga vremenskoga
razdoblja, a postnumerando uplate krajem toga razdoblja. Radi jednos-
tavnosti, osim ranije navedenih Pretpostavki i [3] primjenjujemo i
sljedece dodatne pretpostavke.

Pretpostavka 4. Sve uplate su nominalno jednake i obavljaju se toéno
jednom godisnje.

Pretpostavka 5. Osim navedenih godisnjih uplata i pripisa godisnjih
kamata, ne razmatramo nikakve druge uplate, isplate i sl.

Pretpostavka 6. Obracun kamata je sloZen.

6.1 Problem 5

Krajem svake od sljede¢ih m godina na ra¢un uplac¢ujemo iznos od R kn
uz kamatnjak p. Odrediti kona¢nu vrijednost S svih uplata na kraju
m-te godine. Obra¢un kamata je dekurzivan.

6.2 Rjesenje Problema 5

Prema pretpostavci problema, prva uplata ¢e biti izvrSena tek na kraju
prve godine. Zbog toga na pocetku razdoblja kapitalizacije nemamo
nikakva financijska sredstva. To znaéi da je Cy = 0.

Pogledajmo kako se dobije iznos C),, za svaki n = 1,...,m. Na
pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Tom iznosu pribro-
jimo iznos godisnjih kamata u n-toj godini i uplac¢eni iznos od R kn.
Dakle, vrijedi jednakost:

C,=Ch1+ K, +R. (41)
Odredimo iznos godi$njih kamata. Prema pretpostavci problema, uplata

se obavlja krajem godine, pa se godisnje kamate obra¢unavaju (samo)
na iznos C,,_1. Tako zakljuc¢ujemo da je

_ P
Kn == 100 Cnfh (42)
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pa uvrstavanjem u slijedi

_ b
Cn=Cn_1+ 100 Cn1+R,

odnosno

Cr=(1+ %) Cp_1 +R. (43)

Tako smo dobili matematicki model:

Cn:(1+1%)~cn_1+3,
Co = 0.

Rekurzija je rekurzija oblika (1)), pri cemusu a =1+ &5, 8= R
iy =0. Prema Napomeni [3]je @ > 1. UvrStavanjem izraza za o, 81y u
(3), te sredivanjem dobivenoga izraza slijedi:

an((1+%)n—1)-1%ﬂ. (44)

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,, pa uvrstavanjem n = m u
konaé¢no dobivamo:

S:((l—&—%)m—l)-%-l%. (45)

Napomena 8. Formulu mozemo zapisati u kracem obliku koristeci
dekurzivni kamatni faktor r definiran formulom . Iz nagjprije
sligedi:

100 1
— = , (46)
p r—1
pa se, koristeci i , 1z dobije:
rm—1
= . . 4
s r—1 R (47)

6.3 Problem 6

Krajem svake od sljedeé¢ih m godina na racun upla¢ujemo iznos od R kn
uz kamatnjak ¢. Odrediti kona¢nu vrijednost S svih uplata na kraju
m-te godine. Obrac¢un kamata je anticipativan.
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6.4 Rjesenje Problema 6

Analogno kao i u rjeSenju Problema 5, zaklju¢ujemo da vrijede jednakost
i relacija . Odredimo iznos godisnjih kamata. Prema pretpostavci
problema, uplate se obavljaju krajem godine, a obrac¢un kamata je anti-
cipativan. Zbog toga se godi$nje kamate obra¢unavaju na iznos na kraju
godine umanjen za iznos uplate, tj. na iznos C,, — R. Tako zaklju¢ujemo
da vrijedi: ¢

K, = 100 ! (Cn R), (48)

pa uvrstavanjem u slijedi:
Cp=Chr+-L (C,~R)+R,

100

otkuda je

100

100 — ¢ LT (49)
Tako smo dobili matematicki model:
100
n = -Ch_ R,
100 — ¢ L+

Co =0.

Rekurzija je rekurzija oblika , pri cemu su a = 1(}82(1, B8=Ri
v = 0. Prema Napomeni[3|je ¢ € (0,100), paslijedi o > 1. Uvritavanjem

izraza za o, S iy u , te sredivanjem dobivenoga izraza slijedi:

() ) () e

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,, pa uvrstavanjem n = m u
konac¢no dobivamo:

() ) e e

Napomena 9. Formulu mozemo zapisati u kracem obliku koristeéi
anticipativni kamatni faktor p definiran formulom . Iz najprije
sligedi:

100
—=-£, (52)
g p-1
pa se, koristeci i , 12 dobije:
m
—1
s="- ‘R.
p—1
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6.5 Problem 7

Pocetkom svake od sljede¢ih m godina na ra¢un upla¢ujemo iznos od
R kn uz kamatnjak p. Odrediti kona¢nu vrijednost S svih uplata na
kraju m-te godine. Obrac¢un kamata je dekurzivan.

6.6 Rjesenje Problema 7

Analogno kao u rjesenju Problema 5, zaklju¢ujemo da je Cy = 0. Po-
gledajmo kako se dobije iznos C,, za svaki n = 1,...,m. Na pocetku
n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Tom iznosu pribrojimo iznos
R uplaéen pocetkom te godine i iznos godisnjih kamata u n-toj godini,
pa ponovno vrijedi relacija . Medutim, za razliku od Problema 5, u
ovome se slucaju kamate obracunavaju i na uplaéeni iznos, odnosno na
ukupni iznos C,,_1 + R, pa vrijedi:

b
100

Uvrstavanjem u dobivamo:

K, = (Cnfl + R) : (53)

Cn:Cn 1+100 (Cn—l +R)+R7

otkuda je

Cp = (1 + ﬁ) Cpy + (1 n ﬁ) R. (54)

Tako smo dobili matematicki model:

Co= (14 455) "o+ (14 555) B
Co =0.

Rekurzija je rekurzija oblika (1)), pri cemu su o = 1 + {55,
8= (1 + 1%) - R i~y =0. Uvrstavanjem tih veli¢ina u i sredivanjem
dobivenoga izraza slijedi:

Cn:((1+1%0)"—1) (100+1> R. (55)

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti , pa uvrStavanjem n = m u
konac¢no dobivamo:

S = ((1+m)m—1) (goﬂ) R. (56)

Napomena 10. Koristeci 1 , formulu mozZemo krace za-
pisati u obliku:
r’m—1

5= r—1

‘T R.
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6.7 Problem 8

Pocetkom svake od sljede¢ih m godina na ra¢un upla¢ujemo iznos od
R kn uz kamatnjak g. Odrediti kona¢nu vrijednost S svih uplata na
kraju m-te godine. Obrac¢un kamata je anticipativan.

6.8 Rjesenje Problema 8

Analogno kao u rjesenju Problema 7, zaklju¢ujemo da vrijede jedna-
kost Cyp = 0 i relacija . Prema pretpostavci, uplate se obavljaju na
pocetku godine, a obrac¢un kamata je anticipativan. Zbog toga se kamate
obra¢unavaju na iznos C,,, odnosno vrijedi:

-1 .
K, = 155" Cu- (57)

Uvrstavanjem u dobivamo:

Cn: n—l+i'cn+R,

100
otkuda je
100 100
C, = -Che . 58
100 — ¢ L 00— ¢ (58)
Tako smo dobili matematicki model:
100 100
" l00—¢ " T 004 R,
Co=0.

Analogno kao u rjeSenju Problema 5, zaklju¢ujemo da za rjeSavanje
rekurzije mozemo primijeniti formulu . Zbog toga uvrstimo a =

100 00-R : . _ s : ;
T00—g° T00—g 1V = Ou , pa, nakon sredivanja dobivenoga izraza,

slijedi:
100 \" 100
n = [ ]_ - _ .
¢ <(100—q> ) )

Trazeni iznos S jednak je vrijednosti C,,, pa uvrstavanjem n = m u (59)
konac¢no dobivamo:

100 m 100
= “1). == . R
° ((100—q) ) e (60)

Napomena 11. Koristeéi i , formulu moZemo krace za-

pisati u obliku:

pm -1

S=5

pR.
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7 Primjene rekurzija na izracunavanje po-
cetne vrijednosti prenumerando i postnu-
merando periodi¢nih nominalno jednakih
uplata

U ovoj tocki izvodimo osnovne formule vezane uz izra¢unavanje poc¢etnih
vrijednosti prenumerando, odnosno postnumerando isplata. Radi jed-
nostavnosti, osim ranije navedenih retpostavki 1[6] primjenjujemo
i preinac¢ene pretpostavke [4] i

Pretpostavka 4’. Sve isplate su nominalno jednake i obavljaju se toc¢no
jednom godisnje.

Pretpostavka 5°. Osim navedenih godisnjih isplata i pripisa godisnjih
kamata, ne razmatramo nikakve druge uplate, isplate i sl.

7.1 Problem 9

Odrediti najmanji iznos S koji danas trebamo imati na racunu tako da,
uz kamatnjak p, krajem svake od sljede¢ih m godina mozemo podizati
iznos od R kn. Obra¢un kamata je dekurzivan.

7.2 Rjesenje Problema 9

Ocito je Cp = S jer na pocetku razdoblja kapitalizacije (tj. danas) ras-
polazemo s iznosom od S kn.

Pogledajmo kako se dobije iznos C,, za svaki n = 1,...,m. Na
pocetku n-te godine raspolazemo s iznosom C,,_;. Tom iznosu pribro-
jimo godisnje kamate u n-toj godini, a oduzmemo isplaceni iznos R.
Dakle, vrijedi jednakost:

Cp=Cn 1+ K,—R. (61)

Odredimo godis$nje kamate. Prema pretpostavci problema, svaka isplata
se obavlja krajem godine, pa se kamate obra¢unavaju na iznos C),_;.
Zbog toga je:

Kn = On—lv (62)

b
100
pa uvrstavanjem u slijedi:

_ P _
On - Cnfl + 100 Cnfl R7

otkuda je:
p

Cn:(1+m

) Ch_1 — R. (63)

39



KRISTINA MATIJEVIC BOJAN KOVACIC

Iz zahtjeva na iznos S slijedi da nakon posljednje (m-te) isplate stanje na
rac¢unu ne smije biti strogo negativno. Zbog toga nuzno mora vrijediti
nejednakost C,, > 0.

Tako smo dobili matematicki model:

Cn=(1+1%)-cn,l—3,
Co = 8,
Cypp > 0.

Rekurziju rijeSimo potpuno analogno kao i rekurziju . (De-
talje prepustamo ¢itatelju za vjezbu.) Dobivamo:

100- R p \" 100
C,=1|5- 14+ = — - R.
( P ) ( * 100) + D

Iz zahtjeva C), > 0 dobivamo linearnu nejednadzbu:

100 - R p ™ 100
_ 1+ £ = . R>
(s ) (+100) t R0

Cije rjeSenje je

S > (1—(1+1&))_m>-12()ﬂ.

Dakle, trazeni najmanji iznos je:

52(1—(1+1’80)_m>~120~1%. (64)

Napomena 12. Koristeéi i , formulu moZemo krace za-

pisati u obliku:
rm—1
S=——"R.
rm.(r—1)

7.3 Problem 10

Odprediti najmanji iznos S koji danas trebamo imati na racunu tako da,
uz kamatnjak ¢, krajem svake od sljede¢ih m godina mozemo podizati
iznos od R kn. Obratun kamata je anticipativan.

7.4 Rjesenje Problema 10

Analogno kao u rjesenju Problema 9, zaklju¢ujemo da vrijede jednakost
Cy = S i relacija . Odredimo godisnje kamate. Prema pretpostavci
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problema, svaka isplata se obavlja krajem godine, a obra¢un kamata je
anticipativan. Zbog toga se kamate obrac¢unavaju na iznos prije isplate,
tj. na iznos C, + R, pa vrijedi:

q

Ky = 15 - (Co+ B). (65)

Uvrstavanjem (65) u (61)) slijedi:
q
Cn,=Ch1+— - (Cp, + R) — R,
1+ 100 (Ch +R)

otkuda je:
100

" 100 — ¢
1z zahtjeva na iznos S slijedi da nakon posljednje (m-te) isplate stanje na
racunu ne smije biti strogo negativno. Zbog toga nuzno mora vrijediti
nejednakost C), > 0.

Tako smo dobili matematicki model:

Cp_1 — R. (66)

100
"0 g G B
Co =S,

Cr > 0.

Rekurziju rijeSimo potpuno analogno kao i rekurziju . (Detalje
prepustamo ¢itatelju za vjezbu.) Dobivamo:

100 100 \" /100
=(s—(=-1) .R)- 2 1) R
Cn (S (q ) R) (100<J) +( q ) f

Iz zahtjeva C,,, > 0 dobivamo linearnu nejednadzbu:
100 100 \™ 100
S—|—-1)-R)- — —-1)-R>0
< <q ) > <100—q> +(q > B
Cije rjeSenje je
100 \ " 100
S>11- |——=1)-R.
B ( (100 - Q> ) ( q )
Dakle, trazeni najmanji iznos je:
100 \ " 100
S=(1- -|——-1)-R. 67
< (100 - q) ) ( q ) (67

Napomena 13. Koristeci i , formulu moZemo krace za-
pisati u obliku:

p—1

S:p’"~(p—1)

‘R. (68)
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7.5 Problem 11

Odrediti najmanji iznos S koji danas trebamo imati na ra¢unu tako da,
uz kamatnjak p, pocetkom svake od sljede¢ih m godina mozemo podizati
iznos od R kn. Obrac¢un kamata je dekurzivan.

7.6 Rjesenje Problema 11

Analogno kao u rjeSsenju Problema 9, zaklju¢ujemo da vrijede relacija
, pocetni uvjet Cy = S i nejednakost C,,, > 0.

Pogledajmo kako dobijemo iznos godisnjih kamata. Prema pretpos-
tavci problema, svaka isplata se obavlja na pocetku godine, pa se godi$nje
kamate u n-toj godini obra¢unavaju na iznos C,,_1 — R. Iznos tih kamata
jednak je:

P _

pa uvrstavanjem u dobivamo:

_ L _R) -
On - Cn—l + 100 (Cn—l R) R,

otkuda je

Cn:(1+l%)-0n,1—(1+1%0)-1%. (70)

Tako smo dobili matematicki model:

Cu=(1+155) - O = (14 55) &
Cy =5,

Cn > 0.

Rekurziju rijeSimo potpuno analogno kao i rekurziju . (De-
talje prepustamo ¢itatelju za vjezbu.) Dobivamo:

100 P\ /100
=(s—(=+1)- 14 2 1) R
c, (S (p+)R>(+1OO)+(p+>R

Iz zahtjeva C,, > 0 dobivamo linearnu nejednadzbu:

100 p ™ (100
| — . —_ _ . >
(S (p +1) R><1+100) +(p +1> R>0

Cije rjeSenje je:

52(1—(1+1’&))_m)-<1§)+1>-3.

Dakle, trazeni najmanji iznos je jednak:
p ™ 100
sS=(1-(1+55) ) (= +1) R 71
(- C) ") (5 ) ™
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Napomena 14. Koristeéi i , formulu moZemo krace za-
pisati u obliku:
rm—1

S= ooy P

7.7 Problem 12

Odrediti najmanji iznos S koji danas trebamo imati na racunu tako da,
uz kamatnjak ¢, pocetkom svake od sljede¢ih m godina mozemo podizati
iznos od R kn. Obrac¢un kamata je anticipativan.

7.8 RjesSenje Problema 12

Analogno kao u rjeSenju Problema 11, zaklju¢ujemo da vrijede jednakost
Cy = S i relacija . Odredimo godisnje kamate. Prema pretpostavci
problema, svaka isplata se obavlja po¢etkom godine, a obra¢un kamata
je anticipativan. Zbog toga se kamate obracunavaju na iznos C,, pa
vrijedi:

1
100

UvrStavanjem u slijedi:

- 4 o
Cn - Cn—l + 100 Cn R7

K, . (72)

otkuda je:
100 100

"T10—¢ "' 100-¢

(73)

1z zahtjeva na iznos S slijedi da nakon posljednje (m-te) isplate stanje
na racunu ne smije biti strogo negativno. Zbog toga nuzno mora vrijediti
nejednakost C), > 0.

Tako smo dobili matematicki model:

100 100
T100—¢ "YT100—¢ "
Co =S5,

C, > 0.

n

(74)

Rekurziju rijeSimo potpuno analogno kao i rekurziju . (De-
talje prepustamo ¢itatelju za vjezbu.) Dobivamo:

100 100 " 100
o= (5= 8) () +5 R
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1z zahtjeva C,, > 0 dobivamo linearnu nejednadzbu:

100 100 " 100
_ Y. ) T R>
(S g R) (100—q) 5 R=20

Cije rjeSenje je
so (1 (20 )Y w0,
100 — ¢ q

Dakle, trazeni najmanji iznos je:

100 - 100
S:(l—(wo_q> )-q-R. (75)

Napomena 15. Koristeci i , formulu mozZemo krace za-
pisati u obliku:

m
S — et S R.
pmt-(p—1)
Napomena 16. U poslovnoj se praksi nesto rjede pojavijuju Problemsi
6, 8, 10 i 12. Owudje smo ih opisali ne samo radi potpunosti izlaganja,
nego i zZelje da se na metodicki odabranim primjerima pokaze kako ,funk-
cionira” anticipativni obracun kamata koji je ucéenicima i studentima u
pravilu manje poznat.

8 Zakljucak

Prilikom standardnoga matematickoga modeliranja svih dvanaest pro-
matranih problema poslovne matematike uobicajeno je najprije defini-
rati aritmeticki i geometrijski niz, pa potom navesti/izvesti njihova os-
novna svojstva (ponajprije, formulu za zbroj prvih n ¢lanova niza). Na-
vedena se svojstva primjenjuju u rjeSavanju spomenutih problema, pri
¢emu se dodatno koriste jos neka nacela (npr. nacelo financijske ekviva-
lencije kapitala, nacelo matematicke indukcije i dr.). Pritom se nacelo
matematicke indukcije u razmatranjima najcesée koristi ,,presutno”, tj.
bez popratnoga detaljnijega opisa. Upravo ,preSutna” primjena nacela
matematicke indukcije zajednicka je i standardnom modeliranju i ovdje
opisanom modeliranju pomocu rekurzija. Medutim, primijetimo da ni u
jednom modelu izlozenom u ovom radu ni na koji na¢in nismo spominjali
ni aritmeticki, ni geometrijski niz. Umjesto njih, naglasak smo stavili na
funkcijsko povezivanje vrijednosti glavnice na kraju svake godine s vri-
jednoscéu te glavnice na kraju neposredno prethodne godine. Osnovni cilj
nasega pristupa je razumijevanje procesa kapitalizacije koji se provodi
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u svakoj pojedinoj godini. Na temelju vlastitoga visegodisnjega nastav-
noga iskustva tvrdimo da veéina studenata prilikom rjesavanja ovakvih
zadataka ocekuje iskljucivo ,,gotovu” formulu u koju ée uvrstiti zadane
podatke i izracunati trazenu veli¢inu. Nerijetko mozemo ¢uti izjavu po-
put ,,Ne mogu rijesiti taj zadatak jer ne znam formulu”. Time se zapravo
ucenje gradiva poslovne matematike najces¢e svodi na nacelo ,,odredi
§to je zadano, pronadi odgovaraju¢u formulu i pomoc¢u nje izracunaj
trazeno”. Smatramo da takva praksa nije dobra, odnosno da bi se bitno
viSe moralo inzistirati na razumijevanju provedenih postupaka. Takoder,
smatramo da obrada potrebnih rezultata iz teorije rekurzija (pregledno
navedenih i u ovom ¢lanku) nije metodicki teza od obrade definicije i os-
novnih svojstava aritmetickoga, odnosno geometrijskoga niza. Zbog toga
bi bilo dobro razmotriti opciju da se matematicko modeliranje proma-
tranih problema pomocu rekurzija uvede u nastavne planove i programe
poslovne matematike barem na ekonomskim studijima koji se izvode
na naSim veleucilistima i samostalnim visokim skolama. Uvjereni smo
da bi takvo modeliranje doprinijelo boljemu razumijevanju promatranih
ekonomskih procesa, a $to bi rezultiralo i kvalitetnijem ostvarivanju pos-
tavljenih ciljeva predmeta.
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