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Sazetak

U radu se opisuje kako se na elementaran naé¢in (bez primjene dife-
rencijalnoga racuna, te prakticki koriste¢i samo papir i olovku) mogu na
nekom segmentu [a, b] C R skicirati grafovi nekih slozenih trigonometrij-
skih funkcija oblika

f(z) = Asin(g(z)),
f(z) = Acos(g(z)),
f(z) = g(z) sin(wz + ),
f(z) =g(z) - cos(wz + ),

gdje su A,w > 01i ¢ € [—m, 7| realne konstante, a g: R — (0, +00)
kvadratna ili eksponencijalna funkcija.

Kljuéni pojmovi: trigonometrijske funkcije, grafovi, skiciranje

1 Uvod

U sklopu matematickih i strukovnih kolegija na visokoskolskim usta-
novama, studenti se ¢esto susre¢u sa zadacima u kojima je potrebno
skicirati graf funkcije koji sluzi kao zorna pomoé¢ u rjesavanju zadanog
problema. Najcesce, skiciranje grafa temelji se na ispitivanju toka funk-
cije, a taj posao zna vrlo ¢esto biti dugacak i slozen, pogotovo kada se

Ovaj rad je podrzan od strane Hrvatske zaklade za znanost (HRZZ) u okviru
projekta UIP-05-2017-9219.

47



MANDI ORLIC BACHLER LUKA MAROHNIC MARTINA DOKIC

radi o slozenim funkcijama poput ovih koje ¢emo promatrati u radu, a
koje su oblika:

f(x) = Asin(g(x)) odnosno f(z) = Acos(g(x)), te (1)
fx)=g(z) sin(wz+¢) odnosno f(x)=g(z)- cos(wz+p), (2)

gdje su: A,w > 01 ¢ € [—m, 7] realne konstante. Zbog jednostavnosti
za, funkciju g promatrat ¢emo samo one oblike funkcija ¢ije grafove nije
tesko nacrtati (primjerice g(z) = e~% ili g(x) = 1 + 2?). Prema tome,
neka je g: R — (0, +00) funkcija oblika

g(x) =az? + P+, gdieje a>0 i BZ—4ay<0 (3)

ili oblika

glx) = e2+7, (4)
gdje su a, B i 7 realne konstante. Stoga, kako bismo skiciranje sveli na
brz i rutinski posao, opisat ¢emo metode koje se sastoje u tome da se,
kao pomo¢no sredstvo za skiciranje grafa funkcije f, najprije konstruira
graf funkcije g (Sto je znacajno lakse i jednostavnije za uciniti u odnosu
na konstruiranje grafa funkcije f).

Postupci konstruiranja grafova funkcija g u radu nece biti ni obja-
Snjeni, ni dokazani, ni poprac¢eni odgovarajuéim crtezima. Te funkcije se
obraduju u sastavu nastavnih programa matematike u gimnazijama, ali
i u sastavu nastavnih programa matematickih predmeta na vecini viso-
koobrazovnih ustanova u Republici Hrvatskoj. O svojstvima funkcija g,
kao i postupak konstrukcije njihovih grafova, moze se pronaéi u literaturi
[, 2, 3.

Rad je podijeljen u dva dijela. U prvom dijelu rada opisan je pos-
tupak skiciranja grafova funkcija oblika , a u drugom dijelu funkcija
oblika ().

2 Graf funkcije oblika f(z) = Asin(g(x))
Postupak skiciranja grafa funkcije f: R — [—A, A] zadane formulom

f(z) = Asin(g(x)) ,

gdje je A realna konstanta i g: R — (0, +00) funkcija oblika (3) ili (4)),
sastoji se u tome da se prvo skicira graf funkcije g te da se pomocu njega
graficki odrede toCke presjeka funkcije f i koordinatnih osi te lokalni
ekstremi. Postupak za skiciranje grafa funkcije f na segmentu [a, b]
sastoji se od sljedec¢ih koraka:

1. Nacrtati graf funkcije g na segmentu [a, b].
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2. Na grafu g odrediti tocke A;, i € N ¢ije ordinate su oblika

g(xi)zz-k‘, kelZ,

[\)

a apscise z; € [a, b].

3. Spustiti okomice iz tocaka A; na pravce y = A,y = —A iy =0.
Tocke njihova presjeka su lokalni ekstremi ili nultocke funkcije f
na segmentu [a,b]. Za tako dobivene tocke mozemo dati sljedeée
zakljucke:

()

U toc¢kama
2 =g (g +2k7r) —— (g (1+4k)) . kez,

funkcija f postize maksimalnu vrijednost A. Tocke z; do-
bivene su kao presjek pravca y = A i okomica spuStenih iz
tocaka A; (xi, 5+ 2k7r), ke Z.

U tockama

3
2= g (2”+2/m> = (Seran), kez,

funkcija f postize minimalnu vrijednost —A. Tocke x; dobi-

vene su kao presjek pravca y = —A i okomica spustenih iz
tocaka A; (z;, 3% 4 2km), k € Z.
U tockama

xi:g_l(k‘ﬂ'), keZ,

funkcija f sijece os apscisa. Tocke x; dobivene su kao presjek
pravca y = 0 i okomica spustenih iz tocaka A; (x;, kw), k € Z.

4. Odrediti tocku presjeka funkcije f i osi y.

5. Skicirati krivulju koja prolazi tockama dobivenim u treé¢em i ¢etvr-
tom koraku. To je graf funkcije f.

Napomena: Gore opisanim postupkom, na segmentu [a, b] koji bi tre-
bao sadrzavati barem dvije tocke definirane u tre¢em koraku te tocku
0 definiranu u Cetvrtom koraku, moze se dobiti i graf funkcije oblika
flx) = Asin(g(x)) i f(x) = Acos(g(z)), gdje je A realna konstanta.
Stoga, za segment [a, b] nuzno je da postoji cijeli broj k takav da vrijedi

9([a;b]) 2

207 2

{kﬂ (k+1)7r}.

49



MANDI ORLIC BACHLER LUKA MAROHNIC MARTINA DOKIC

Zadatak 1. Skicirati graf funkcije f(x) = sin (1 + %) na segmentu

[_5a 5] .
Rjesenje
1. Nacrtati graf funkcije g(z) =1+ % na zadanom segmentu.
2. Na grafu g odrediti tocke ¢ije su ordinate: 7, 37“, 2, 57”, 3, 77”
3. Iz totaka, odredenih u drugom koraku, ¢ije su ordinate 7, 57”, spus-
titi okomice na pravac y = 1; ¢ije su ordinate 37”, %’T, spustiti oko-
mice na pravac y = —1 te onih ¢ije su ordinate 7, 27, 37 spustiti
okomice na pravac y = 0.
4. Tocka presjeka funkcije f i osi y je (0,0.8).
5. Kroz tocke dobivene u tre¢em i ¢etvrtom koraku skicirati krivulju.

Ta krivulja je graf funkcije f.

Na slici [1| ilustriran je postupak skiciranja grafa funkcije f(z) =
sin (1 + 12—2) na segmentu [—5, 5].

w
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)
\
/
>

Slika 1: Graf funkcije f(z) =sin (1 + 22) na segmentu [—5,5]. Pomoéni graf
2

funkcije x — 1 + % prikazan je crvenom, pravci y = 11y = —1 sivom, a graf
funkcije f plavom bojom.

Primjenom istog postupka rijesite sljedeée zadatke:

Zadatak 2. Skicirati graf funkcije f(x) = cos (1—|—x2) na segmentu
[~2.8,2.8].

Zadatak 3. Skicirati graf funkcije f(x) = sin (e%) na segmentu [0, 13].

RjeSenje drugog i treceg zadatka prikazano je na slici [2] odnosno slici
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F(x) =cos(1 +x7)

g =1+

VN

Slika 2: Graf funkcije f(z) = cos (1 + 2”) na segmentu [—2.8,2.8]. Pomoéni
graf funkcije « — 1 + 22 prikazan je crvenom, pravci y = 1iy = —1 sivom, a
graf funkcije f plavom bojom.

flx)= silll{’;]
im/2 x

3m
5n/2
2w

3n/2

nl/2

0.84

Slika 3: Graf funkcije f(z) = sin (e%) na segmentu [0,13]. Pomo¢ni graf

funkcije x +— e® prikazan je crvenom, pravci y = 11y = —1 sivom, a graf
funkcije f plavom bojom.

3 Graf funkcije oblika f(x) = g(x)-sin(w z+p)

Neka je g: R — (0,400) funkcija oblika ili @ Pretpostavimo da
na nekom segmentu [a,b] C R zelimo skicirati graf funkcije f: R — R
zadane formulom

f(x) = g(x) - sin(wz + ),

o1
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gdje suw > 01 ¢ € [—m, 7| realne konstante.
Buduéi da vrijedi g(z) > 0 (tj. g(z) = |g(z)]) 1 |sin(wz + ¢)| <1 za
sve z € R, vrijedi g(z)|sin(wx + ¢)| < g(z), a odavde je

lg(x)] - [sin(wz + @)| = [f(2)] < g(=),

to jest
—g(x) < f(x) < g(x), zeR,

§to znaci da se graf funkcije f nalazi izmedu grafova funkcija g i —g.
Nultocke funkcije f nije tesko na¢i. Buduéi da funkcija g ima samo
pozitivne vrijednosti, vrijedi f(z) = 0 <= sin(wz + ¢) = 0. Dakle,
skup N; nultoc¢aka funkcije f podudara se sa skupom nultocaka IV,
harmonijske funkcije h(z) = sin(w z + ¢), pa prema [ str. 23] vrijedi

k _
Nf:NhZ{ Ww (p:keZ}.

Funkcija h, ¢iji je temeljni period T = 27”, postize maksimalnu vrijednost
1 u tockama
o T 2knm w—2¢ 2km

F=_T 4 = keZ
Tk w+4+w 2w +w7 €&

a minimalnu vrijednost —1 u tockama

_ o 3T 2knm 37m—2¢ 2km
L ==+ —+ = + ’
w 4 w 2w w

kel

(vidi [4 str. 24]). Ako je x tocka maksimuma funkcije h, tada vrijedi
f(x) = g(z), a ako je z tocka minimuma funkcije h, tada vrijedi f(z) =
—g(z). Drugim rije¢ima, graf funkcije f sijece graf funkcije g iskljucivo
u tockama ac;r odnosno graf funkcije —g iskljucivo u tockama x, za
k € Z. Odredimo derivaciju funkcije f (koju dobivamo prema pravilima
za odredivanje derivacije umnoska i derivacije slozene funkcije, vidi [4,
str. 32]):

f(x) =g (x) sin(wz + ) + wg(x) cos(wx + p).

Kako je h(z}) = sin(w x} +¢) = 11 vrijedi sin®(wz} +¢) +cos?(w x} +

¢) = 1, dobivamo cos(w z} + ¢) = 0, pa vrijedi
fl@f) =4 (=), kel
Potpuno analogno dobivamo

flzy) =9g'(z), ke
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Odavde slijedi da se grafovi funkcija f i g odnosno —g dodiruju u tockama
zg odnosno z; za k € Z, tj. u tim totkama se sijeku i imaju zajednicku
tangentu.

Napomenimo da se lokalni ekstremi funkcije f opéenito ne poduda-
raju s lokalnim ekstremima harmonijske funkcije h. Naime, u tim je
toctkama vrijednost funkcije f’ jednaka vrijednosti funkcije ¢’ koja je, za
funkciju g oblika , uvijek razli¢ita od nule (eksponencijalna funkcija
je strogo rastuca), pa tocke :z:; iz, oplenito ne ispunjavaju nuzan uvjet
za lokalni ekstrem, a to je da derivacija f’ u tim tockama ima vrijednost
nula (vidi [ str. 33]). Za razliku od nultocaka, lokalne ekstreme funk-
cije f nije lako odrediti. Takoder, nizovi lokalnih minimuma odnosno
lokalnih maksimuma funkcije f opcéenito nisu aritmeticki, kao $to su to
kod funkcije h.

Na osnovu dobivenih rezultata mozemo dati sljedeéi postupak za ski-
ciranje funkcije f na segmentu [a, b], koji bi trebao sadrzavati najmanje
po jednu tocku xz iz .

1. Skicirati (pomocne) grafove funkcija g i —g na segmentu [a, b].
2. Ucrtati tocke iz skupa Ny N [a,b] na os apscisa.

3. Ucrtati tocke grafa funkcije g s apscisom z; € [a,b], k € Z te
povuéi tangente u tim tockama.

4. Ucrtati tocke grafa funkcije —g s apscisom z, € [a,b], k € Z te
povuéi tangente u tim tockama.

5. Skicirati krivulju koja prolazi tockama dobivenim u drugom ko-
raku, dodiruje graf funkcije g u tockama dobivenim u tre¢em ko-
raku te graf funkcije —¢g u tockama dobivenim u ¢etvrtom koraku.
To je graf funkcije f.

Napomena: Gore opisanim postupkom moze se dobiti i graf funkcije
oblika f(z) = g(x) sin(wz+¢) i f(z) = g(z) cos(wax+p) gdje suw # 01
 proizvoljni realni brojevi. Naime, svaka se funkcija oblika sin(w x + ¢)
ili cos(w = + o) moze zapisati kao harmonijska funkcija (vidi [4] str. 23]).

Zadatak 4. Skicirati graf funkcije f(x) = (1 + %) -sinx na segmentu
[0,37].
Rjesenje

1. Nacrtati grafove funkcija g i —g tj. * — 1+ f—; iz— —1-— ”1”—; na

zadanom segmentu.

2. Ucrtati nultocke funkcije f: 0, m, 27, 3.
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3. Ucrtati tocke s apscisom 7, 57”

povuéi tangente.

na grafu funkcije g te kroz njih

4. Ucrtati tocku s apscisom 3T na grafu funkcije —g te kroz nju povuéi

2
tangentu.

5. Na ranije opisan nacin iz podataka dobivenih u prethodnim kora-
cima skicirati krivulju. Ta krivulja je graf funkcije f.
1?2

Na sliciilustriran je postupak skiciranja grafa funkcije f(z) = (1 + To) .

sin z na segmentu [0, 3 7].

1

Slika 4: Graf funkcije f(z) = (1 + %) - sinz na segmentu [0,37]. Pomo¢ni

grafovi funkcija z — 1+ % iz— —1— % prikazani su crvenom, a graf funkcije
f plavom bojom.

Primjenom istog postupka rijesite sljedec¢e zadatke:

Zadatak 5. Skicirati graf funkcije f(x) = (1 + x2) -cos (2x) na segmentu
[—7,7].

Zadatak 6. Skicirati graf funkcije f(z) = €5 - sin (z + 1) na segmentu
[*83 8] .

RjeSenje petog i Sestog zadatka prikazano je na slici [5] odnosno slici [6}
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Slika 5: Graf funkcije f(z) = (14 2?) - cos (2z) na segmentu [—7,7]. Pomoéni
grafovi funkcija © — 1422 iz — —1—2? prikazani su crvenom, a graf funkcije
f plavom bojom.

= by T
,7_38-—,5_71._,4% 057 L4 371 S8 68S

Slika 6: Graf funkcije f( ) =e5 - sin (z + 1) na segmentu [—8,8]. Pomoé¢ni
grafovi funkcija = — e% i @ — —e3 prikazani su crvenom, a graf funkcije f
plavom bojom.
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