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Sazetak

Cilj je ovog rada pribliziti neke osnovne pojmove i teoreme iz kom-
pleksne analize. Kako nam je svima poznat osnovni teorem algebre, dat
¢emo dva njegova dokaza koji se baziraju na teoremima iz kompleksne
analize.

Kljuéni pojmovi: kompleksni brojevi, kompleksne funkcije, osnovni teorem al-
gebre

1 Uvod

Studenti nastavnickog smjera preddiplomskog studija matematike na
tre¢oj godini imaju moguénost, izmedu nekoliko ponudenih, izabrati ko-
legij Kompleksna analiza. Kompleksna analiza se bavi proucavanjem
kompleksnih funkcija kompleksne varijable, dakle, funkcija f: Q — C,
pri ¢emu je Q podskup od C. Prouc¢avamo ih na sli¢ne nacine kako to
radimo i s realnim funkcijama realne varijable. Dakle, trazimo nultocke,
domenu, sliku funkcije, provjeravamo ogranicenost, neprekidnost, deri-
vabilnost, racunamo integrale po putovima, trazimo primitivne funkcije
te diskutiramo ostale sli¢ne koncepte za koje su studenti ve¢ ¢uli u rani-
jim kolegijima diferencijalnog i integralnog ra¢una realnih funkcija.
Tako kolegij, pa ¢ak i ovaj uvod, obiluju rije¢ju ,,kompleksan”, sam
kolegij nije (ili bar ne bi trebao biti) jako tezak. Cilj ovog ¢lanka je
prezentirati nekoliko zanimljivih tvrdnji iz kompleksne analize i njihove
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posljedice. Dokaze tvrdnji ¢emo uglavnom skicirati, to jest, dati osnovne
ideje.

2 Graf kompleksne funkcije kompleksne va-
rijable

U proucavanju svojstava realnih funkcija realne varijable vrlo ¢esto ko-
ristimo graf funkcije. Kako su domena i kodomena realnih funkcija re-
alne varijable jednodimenzionalne (tj. treba nam jedna os za domenu
i jedna za kodomenu), grafove ovih funkcija crtamo u ravnini. Sli¢no,
ako imamo realne funkcije dviju realnih varijabli, dakle funkcije ¢ija je
domena podskup od R? i kodomena R, onda graf crtamo u trodimenzi-
onalnom koordinatnom sustavu.

Kod kompleksnih funkcija kompleksne varijable stvar je komplicira-
nija, s obzirom da nam ve¢ za prikaz kompleksnih brojeva treba ravnina,
pa bismo onda za njihove grafove trebali ¢etiri dimenzije.

Jedan nacin za prikaz ovakvih funkcija je koristenje boja. Sreéom,
prolaskom kroz cijeli spektar imat ¢emo ,,dovoljno” razli¢itih boja, odno-
sno nijansi boja, kako bismo razli¢itim tockama ravnine mogli pridruziti
razli¢ite boje (injektivnost funkcije koja tocki ravnine pridruzuje boju).
Dakle, svakom broju u kompleksnoj ravnini pridruzujemo boju i ta ga
boja jednoznacno odreduje. Na sljedecoj je slici prikazana kompleksna
ravnina u kojoj su tockama dodijeljene razlicite boje.
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Ishodiste je obojeno crnom bojom. Obilazeéi oko ishodista u smjeru
suprotnom kretanju kazaljke na satu, prolazimo bojama spektra: cr-
venom, narancastom, zutom, zelenom, plavom, modrom i ljubi¢astom.
Kada se kompleksan broj z priblizava nuli, boja pridruzena tom broju
postaje sve tamnija i priblizava se crnoj. Boja pridruzena kompleksnom
broju z kada |z| tezi u beskona¢nost postaje sve svjetlija i priblizava
se bijeloj. Na opisani smo nacin svakom kompleksnom broju pridruzili
razli¢itu boju i tako je svaki kompleksan broj jednozna¢no odreden bo-
jom koja je na to mjesto ravnine postavljena.

Na sljedecoj je slici prikazana funkcija f(z) = 2z2. S obzirom da se
broj z = |z|(cos ¢ + i sin ) kvadriranjem preslikava u 22 = |z|?(cos 2¢ +
isin 2¢p), zakljuéujemo da de se spektar boja dva puta namotati oko
ishodista, boje unutar jedini¢nog kruga ¢ée, krenuvsi od kruznice prema
ishodi§tu, brze tamniti u odnosu na prvu sliku (jer |z|? < |z| za |z| < 1),
dok ¢e boje izvan jedini¢nog kruga, krenuvsi od kruznice prema ,,besko-
naénosti”, brze gubiti intenzitet u odnosu na prvu sliku (jer |z|? > |z| za
|z] > 1).

Slika 2

Prethodne slike nacrtane su koriste¢i Mathematicu. Takoder, na stra-
nici http://jutanium.github.io/ComplexNumberGrapher dostupna je
aplikacija za ovakav prikaz kompleksnih funkcija.

3 Elementarne funkcije

Jasno je $to su kompleksni polinomi ili kompleksne racionalne funkcije.
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Polinom stupnja n je funkcija p: C — C oblika
p(2) = anz" + an_12""' + - + a1z + ag,

gdje su ag,as,...,a, kompleksni brojevi, a,, # 0. Na primjer, funkcija
p(z) = 2% — (3 +1i)z + 12 je (kompleksni) polinom treéeg stupnja.
Racionalna funkcija r je funkcija oblika

gdje su p i ¢ polinomi i ¢ nije nul-polinom. Prirodna domena racionalne
funkcije r je skup Q = {z € C: ¢(z) # 0}. Na primjer, funkcija

25— 32412

r(z) = 2241

je jedna racionalna funkcija. Njena prirodna domena je
Q={2€C:22+1#0}=C)\ {£i}.

Vaznu ulogu u realnoj analizi imaju eksponencijalne, logaritamske i
trigonometrijske funkcije. Mozemo 1i i kako definirati kompleksne funk-
cije ovih vrsta?

Kompleksnu eksponencijalnu funkciju kompleksne varijable defini-
ramo kao funkciju

exp: C = C, exp(z) =exp(xz+iy) =e” (cosy + isiny).

S obzirom da je R C C, bitno je da funkcija exp prosiruje realnu eks-
ponencijalnu funkciju f: R — R, f(z) = e*. To je zaista tako, jer ako
uvrstimo y = 0 u gornju formulu, dobit éemo exp(xz) = e*. Pokazuje
se, nadalje, da vrijede svojstva koja poznajemo iz realnog slucaja, na
primjer,

ez-l—w — ezew7 [ €_Z, zZ,w € (C,

i sve to nam opravdava nacin kako smo eksponencijalnu funkciju defini-
rali.

Kompleksna eksponencijalna funkcija je periodi¢na perioda 27i, jer
za sve z € C vrijedi

et = erhilyd2m) _ oo (cos (y + 2m) + isin (y + 2m))

= ¢€"(cosy+isiny) = e*.

Na slici je njen prikaz pomocu boja.
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Slika 3

Iz periodic¢nosti slijedi da kompleksna eksponencijalna funkcija nije
bijekcija, te zato ne postoji njena inverzna funkcija. Kao §to znamo, u
realnom slucaju se logaritamske funkcije definiraju kao inverzne funkcije
eksponencijalnih funkcija. Kako bi se ipak konstruirala kompleksna lo-
garitamska funkcija, promatra se restrikcija eksponencijalne funkcije na
domenu na kojoj je ova funkcija injektivna, te kodomenu biramo tako da
je ta restrikcija i surjektivna; tako imamo bijektivnost i mozemo defini-
rati inverznu funkciju. U ovom ¢lanku nec¢emo iznositi detalje o tome.

Napomenimo jo$ samo da se kompleksne trigonometrijske funkcije
definiraju pomoc¢u kompleksne eksponencijalne funkcije formulama
) _ e—iz eiz + e—iz
sinz = 5 , Cosz= 5
za sve z € C. Ove funkcije proSiruju realne funkcije sinusa i kosinusa i
imaju svojstva poput svojih realnih varijanti.

4 Derivacija
Kao i kod realnih funkcija realne varijable pojam derivacije definira se

pomocu limesa. Tocnije, kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki zg
iz svoje domene ako postoji

IOEIE)

z—20 zZ— 20
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U tom slucaju taj limes oznacavamo s f’(2¢) i nazivamo derivacija funk-
cije f u tocki zp.

Pokazuje se da vrijede ista pravila za deriviranje kao i u realnom
slucaju (npr. pravilo za deriviranje produkta ili kompozicije funkcija).
Drugim rijec¢ima, kompleksne funkcije deriviramo to¢no onako kako smo
nauéili derivirati realne funkcije. Tako je, na primjer, (22)’ = 2z, bas kao
§to je i derivacija realne funkcije (22) = 2. Vrijedi (e*)’ = €?, (sinz) =
cos z, (cos z)) = —sin z, bas kako smo i ocekivali.

Provjerimo i derivabilnost jos jedne vrlo jednostavne funkcije: f(z) =
Re z. Pretpostavimo da postoji

. Rez—Rexz
lim ——.

2—20 zZ— 20

Neka je zg = xg + 1yo. Tada, promatramo li razne nacine kako z tezi u
zp, svaki od tih nacina treba dati istu vrijednost limesa. Medutim, ako
je z = x +iyo i x tezi prema xo (to jest, z je na pravcu kroz zy koji je
paralelan realnoj osi i priblizava se zg), tada dobivamo
. Rez—Rez . T — To
lim —— = lim - — =
zoz0 2 — 20 z—zo (x + iyo) — (To + 1yo)

S druge strane, ako je z = xg + iy i y tezi prema yo (to jest, z je na
pravcu kroz zg koji je paralelan imaginarnoj osi i priblizava se zp), tada

dobivamo
. Rez—Rez . To — Xg
lim —— = lim

220 Z— 2 y—=yo (xo + 1y) — (xo + iyo) -

To nas dovodi do kontradikcije s pretpostavkom, a onda i zakljucka da
ovaj limes ne postoji, odosno da f(z) = Rez nije derivabilna funkcija
niti u jednoj tocki.

5 Cauchy-Riemannovi uvjeti

Prvo svojstvo derivabilnih kompleksnih funkcija kompleksne varijable
istrazit ¢emo na jednom jednostavnom primjeru.

Pogledajmo funkciju f(z) = z3. MoZemo napisati
flx +iy) = (z +iy)® = (2 — 329 +i(32y — y*).

Oznac¢imo

u(z,y) =2 — 3zy?, v(z,y) = 32y — y>.
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Ove funkcije nazivamo realni i imaginarni dio funkcije f i to su funkcije
koje ovise i 0 x i 0 y. Ako na trenutak zamislimo da je x u prethod-
nim formulama konstanta, a y varijabla, te funkcije u i v deriviramo po
varijabli y, tada dobivamo izraze —6zy i 322 — 3y2. Dobiveni izrazi pred-
stavljaju parcijalne derivacije funkcija u i v po y, i obi¢no ih oznacavamo
s uy, 1 vy,

Ako sad promijenimo uloge z i y, to jest, ako sada zamisljamo da je
y konstanta, a z varijabla, nakon deriviranja (po x) dobit ¢emo izraze
322 — 3y? i 6xy. Dobivene izraze oznacavamo s u), i v/, i nazivamo
parcijalne derivacije funkcija v i v po x. Ocito je da vrijedi

Uy = Uy, Uy =~V (1)

Mozemo pomisliti da se radi o sluc¢ajnosti, to jest, o specificnosti oda-
brane funkcije, medutim, ako bismo postupak ponovili za npr. bilo koju
potenciju ili eksponencijalnu funkciju, dobili bismo isti zakljucak; dakle,
vjerojatno nije slucajnost, nego pravilo. Zaista, moze se dokazati da
svaka derivabilna funkcija zadovoljava relacije , koje nazivamo Cauchy-
Riemannovi uvjeti. Napomenimo jo$ i da su, uz pretpostavku da par-
cijalne derivacije uj,, uy, v, v, postoje i da su neprekidne, Cauchy-
Riemannovi uvjeti i dovoljni za derivabilnost funkcije f.

Pogledajmo jos jednom primjer funkcije f(z) = Rez za koju smo
maloprije ustanovili da nije derivabilna. Ovdje je u(z,y) =z i v(x,y) =
0, pa se lako provjeri da Cauchy—Riemannovi uvjeti nisu ispunjeni i zato
ova funkcija nije derivabilna.

6 Liouvilleov teorem

pleksnoj analizi i odnosi se na cijele funkcije, to jest, funkcije ¢ija je
domena C i koje su derivabilne u svakoj tocki iz C.

Spomenimo da je kompleksna funkcija f: Q@ — C ogranic¢ena ako
postoji M > 0 tako da je | f(2)] < M za sve z € Q.

Liouvilleov teorem. Ako je f cijela i ogranicena funkcija, onda je f
konstantna funkcija.

Naravno, analogon ovog teorema ne vrijedi u realnom slucaju, npr
funkcija sin: R — R je ogranic¢ena i svuda derivabilna, ali nije konstan-
tna. Takoder, odmah mozemo zakljuciti da kompleksne funkcije sin i
cos nisu ogranicene na C; naime, kako su one cijele funkcije, kada bi bile
ogranicene, onda bi Liouvilleov teorem dao da su konstantne, Sto nisu.

Jedna od posljedica Liouvilleovog teorema je i osnovni teorem alge-
bre.
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Osnovni teorem algebre. Svaki polinom stupnja n > 1 ima tocno n
nultocaka u C, ako pritom brojimo kratnosti tih nultocaka.

Dokaz. Pretpostavimo da je p polinom koji nema nultocke, dakle, p(z) #
0 za svaki z € C. Tada je dobro definirana sljedeé¢a funkcija

fCoC fe) = s

Ovo je cijela funkcija, jer je kvocijent dviju derivabilnih funkcija.

Kako [p(z)] tezi u co kada z tezi u oo, zakljuéujemo da |f(z)| tezi u
0 kada z tezi u co. Dakle, ako se udaljimo dovoljno od ishodista, recimo
barem za neki R, f ¢e poprimati male vrijednosti. Drugim rije¢ima, na
tom dijelu f ¢e biti ograni¢ena funkcija.

Ostaje vidjeti sto se dogada na onom dijelu koji ,nije dovoljno da-
leko” od ishodista, to jest na krugu K = {z € C : |z| < R}. Kako su
sve neprekidne kompleksne funkcije na zatvorenim omedenim skupovima,
ogranicene, slijedi da je i funkcija f ograni¢ena na skupu K.

Sada imamo da je f ogranicena i izvan i unutar K, pa slijedi da je f
cijela funkcija i ograni¢ena na C i zato nuzno konstanta. Ali tada jeip
konstanta, §to ne moze biti, bududéi je p polinom stupnja barem 1. To
znaci da se pocetna pretpostavka, to jest da p nema nultocaka, ne moze
dogoditi.

Time smo dokazali da svaki polinom ima barem jednu nultocku. Neka
je to z; € C. Tada, koriste¢i Bezoutov teorem, imamo p(z) = (z—21)q(2),
gdje je ¢ polinom stupnja n — 1. Ako je g konstantni polinom, onda
smo gotovi, a ako je stupanj od ¢ barem 1, tada ¢ takoder ima barem
jednu nultocku u C, sto je ujedno nultocka od p, i ponavljajuéi postupak
dolazimo do tvrdnje teorema. O

7 Picardov teorem

Tako nam veé i tvrdnja Liouvilleovog teorema moze biti iznenadujuéa (u
usporedbi s realnim slucajem), sljedeéi teorem govori jos vise od toga.

Picardov teorem. Neka je f nekonstantna cijela funkcija. Tada je
njena slika ili cijeli C ili C bez jedne tocke.

Prema Liouvilleovom teoremu, ako se sve vrijednosti cijele funkcije f
nalaze unutar nekog kruga, to jest, ako funkcija f ne poprima niti jednu
vrijednost izvan tog kruga, onda je f konstantna funkcija. Picardov
teorem daje isti zakljucak o cijeloj funkciji uz slabiju pretpostavku: ¢im
cijela funkcija ne poprimi neke dvije vrijednosti u C, ona je konstantna
funkcija.
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Polinomi stupnja barem 1 su cijele nekonstantne funkcije. Prema
Picardovom teoremu, slika polinoma je C ili C\ {w} za neki w € C.
Medutim, prema osnovnom teoremu algebre, ako je p polinom stupnja
barem 1, onda jednadzba p(z) = w ima rjesenje za svaki w € C. To znaéi
da je slika od p jednaka C.

Takoder, exp je cijela nekonstantna funkcija. Uoc¢imo da je e* # 0
za sve z € C; naime, kada bi postojao z = = + iy takav da je e*(cosy +
isiny) = 0 tada bi slijedilo cosy = siny = 0, $to nije moguée. Prema
tome, u slici funkcije exp se ne nalazi 0, a onda prema Picardovom
teoremu slijedi da se sve druge kompleksne vrijednosti nalaze u toj slici,
odnosno da je slika kompleksne eksponencijalne funkeije C \ {0}.

Za kraj ¢lanka navodimo dokaz osnovnog teorema algebre preko Pi-
cardovog teorema (vidi [I]), te opisujemo kako iz osnovnog teorema al-
gebre slijedi faktorizacija polinoma.

Jos jedan dokaz osnovnog teorema algebre. Neka je p polinom s komple-
ksnim koeficijentima stupnja barem 1. Pretpostavimo da je p(z) # 0 za
svaki z € C.

Buduéi da je p nekonstantna cijela funkcija i da ne postize vrijednost
0, prema Picardovom teoremu p mora postizati sve kompleksne vrijed-
nosti razlicite od 0. Posebno, p postize sve vrijednosti % za sve n € N,
dakle, mozemo naéi tocke z, € C takve da vrijedi p(z,) = %,n e N.
Kako je

lim p(2)] = oo
|z| =00

slijedi da, za sve tocke koje su dovoljno udaljene od ishodista, recimo
barem za neki R, vrijedi |p(z)| > 1. Kako je |p(z,)] < 1 za sve n, to se
cijeli niz (z,) nalazi unutar zatvorenog kruga oko ishodista radijusa R,
prema tome, taj niz je ogranicen.

Poznato je da svaki ogranic¢en niz ima konvergentan podniz. Zato
postoji podniz (z,,) koji konvergira prema nekoj tocki zg. Zbog nepre-
kidnosti od p, niz (p(zy, )) konvergira prema p(zp), pa imamo

1
plzo) = Jim plen) = Jin o0 =0
to jest, zo je nultocka od p. To je suprotno pretpostavci da ne postoji
nultocka, pa je ta pretpostavka (o nepostojanju nultocaka) pogresna. Do
ostalih nultocaka od p dolazimo kao u prethodnom dokazu. O

Neka je p polinom stupnja n i a,, njegov vodedi koeficijent. Ako je z;
nultocka od p, tada je p(z) = q1(2)(z — 21) za neki polinom ¢; stupnja
n — 1. Ako je z; viSestruka nultocka od p, onda je z; nultocka i od ¢,
pa na isti na¢in zaklju¢imo da je g1 djeljiv sa z — z1, odakle slijedi da
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je p(z) = (2 — 21)%q2(2) za neki polinom ¢o stupnja n — 2. Analognim
zaklju¢ivanjem dolazimo do sljedeceg rezultata: ako je p polinom stupnja
nizi,..., 2z nultocke od p kratnosti rq,..., 7k, tada je

p(2) = an(z = 20)" -+ (2 — )™,

Sto predstavlja faktorizaciju polinoma p. Ovdje je osnovni teorem algebre
bitan jer osigurava postojanje tocaka z1,...,zx, tedajeri+...+rr = n.
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