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Generalizirani Apolonijev problem

Antonija Guberina, Nikola Kocei¢ Bilan

Sazetak

Apolonijev problem glasi: ,,Konstruiraj kruznicu koja dodiruje tri za-
dane kruznice”. U uvodnom dijelu definiramo Apolonijev problem reda
n, n € N i na taj ga nacin generaliziramo. U nastavku rada posebno
promatramo sve Apolonijeve probleme reda 1, 2 i 3 te odredujemo ge-
ometrijsko mjesto sredista (GMS) rjesenja Sto je posebno interesantno
za Apolonijeve probleme reda 2 jer se kao GMS javljaju konike pa na
takav nacin dobivamo alternativnu definiciju konika. Vazno je istaknuti
da se kao GMS rjesenja Apolonijevih problema reda 3, izmedu ostaloga,
javljaju presjeci 3 konike, 2 konike i pravca, koji su, protivno povrsnoj
intuiciji, neprazni. Apolonijeve probleme reda n > 4 nije interesantno
promatrati jer rjeSenja postoje samo u posebnim sluc¢ajevima. Takoder
se iznosi ideja za daljne razmatranje stavljajuéi proizvoljni kut presjeka
izmedu trazenih kruznica i zadanih n elemenata umjesto kuta o = 0°,
kojega smo u radu promatrali.

Kljuéni pojmovi: Apolonijev problem, kruznica, elipsa, hiperbola, parabola, ge-
ometrijsko mjesto tocaka

Povijesni pregled

Apolonije iz Perge (262. pr. n. e. — 190. pr. n. e.) gréki je matematicar
nazvan ,veliki geometar”. Studirao je u Aleksandriji, gdje je ucio od
Euklidovih sljedbenika, a radio u Efezu i Pergamu. U svom glavnom
djelu Elementi kontka u 15 knjiga temeljito je obradio teoriju presjeka
stoSca i ravnine i to ¢isto geometrijskim pristupom. Njegovi su rezultati
bili toliko potpuni i podrobni da se danasnja euklidska geometrija nije
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mnogo odmakla od njegovih spoznaja. Sacuvane su prve cetiri knjige
na grékom, tri na arapskom prijevodu, dok su ostale izgubljene. Prvi
je za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola (naziv parabola je prvi
upotrijebio Arhimed) i ustanovio da se sve tri vrste presjeka mogu dobiti
presijecanjem stoSca ravninom.

Uz Apolonija su vezani pojmovi kao Apolonijeva kruznica, Apoloni-
jeva mreza i Apolonijev problem. Geometrijsko mjesto tocaka za koje
je omjer udaljenosti od dviju razli¢itih tocka konstantan je kruznica ¢ije
srediste lezi na pravcu AB i prolazi tockama M i N na pravcu AB koje
dijele duzinu AB (iznutra i izvana) u danom omjeru. Kruznicu s tim
svojstvom nazivamo Apolonijeva kruznica. U sluc¢aju kada je omjer uda-
ljenosti od dviju toc¢aka jednak 1, tada govorimo o simetrali duzine AB.

Apolonijev problem je konstruktivni geometrijski zadatak sto ga
je prvi postavio i rijesio Apolonije u djelu Elementi konika, a glasi:

Konstruiraj sve kruznice u ravnini koje dodiruju tri zadane
kruznice.

Promatrajuéi uz kruznice jos tocke i pravce, Apolonijev problem mozemo
generalizirati na sljedeé¢i na¢in. Definirat ¢emo Apolonijev problem reda
n: Neka je M = {K, P, Too } multiskup koji se sastoji od tri razli¢ita
elementa beskonaéne kratnosti: K koji oznacava kruznicu, P pravac i T’
tocku.

Apolonijev problem reda n, n € N glasi:

Konstruiraj kruznicu koja dodiruje n zadanih elemenata mul-
tiskupa M.

Ukupan broj razli¢itih problema za Apolonijev problem reda n jednak
je broju kombinacija s ponavljanjem n-tog razreda multiskupa od 3 raz-
licita elementa (3“:;1).

Za n = 1 trazimo kruznicu koja dodiruje samo jedan od elemenata
multiskupa M. Za ovaj red dobijemo tri razli¢ita problema ((3+}_1) =

(i’) = 3) i to: ,Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu”;
,Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac”; ,Konstruiraj kru-
znicu koja prolazi zadanom tockom”.

Za n = 2 trazimo kruznicu koja dodiruje elemente odredene kombi-
nacijom s ponavljanjem reda 2 multiskupa M i to njih Sest ((3+§71) =
(3) =6): (K,K), (P,P), (T,T), (K,P), (K,T), (P,T). Npr. za kombi-
naciju (K, K) problem glasi: , Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dvije
zadane kruznice”; za kombinaciju (P,T) problem glasi: , Konstruiraj
kruznicu koja dodiruje zadani pravac i prolazi zadanom tockom”.
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Za n = 3 trazimo kruznicu koja dodiruje elemente odredene kombi-
nacijom s ponavljanjem reda 3 multiskupa M i to njih deset ((3+§71) =
(g) = 10) (Kva K)> (Pvpv P)a (T,TaT)a (Ka P7T)7 (KaTaT)v (P’TaT)a
(K,P,P),(P,K,K),(P,P,T),(T,K, K). Npr. za kombinaciju (K, K, K)
imamo originalni Apolonijev problem: , Konstruiraj kruznicu koja do-
diruje tri zadane kruznice”; za kombinaciju (K, T, P) problem glasi:
"Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu, zadani pravac i
prolazi zadanom tockom”.

Za n > 4 problem je analogan prijasnjim slucajevima.

U ovom ¢emo radu promatrati Apolonijeve problem reda n = 1,2,3
i pokazati zasto nije interesantno promatrati Apolonijeve probleme reda
veceg od 3. Zadade je moguce rijesiti euklidskom konstrukcijom (koristeéi
ravnalo i Sestar) i to koriste¢i metodu inverzije. Medutim, u ovom se radu
ne¢emo baviti takvim konstrukcijama, ve¢ samo analizom i razmatra-
njem ovih problema. Napose, odredivanje sredista rjeSenja uz koristenje
metode geometrijskih mjesta tocaka, donijet ¢e nam vrlo zanimljive i
vrijedne geometrijske rezultate i izvan konteksta konstruktivne geome-
trije. Pokazat ¢e se da dobivena geometrijska mjesta srediSta rjeSenja
veéine Apolonijevih problema predstavljaju jednu koniku. Bududéi da ¢ée
se, na takav nacin, svaka od konika pojaviti u barem jednom od pro-
blema, to se svaka od njih moze alternativno definirati kao geometrijsko
mjesto sredista kruznica koje su rjesenje odredenog Apolonijevog pro-
blema $to obogacuje razlicite pristupe konikama ([2]) i pokazuje kako
konike pronalazimo na prirodan nacin u svijetu koji nas okruzuje. Isto
tako, zanimljivo je kako zadade konstruktivne geometrije ([3]), metode
koje se sve manje koriste u redovitoj srednjoskolskoj nastavi matema-
tike, mogu inicirati vrlo zanimljive probleme i njihova rjesenja i izvan
konstruktivnog konteksta.

U svrhu lakseg pracenja teksta i njemu odgovarajuc¢ih slika, zadani
elementi ¢e biti plave, geometrijsko mjesto sredista (GMS) kruznica od-
govarajuéeg Apolonijevog problema tamnozelene, rjeSenje konstruktivne
zadace crvene, geometrijsko mjesto srediSta Apolonijevog reda nizeg od
promatranog zelene i pomo¢ni elementi crne boje. Euklidsku éemo rav-
ninu oznacavati s 7, kruznicu sa sredistem u S radijusa r s k(S,r). Oz
naku E(A, B, a) rabiti ¢emo za elipsu sa zaristima A i B, te velikom po-
luosi a, oznaku H(A, B, a) za hiperbolu sa zaristima A i B, te realnom
poluosi a, a oznaku P(A,d) za parabolu sa zaristem A i ravnalicom d.

Rad se zasniva na originalnim rezultatima iznesenim u diplomskom
radu [I] studentice diplomskog studija Matematika i informatika; smjer
nastavnicki Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Splitu i njezina men-
tora Nikole Koceica-Bilana.
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1 Apolonijev problem reda 1

U ovom odjeljku razmatramo probleme koji spadaju u Apolonijev pro-
blem reda 1. Za svaki problem odredit ¢emo geometrijsko mjesto sredista
svih rjesenja.

1. Konstruiraj kruznicu koja prolazi zadanom tockom i
odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svoj-
stvom.

Neka je T zadana tocka te @@ # T proizvoljna tocka ravnine .
Kruznica s trazenim svojstvom je k = k(Q, |QT|). Buduéi da je @ pro-
izvoljna tocka ravnine, kruznica s trazenim svojstvom ima beskonac¢no
mnogo, a geometrijsko mjesto sredista tih kruznica je 7w\ {T'}.

2. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i odredi
geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je p zadani pravac i O ¢ p. Iz tocke O spustimo okomicu o na p
te sjeciste tih pravaca ozna¢imo s R (pNo = {R}). Kruznica s trazenim
svojstvom je k = k(O,|OR|). Buduéi da je O proizvoljna tocka ravnine,
kruznica s trazenim svojstvom ima beskonatno mnogo, a geometrijsko
mjesto sredista tih kruznica je 7 \ p.

3. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu i
odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svoj-
stvom.

Neka je k = k(S,r), gdje je r proizvoljan pozitivan realan broj, za-
dana kruznica te O proizvoljna tocka iz 7\ k. Neka je SONk = {R1, Ra}.
Neka je R; s iste strane tocke S kao i O. Kruznica s trazenim svojstvom
je k(O,|ORy]). Buduéi da je O proizvoljna tocka ravnine, kruznica
s trazenim svojstvom ima beskona¢no mnogo, a geometrijsko mjesto
sredista tih kruznica je 7 \ k.

2 Apolonijev problem reda 2

U ovom odjeljku razmatramo Apolonijeve probleme reda 2. Za svaki
problem odredit ¢éemo geometrijsko mjesto sredista svih rjesenja.

1. Konstruiraj kruznicu koja prolazi dvjema zadanim tocka-
ma i odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim
svojstvom.

Neka su Ty i Tb zadane tocke te 77 # Tb. Buduéi da srediste
trazene kruznice treba biti jednako udaljeno od T3 i T5, to srediste lezi
na simetrali duzine T} 75, iz éega slijedi da tih kruznica ima beskonaéno
mnogo. Neka je O proizvoljna tocka simetrale duzine T175. Tada je
k(O,|OTy|) kruznica s trazenim svojstvom. Dakle, geometrijsko mjesto
sredista rjesenja je simetrala s duzine T775.
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2. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu i
prolazi zadanom to¢kom te odredi geometrijsko mjesto sredista
kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je zadana tocka T i kruznica k = k(S,r), r > 0, te neka se T
nalazi izvan k. Neka je T} € k proizvoljna tocka razlicita od diraliSta tan-
genti iz tocke T na kruznicu k. Neka je STyNs = {0}, gdje je s simetrala
duzine TT;. Tada je k(O, |OT|) kruznica s trazenim svojstvom. Bududéi
da je T} proizvoljna tocka kruznice k, to takvih kruznica ima beskona¢no
mnogo i vrijedi ||OT| —|0S|| = [|OT| - (|OTy| + |T1S))| = |T1 S| =, za
svaki 77 € ki O konstruiranu na prethodno opisani na¢in. Taj zakljucak
nam govori da je geometrijsko mjesto sredista kruznica s trazenim svoj-
stvom podskup hiperbole H(T', S, §). Pokazimo drugu inkluziju, tj. neka
je O € H(T,S,%). Tada je r = ||OS| — |OT]||, odnosno r = |OS| — |OT|
ili r = —|OS| + |0T)| iz ¢ega slijedi |OS| = |OT| 4+ r ili |OT| = |OS| +r.
U oba sluéaja je k(O, |OT|) kruznica s traZenim svojstvom (u prvom
slucaju dodiruje zadanu kruznicu izvana, a u drugom iznutra) pa vri-
jedi da je hiperbola H (T, S, 5) podskup geometrijskih mjesta sredista
rjesenja (Slikal[l)) .

Slika 1

U slucaju kada se T nalazi unutar kruznice k, geometrijsko mjesto
sredista kruznica s trazenim svojstvom je elipsa E(T,S, %) (Slika .
Naime, neka je O srediste kruznice ¢ = k(O, p) s trazenim svojstvom
koja k dodiruje u Q. Tada vrijedi r = |QO| + |OS| = |TO| + 0S| jer
c prolazi kroz T. Dakle, O pripada elipsi E(T', S, §). Pokazimo i drugu
inkluziju, tj. neka je O € E(T, S, 5). Tada je |OT|+ |OS| = r. Kruznica
k(O,|OT)) je kruznica s trazenim svojstvom pa O pripada geometrijskom
mjestu sredista trazenih kruznica.

U slucaju kada je T € k, geometrijsko mjesto sredista kruznica s
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Slika 2

trazenim svojstvom je pravac T'S bez tocke T

3. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dvije zadane kruznice
te odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim
svojstvom.

Neka su k1 = k(S1,71), ka = k(Sa,72), gdje su r1,ry pozitivni re-
alni brojevi, zadane kruznice, te neka se one ne sijeku i ne leze jedna
unutar druge. Neka je O srediste kruznice koja dodiruje obje zadane

kruznice izvana (iznutra), radijusa p. Tada vrijedi ||OSl| — |OSQ|| =
lp+ 71| = [p+72|| = [re = 2| (|[0S1] = [0Sa]| = [lp = 1] = |p = 72]| =
| —r1 4+ 12| = |r1 —r2|), $to povlaci da O lezi na hiperboli tj. da sredista

\7“1;?”2\ )

trazenih kruznica leze na hiperboli H (S, Sa, . Lako se pokaze i

druga inkluzija, tj. da je hiperbola H(S1, Sa, ‘”%2‘) podskup geometrij-
skih mjesta sredista rjesenja (Slika|3)).

A
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Neka je O srediste kruznice radijusa p koja dodiruje jednu zadanu
kruznicu izvana a drugu iznutra. Tada vrijedi |[0S1] —|0Ss|| = |[p —
ril=lptra|| = [=ri—ra| = 11472 ili [[081|-]0Ss|| = ||p+ri|—[p—r2l| =
r1 +ro, tj. O € H(S1,So, %) Lako se pokaze i druga inkluzija, tj.
da je H(S1,S2, ”'2”2) podskup geometrijskih mjesta sredista rjesenja
(Slika [4]).

Slika 4

Dakle, u slucaju kada se zadane kruznice ne sijeku, razlic¢itih su po-
lumjera i ne leze jedna u drugoj geometrijsko mjesto srediSta rjesenja
je unija hiperbola H(S1, Sa, 572l) U H(Sy, Sy, BE72), dotim je sgg, U
H(Sy,S,, 42 ako je ry =1 (55755 je simetrala duzine 5152).

Kada se jedna od zadanih kruznica nalazi unutar druge zadane kru-
znice (bez smanjenja opdéenitosti smijemo pretpostaviti da se ko nalazi
unutar k1) i ne sijece ju, rjeSenja konstruiramo na analogan nacin samo
Sto tada nema slucaja da trazena kruznica dodiruje ky i ko obje izvana
ili obje iznutra. Sredista takvih kruznica nalaze se na elipsi sa zaristima

S1 1851 to E(Sy,Ss, ”;”2 ), kada trazena kruznica dodiruje izvana ks,

i E(S, So, @), kada trazena kruznica dodiruje iznutra ko, odnosno,
za ovaj slucaj GMS rjesenja je unija ove dvije elipse (Slika .

Sliéno se analiziraju i ostala rjeSenja u ovisnosti o polozaju i polu-
mjerima zadanih kruznica.

4. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i pro-
lazi zadanom tockom te odredi geometrijsko mjesto sredista
kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je p zadani pravac i T zadana tocka te neka je T ¢ p. Srediste
trazene kruznice treba biti jednako udaljeno od T i od p, tj. sredista leze
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Slika 5

na paraboli P (T,p) (Slika |§[) Nadalje, vrijedi i druga inkluzija. Neka
je O proizvoljna tocka koja lezi na paraboli P (T, p). Tada je k(O,|OT|)
kruznica s trazenim svojstvom.

Slika 6

U slucéaju kada je T € p, GMS kruznica s trazenim svojstvom je
o\{T}, gdje je o okomica na p kroz T.

5. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dva zadana pravca te
odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svoj-
stvom.

Neka su p; i po zadni pravei te p1 # pe 1 p1 ff pe. Srediste trazenih
kruznica mora biti jednako udaljeno od p; i p2, odnosno ono lezi na si-
metrali kutova §to ih tvore zadani pravci (bez presjecne tocke). Vrijedi i
druga inkluzija: Neka je O tocka koja lezi na simetrali kutova sto ih tvore
zadani pravci, ali bez presjecne tocke. Tada je k(T,d(T,p1)) kruznica
s trazenim svojstvom. Dakle, GMS rjesenja su simetrale kutova sto ih
zatvaraju zadani pravci bez njihovog presjeka, p1 N ps.
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Ako je p1 || p2, GMS kruznica s trazenim svojstvom je pravac para-
lelan s p; (p2) i od njega udaljen za M.

6. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i kruznicu
te odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim
svojstvom.

Neka su zadani pravac p i kruznica k = k(S,r) koji se ne sijeku.
Trazena kruznica moze dodirivati zadanu kruznicu izvana i iznutra. U
slucaju kada trazene kruznice dodiruju kruznicu izvana, njihova sredista
su jednako udaljena od zadane kruznice k i zadanog pravca p, tj. d(k, O) =
d(p, O) za svako srediste O rjeSenja problema. Definirajmo p := d(p, O).
Tada je d(S,0) —r = p = d(p,O). Ako promatramo pravac go paralelan
sa p, udaljen od p za r i sa suprotne strane pravca p od k, onda vrijedi
|SO| =1+ p=d(p,q2) + d(p,O) = d(g2,0). Dakle, O je tocka jednako
udaljena od pravca g2 i tocke S, pa ona lezi na paraboli Py = P (S, ¢2).
Lako se pokaze i druga inkluzija, tj. da je parabola ¢ija je ravnalica
pravac go i zariSte tocka S podskup GMS rjesenja.

U slucaju kada trazene kruznice dodiruju kruznicu iznutra njihova
sredista su za r viSe udaljene od S nego od p, odnosno vrijedi r +
d(S,0) = p, tj. d(S,0) = p — r. Ako promatramo pravac q; parale-
lan sa p, udaljen od p za r i sa iste strane pravca p kao i k, onda vrijedi
d(S,0) =p—r=d(p,0)—r =d(q1,0). Dakle, O je tocka jednako uda-
ljena od pravca ¢; i tocke S pa ona lezi na paraboli P, = P (S, ¢1). Lako
se pokaze i druga inkluzija, tj. da je parabola P; podskup geometrij-
skih mjesta sredista rjesenja. Buduéi da jedna od tih moguénosti vrijedi
za svako srediSte trazene kruznice, to je geometrijsko mjesto sredista
rjesenja problema unija tih parabola, odnosno P; U P, (Slika .

Slika 7
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Sliéno se analiziraju i ostala rjeSenja u ovisnosti o medusobnom po-
lozaju zadane kruznice i zadanog pravca.

3 Apolonijev problem reda 3

U ovom odjeljku éemo razraditi Aplonijev problem reda 3. Ukupno ih
ima deset i za svaki od njih je dobro poznato kako, koristeé¢i metode
konstruktivne geometrije (prvenstveno inverziju), mozemo konstruirati
rjesenja, odnosno utvrditi postoje li rjeSenja. No, mi ¢emo dokazati da
se srediSta rjesenja nalaze u presjeku GMS rjesenja tri Apolonijeva pro-
blema nizeg reda. Time ¢emo pokazati kako tri razlicita GMS, detaljno
razradena u prethodnomu odjeljku, imaju neprazni presjek. Ovo je za-
nimljivo jer je rije¢ o razli¢itim konikama ili pravcima, za koje bismo, na
intuitivnoj razini, bez pomnije analize, pomislili da nemaju zajednic¢kih
tocaka.

1. Konstruirati kruznicu koja prolazi kroz tri zadane tocke.

Neka su zadane 3 razlicite nekolinearne tocke T7,T5 i T3. Neka su
pravci s1, so i s3 GMS kruznica koje prolaze, redom, tockama T7 i Tb,
Ty iT3,T31T;. PorjeSenju[l} Apolonijevog problema reda 2, znamo da
su ti pravci simetrale duzina odredene tockama kroz koje prolaze.

Tvrdnja 1. Vrijedi s1 N sy Nsg # 0 i srediste traZene kruznice se nalazi
u ovomu presjeku.

Dokaz. Znamo da postoji rjeSenje, tj. kruznica k(O, p) koja prolazi zada-
nim tockama 17,75 i T3. Tada vrijedi |OT;| = |OTs|. To povlaci O € s;.
Analogno jednakost |OTs| = |OT3| povlaéi O € sy i |OTy| = |OT5|
povladi O € s3. Dakle, O € s1 Ns2Ns3ip=|0Ty|. O

Postoji samo jedno rjeSenje i to je trokutu AT 7573 opisana kruznica.
Ako su Ty, Ts, T3 kolinearne tocke, one ne mogu pripadati istoj kruznici
(simetrale duzina su u tom slucaju paralelni pravci pa se ne sijeku).

2. Konstruirati kruznicu koja dodiruje zadani pravac te pro-
lazi dvjema zadanim tockama.

Neka su T i Ty, 11 # T5, zadane tocke te p zadani pravac. Ovisno
o medusobnom polozaju zadanih objekata razlikujemo vise slucajeva:

1° Neka p ne prolazi tockama T7 i To, T1 # 15 i neka se one nalaze
s iste strane pravca p (u istoj poluravnini odredenoj sa p). Iz rjesenja
Apolonijevih problema reda 2 znamo da je GMS kruznica koje prolaze
kroz Ty i dodiruju pravac p prarabola P; = P (T1,p), GMS kruznica
koje prolaze kroz T» i dodiruju pravac p parabola Py = P (Ts,p) i GMS
kruznica koje prolaze toékama Ty i T simetrala s duzine T1T5.
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Tvrdnja 2. Vrijedi Py N PoN s # () i srediste traZene kruznice se nalazi
u ovomu presjeku (Slika @

Dokaz. Znamo da postoji rjesenje ([4]), tj. kruznica k(O, p) koja dodi-
ruje pravac p i prolazi tockom Ty, tj. vrijedi d(O,Ty) = d(O,p), $to
povlaci O € P;. Analogno se pokaze i O € P,. Bududéi da kruznica pro-
lazi tockama T3 i Ts, to je O jednako udaljen od obiju toc¢aka, odnosno
d(Th,0) = d(T3,0) paje O € s. Dakle, O € PPNPaNsip=|0Ty|. O

A\
\
\
O2 s P
Py / \
P ‘ \

k1
o
O4

P

Slika 8

Uoc¢imo da ne moraju biti dva rjeSenja, nego moze biti i jedno i to u
slucaju kada je T1T5 || p (simetrala duZzine s je okomita na p i moze sje¢i
parabole u samo jednoj tocki).

2° U slucaju kada vrijedi T1,T5 € p i Ty # Ts rjeSenja nema. GMS
kruznica koje dodiruju p i prolaze kroz Ty (T3) su pravei g;(gz), okomice
na p kroz Ty (T3). Tada su q1, g2 1 s razliciti paralelni pravei (okomice na
isti pravac p) pa nemaju presjek.

3° Neka je Th € p (T» € p). Tada postoji jedno rjesenje.

4° Neka se T i T, nalaze s razli¢itih strana pravca p. Buduéi da se i
u ovomu slucaju srediste rjesenja mora nalaziti u Py N P, N's, a parabole
P; i P, se ocito ne sijeku, to rjeSenje ne postoji.

3. Konstruirati kruznicu koja prolazi dvjema zadanim to-
ckama te dodiruje zadanu kruznicu.

Neka su zadane tocke Ty i Ty, Ty # T, i kruznica k = k(S,r). Broj
rjesenja ovisi o medusobnom polozaju zadanih objekata.
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1° Neka su Ty i T3 izvan kruznice k. Tada je hiperbola H; =
H (Tl,S, g) GMS kruznica koje dodiruju k i prolaze kroz T3, hiper-
bola H, = H (TQ,S7 %) GMS kruznica koje dodiruju k i prolaze kroz
T5 te pravac s GMS kruznica koje prolaze tockama T3 i To (Apolonijevi

problemi reda 2).

Tvrdnja 3. Vrijedi Hy N HyNs # 0 i srediste traZene krunice se nalazi
u ovomu presjeku (Slika[9).

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O,p) s trazenim svojstvom
(M]). Tada c prolazi kroz T} i dodiruje k. Buduéi da ¢ moze k dodirivati
izvana i iznutra, to slijedi d(O,Ty) = d(O, S)—rilid(O,Ty) = d(O, S)+r.
Slijedi |d(O,T1) — d(O, S)| = r pa vrijedi O € H;. Analogno se pokaze
O € H,. Nadalje, kruznica ¢ prolazi kroz Ty i Ty pa vrijedi d(11,0) =
d(Ts, 0), sto povlaci O € s. Dakle, O € HHNHaNsip=|T10]. O

Slika 9

U ovomu slu¢aju postoje dva rjesenja i to kada se sijeku grane hiper-
bola na kojima leze GMS kruznica koje dodiruju kruznicu izvana i kada
se sijeku grane hiperbola na kojima leze GMS kruznica koje dodiruju
kruznicu iznutra.

2° Neka je T1 unutar, a T, izvan kruznice k. Tada nema rjesenja.
Sliéno kao i pod [I°%]se pokaze da ako rjeSenje postoji, srediste te kruznice
se nalazi u presjeku Ho N ENs, gdje je E = E (Tl,S, %) elipsa (GMS
kruznica koje prolaze kroz T i dodiruju k). No, pretpostavimo li da
postoji O € Hy N EN s onda vrijedi ||T10] + [SO|| = r = ||T20] —
|SOl|, |[T1O| = |T50|. Slijedi |T10| 4+ |SO| = |T10| — |SO| ili |T10| +
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|SO| = —|T10]| + |SO|. Odnosno S = O ili T» = O, §to nas dovodi do
kontradikcije.

3° Neka se obje tocke nalaze na kruznici k. Tada je trazena kruznica
zadana kruznica k. Naime, GMS kruznica koje dodiruju k i prolaze kroz
T (T3) je TiS\{T1} (T2S5\{Tz}), a GMS kruznica koje prolaze tockama
T, i Ty je simetrala duzine T:T5. Buduéi da simetrala tetive kruznice
prolazi njezinim srediStem, to je presjek ta tri GMS tocka S, a radijus

trazene kruznice je |STy|.

4° Neka se tocke T i Ts nalaze unutar kruznice k. Analognim razma-
tranjem kao i pod[I°se pokaze da postoje 2 rjeSenja sredista kojih se na-
laze u presjeku odgovaraju¢ih GMS rjesenja Aplolonijevih problema reda

2: elipse £; = F (Tl,S, %), Ey=F (TQ,S, g) i simetrale s (Slika .

S

A

Slika 10

5° Neka se jedna od toCaka nalazi na k, a druga ne lezi na k. Ana-
lognim razmatranjem kao i pod [1°|se pokaze da postoji 1 rjeSenje.

4. Konstruirati kruznicu koja prolazi zadanom tockom te
dodiruje dva zadana pravca.

Neka je zadana tocka T i pravci p; i pe. Ovisno o medusobnom
polozaju pravaca i tocke razlikujemo vise slucajeva:

1° Neka je p1 ff p2 i T ne pripada pravcima p; i pa. Oznacimo sa
@ presjek pravca p; i ps 1 sa s1, sy simetrale kutova sto ih zatvaraju
p1 1 p2. Tada je (s1 U s2) \ {@} GMS kruznica koje dodiruju p; i po,
parabola P, = P (T,p;) GMS kruznica koje dodiruju p; i prolaze kroz
T i parabola P, = P (T,p2) GMS kruznica koje dodiruju pravac po i
prolaze tockom T'.
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Tvrdnja 4. Vrijedi ((s1 U s2) \ {Q}) N Pr N Py # 0 i srediste traZene
kruznice se nalazi u tomu presjeku (Slika .

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O,p) s trazenim svojstvom
([]). Buduéi da ¢ dodiruje py i pe, to povlaéi d(O,p1) = d(O,p3) pa
je O € (s1 Uss). Bududi da je r > 0, to slijedi O # Q. Nadalje, ¢
dodiruje pravac p; i prolazi tockom T pa vrijedi d(O,T) = d(O,p1),
Sto povlaéi O € P;. Analogno se pokaze da vrijedi i O € P,. Dakle,
OE((81 USQ)\{Q})QPlﬂPQ,p:|OT|). O

Slika 11

U ovomu slucaju postoje dva rjesenja ([1]).

2° Neka je p1 || p2 i T ne pripada pravcima p; i py te se nalazi izmedu
njih. Analognim razmatranjem kao pod [I° se pokaze da postoje dva
rjeSenja Cija srediSta se nalaze u presjeku odgovaraju¢ih GMS rjesenja
Apolonijeva problema reda 2 (pravac i dvije parabole).

3° Neka vrijedi p; L py i T pripada jednom zadanom pravcu, a ne
pripada drugomu. Tada postoje dva rjeSenja.

4° Neka je p1 §f p2 1 {T'} = p1 N p2. Tada se srediste rjeSenja mora
nalaziti u presjeku GMS rjesenja odgovarajué¢ih Apolonijevih problema
reda 2: (s1Uso)\{T'}, 01 \{T}i02\{T} (gdje su 01 i 05 okomice u T na
p1 1 pa, redom). No, njihov presjek je prazan skup, pa u ovom slucaju
nema rjesenja.

5° Neka je py || p2, a T se ne nalazi izmedu pravaca py 1 pa, te ne lezi
ni na jednom od njih. Tada se srediSte rjesenja mora nalaziti u presjeku
GMS rjesenja odgovarajué¢ih Apolonijevih problema reda 2. No, buduéi
da se parabola koja je GMS kruznica koje dodiruju zadani pravac koji je
blize tocki T' i pravac koji je GMS kruznica koje dodiruju zadane pravce
ne sijeku, to rjesenje za ovaj slu¢aj ne postoji.
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6° Neka je p1 || p2 1 T € p1 (p2). Tada postoji jedinstveno rjesenje
Cije srediSte se nalazi u presjeku dva medusobno okomita pravca i para-
bole.

5. Konstruirati kruznicu koja prolazi zadanom tockom, do-
diruje zadani pravac i kruznicu.

Neka su zadani tocka T, pravac p i kruznica k = k(S,r), gdje je
r > 0. Postoji vise sluc¢ajeva ovisno o medusobnom polozaju zadanih
elemenata:

1° Neka je kNp =0, T ¢ p, T lezi izvan kruznice k, te naka su
T ik s iste strane pravca p. Tada je hiperbola H = H (S7 T, %) GMS
kruznica koje dodiruju k i prolaze tockom T, parabola P, = P (T,p)
GMS kruznica koje dodiruju p i prolaze kroz T' i P, U P3 GMS kruznica
koje dodiruju p i k, gdje je parabola P» (P3) GMS kruznica koje dodiruju
kruznicu k izvana (iznutra).

Tvrdnja 5. Vrijedi HN Py N (Po U Ps) # () i srediste traZene kruznice
se nalazi u tomu presjeku (Slika @)

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O, p) s trazenim svojstvom
([4]). Tada c prolazi kroz T i dodiruje k. Buduéi da ¢ moze dodirivati k
izvana i iznutra, to slijedi d(O,T) = d(0O, S)—rili d(O,T) = d(O, S)+r.
Slijedi |d(O, A)—d(O, S)| = r paje O € H. Nadalje, ¢ dodiruje p i prolazi
kroz T, iz Cega slijedi da je d(O,T) = d(O,p). To povlaci O € P.
Takoder ¢ dodiruje p i k i moze k dodirivati izvana ili iznutra, tj. vrijedi
d(0,p) = d(0, k), odnosno d(0O, S) = d(O, p)+r,ili d(0,S) =d(O,p)—r
iz. cega slijedi da je O € P, UP;. Dakle, O € HN PN (P, U Ps) i
p=d(0,T). O

Py

Slika 12
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Primijetimo da u ovomu slu¢aju postoje najvise 4 rjesenja ([1]).

2° Akosu kNp =10, T ik sa razli¢ite strane pravca p, onda rjeSenja
nema. Naime parabole P, P, i P3 se u ovomu slucaju ne sijeku.

3° Ako je kNp # B, p tangenta od k i T ne lezi na p i nalazi se
unutar kruznice k, onda postoji jedinstveno rjesenje. SrediSte kruznice
je presjek okomice u diralistu D p na k i simetralom duzine DT.

4° Ako je kNp # (), p tangenta od k i T € p,k, onda postoji be-
skonaéno mnogo rjesenja: SrediSta trazenih kruznica leze na okomici iz
T na p, ali bez tocke T (Slika [L3).

Slika 13

Svi ostali slu¢ajevi se analogno analiziraju.

6. Konstruiraj kruznicu koja prolazi zadanom tockom, te
dodiruje dvije zadane kruznice.

Neka su zadane tocka T te kruznice ki = k(S1,71) 1 ko = k(S2,72),
r1, 72 > 0. Promotrimo razlicite medusobne polozaje zadanih objekata i
pripadajuéi broj rjesenja:

1° Neka se tocka T nalazi izvan zadanih kruznica i neka se one nalaze
jedna izvan druge. Tada je hiperbola Hy = H (T, Sy, %) GMS kruznica
koje dodiruju k; i prolaze tockom T, hiperbola Hy = H (T, So, %2) GMS
kruznica koje dodiruju ks i prolaze tockom 7. Neka je H3 U Hy GMS
kruzica koje dodiruju zadane kruznice Apolonijev problem reda 2),
gdje je hiperbola Hs (H,) GMS kruznica koje dodiruju zadane kruznice
izvana ili iznutra (jednu od kruznica izvana, a drugu iznutra).
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Tvrdnja 6. Vrijedi Hy N Ho N (H3 U Hy) # 0 i@ srediste traZene kruznice
se nalazi u tomu presjeku (Slika .

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O, p) s trazenim svojstvom ([4]).
Tada ¢ prolazi kroz T' i dodiruje k. Buduéi da ¢ moze ki dodirivati iz-
vana i iznutra, to slijedi d(O,T) = d(0O, S1) —r1 ili d(O,T) = d(O, S1) +
r1. Slijedi |[d(O,T) — d(O, S1)| = r1, tj. O € Hy. Analogno se pokaze da
vrijedi O € H,. Nadalje, ¢ dodiruje k7 i k3. Moze obje kruznice dodiri-
vati izvana ili iznutra, jednu dodirivati iznutra, a drugu izvana. Ako ¢ do-

diruje ki i ks izvana(iznutra), onda vrijedi ||0S1|—|0Sa|| = ||p+7r1|—|p+
ra|| = [r1=ra| ([[081|=]0Ss|| = |[p—r1|—|p—r2|| = [=r1+ra| = [r1—72])
iz ¢ega slijedi O € Hs. Ako ¢ dodiruje k; izvana (iznutra), a ko iznutra
(izvana), onda vrijedi [|OS1| — [08s]| = |[p+ 1| — |p — r2|| = r1 + 12
(|l0S1] = 082|| = |lp—r1| = |p+r2|| = r1+7r2). Slijedi O € Hy. Dakle,
OEHlmHgﬂ(H3UH4)1p:|OT| O

Slika 14

Slike hiperbole Hy, Ha, H3 i H4 zbog preglednosti su obojane razli¢itim
bojama.

Primijetimo da u ovom slucaju imamo 4 rjesenja ([I]).

Svi ostali slu¢ajevi se analogno analiziraju, a broj rjeSenja moze biti
0, 1, 2, 3, 4 ili beskonacan (kada je k1 Nke = {T'}).
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7. Konstruirati kruznicu koja dodiruje tri zadana pravca.
Neka su py1, p2 1 p3 zadani pravci. Promotrimo razli¢ite medusobne
polozaje zadanih pravaca:

1° Neka zadani pravci pp, p2, ps nisu medusobno paralelni. Neka je
{A} =p1 Npa, {B} =p2Np3i{C}=psNp;. Tada su (s1 Usa) \ {4},
(s3Usq) \ {B}, (s5 Use) \ {C}, gdje su s1 1 so simetrale kutova sto ih
zatvaraju pi i pe2, s3 i s4 simetrale kutova $to ih zatvaraju ps i ps, s5 1 sg
simetrale kutova §to ih zatvaraju p; i ps, GMS kruznica koje dodiruju
pravce p; i pa, p2 1 ps3, p1 1 p3, redom.

Tvrdnja 7. Vrijedi ((s1Us2)\{A})N((s3Us0)\{BHN((s5Us6)\{C}) # 0

i srediste traZene kruznice se nalazi u tomu presjeku (Slika ,

Dokaz. RjeSenja ovoga problema su trokutu AABC' 3 pripisane i 1 upi-
sana kruznica ¢ija srediSta se nalaze u promatranomu presjeku. O

Slika 15

2° Ako vrijedi py || p2 i p2 }f p3, onda postoje dva rjesenja zadanog
problema. Sredista trazenih kruznica konstruiramo kao sjecista simetrala
kutova sto ih zatvaraju pravci p; i p3 te po2 i p3.

3

Slika 16
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3° Neka vrijedi py || p2 || ps i p1 # p2 # ps. Tada su GMS kruznica
koje dodiruju pravce py i pa, p2 i p3, p3 1 p1 medusobno razliciti paralelni
pravci, a njihov presjek je prazan pa rjeSenja nema.

8. Konstruirati kruznicu koja dodiruje dvije zadane kruznice
i zadani pravac.

Neka su zadane kruznice ky = k(S1,71) 1 ko = k(Sa,72), r1,72 > 0,
te pravac p. Promotrimo razli¢ite medusobne polozaje zadanih objekata:

1° Neka se k1, k2 1 p medusobno ne sijeku te neka se kruznice nalaze
jedna izvan druge, s iste strane pravca p. Tada su P, U P, i P3sUP; GMS
kruznica koje dodiruju kruznicu k; i pravac p, ko i p, redom gdje je para-
bola Py (Ps) GMS kruznica koje dodiruju k; (k2) izvana a parabola P,
(Py) GMS kruznica koje dodiruju k; (ko) iznutra. Nadalje je H; U Ha,
GMS kruznica koje dodiruju k; i k2, gdje je hiperbola H; GMS kruznica
koje dodiruju k; i ko izvana ili iznutra, a hiperbola Ho GMS kruznica
koje dodiruju jednu od zadanih kruznica izvana, a drugu iznutra.

Tvrdnja 8. Vrijedi (P, U Py) N (P3 U Py) N (Hy U Hy) # 0 @ srediste
traZene kruznice se nalazi u tomu presjeku (Slika .

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O, p) s trazenim svojstvom ([4]).
Tada ¢ dodiruje k1 i k2. MozZe obje kruznice dodirivati izvana ili iznutra,
jednu dodirivati iznutra, a drugu izvana. Ako ¢ dodiruje k; i ko izvana
(iznutra), onda vrijedi [|0S1]| — [0Ss|| = [|p+ 71| — |p + ro|| = |r1 — 2
([10S1] = 10S:a]| = |lp =il = p = 72| = [ =1 + 72| = [r1 = 72]), iz

Slika 17
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cega slijedi O € Hy. Ako c¢ dodiruje ky izvana (iznutra), a ko iznutra
(izvana), onda vrijedi ||OS1| — [OSs|| = |lp+ri| = |p — r2|| = r1 + 72
(||O0S1| = 10Sa|| = |lp = r1| = |p + r2|| = r1 + r2) pa slijedi O € Ha.
Dakle, O € H; U Hy. Nadalje, ¢ dodiruje p i k1 pri ¢emu k; moze dodiri-
vati izvana ili iznutra, tj. vrijedi d(O,p) = d(O, k1), odnosno d(O, S1) =
d(O,p)+mr,ili d(O,p) = d(0O, S1) +71, odnosno d(0, S1) = d(O,p) —ry.
To povlaci O € P; U P,. Analogno se pokaze da vrijedi O € P3 U Py.
Dakle, O € (P1UP2)Q(P3UP4)Q(H1UH2) ip:d(S,p). O

U ovomu slucaju imamo 8 rjesenja ([I]).

Zbog preglednosti na Slici [I7 GMS kruznica za pojedine Apolonijeve
probleme reda 2 su obojana razlicitim bojama i nisu istaknute sve trazene
kruznice ve¢ samo njih tri iako ima vise vidljivih sredista trazenih kru-
Znica.

2° U slucaju kada se kruznice k; i ks sijeku ili kada se jedna nalazi
unutar druge, a pravac p sijece veéu tada provodimo analizu analognu
onoj iz slucaja [L°| samo §to se broj rjeSenja razlikuje ovisno o dodatnim
medusobnim odnosima zadanih objekata.

3° Ako su zadane kuznice jedna unutar druge, a zadani pravac ih ne
sijece, onda rjeSenja oc¢ito nema.

Svi ostali slu¢ajevi se analogno analiziraju.

9. Konstruirati kruznicu koja dodiruje dva zadana pravca i
zadanu kruznicu.

Neka su zadani pravei p; 1 py te kruznica k = k(S,r), gdje je r
proizvoljan pozitivan realan broj.

1° Neka se zadani pravci sijeku i neka ne sijeku zadanu kruznicu.
Oznacimo sa @ njihov presjek i sa s1, s simetrale kutova sto ih zatvaraju
p1 1 pa. Tada je (s1 U s2) \ {@} GMS kruznica koje dodiruju p; i ps.
Neka je P; U P, GMS kruznica koje dodiruju p; i k, gdje je parabola P;
(P2) GMS kruznica koje k dodiruju izvana (iznutra) i neka je P3 U Py
GMS kruznica koje dodiruju pravac ps i k, gdje je parabola Ps (Py) GMS
kruznica koje k dodiruju izvana (iznutra).

Tvrdnja 9. Vrijedi ((s1Us2)\{Q})N(PLUP)N(PsUPy) # 0 i srediste

traZene kruZnice se nalazi u tomu presjeku (Slika @)

Dokaz. Znamo da postoji kruznica ¢ = k(O,p) s trazenim svojstvom
([]). Tada ¢ dodiruje p; i pa. Slijedi d(O,p1) = d(O,p2) pa je O €
(s1 Us2) \ {Q}. Nadalje, ¢ dodiruje py i k, pri ¢emu k dodiruje izvana
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ili iznutra iz cega slijedi da je d(O,p;) = d(O, k), odnosno d(O,S) =
d(O,p1)+r,ili d(O,p1) =d(0,8)+r, tj. d(O,S) =d(O,p1)—r. Slijedi
O € Py UP,. Analogno se pokaze da vrijedi O € P3 U P,. Dakle,
Oe (Pl @] PQ) n (Pg @] P4) n ((81 @] 82) \ {Q}) ip= d(O,pl). O

Slika 18

U ovomu slucaju postoji 8 rjesenja.

2° Ako su pravci paralelni, onda postoje Cetiri rjeSenja. Konstrukcija
je analogna prethodno opisanoj, ali neki sluc¢ajevi propadaju.

Svi ostali slu¢ajevi se analogno analiziraju.

10. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje tri zadane kruznice.
Neka su zadane kruznice k1 = k(S1,71), ko = (kSe,72) 1 k3 =
k(Ss,r3), T1,72,73 > 0. Promotrit éemo, zbog jednostavnosti, samo
slucaj kada niti jedna od kruznica nije sadrzana ni u jednoj od preostalih
dviju te kada se nikoje dvije ne sijeku. Tada je H;UHs, gdje je hiperbola
H,; GMS kruznica koje dodiruju k; i ko izvana ili iznutra, a hiperbola Hs
GMS kruznica koje jednu od ky i k3 dodiruju izvana, a drugu iznutra,
rjeSenje 3] Apolonijeva problema reda 2, tj. GMS kruznica koje dodiruju
k1 1 ko. Analogno znacenje imaju HsU Hy (GMS kruznica koje dodiruju
ko i k3) te Hs U Hg (GMS kruznica koje dodiruju k; i k3).

Tvrdnja 10. Vrijedi (Hy U Hy) N (Hs U Hy) N (Hs U Hg) # 0 i srediste

traZene kruznice se nalazi v tomu presjeku.

Dokaz. Neka je ¢ = k(O, p) kruznica s trazenim svojstvom. Tada ¢ do-
diruje k1 i ko i moze obje kruznice dodirivati izvana ili iznutra, jednu
dodirivati iznutra, a drugu izvana. Ako c¢ dodiruje k1 i ko izvana (iz-
nutra), onda vrijedi ||OS1| = [0Sa|| = [|lp 4+ r1] = |p + r2|| = |r1 — 72
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([lOoSi] = 0Sa|| = |lp=ril = lp—72l| = | = r1 + 72| = |r1 — 72]), iz
cega slijedi O € Hy. Ako c¢ dodiruje ky izvana (iznutra), a ko iznutra
(izvana), onda vrijedi ||OS1] — [OSs|| = |lp+ 1| = |p — r2|| = r1 + 72

(||OSl‘_|OSQ|| = ||p—7"1|—|p+7“2|| = 7"1+’)"2) pa Slljedl Oe H2. Dakle,
O € H{UH,. Analogno se pokaze da vrijedi O € H3UH, i O € H5U Hg.
Zakljutujemo da je O € (Hy U Hy) N (H3 U Hy) N (Hs U Hg). O

Postoji 8 rjesenja ovoga problema ([4]) koja se medusobno razlikuju
po strani s koje trazena kruzmica dira zadane kruznice (s vanjske ili
unutarnje strane). U nastavku prikazujemo sredista rjesenja ovoga Apo-
lonijeva problema reda 3 (zapravo originalnoga Apolonijeva problema)
kao presjek odgovarajué¢ih hiperbola, tj. GMS rjesenja |3 Apolonijeva
problema reda 2. Na svakoj slici prikazujemo po dva rjesenja (slike
).

U svim ostalim slucajevima, u ovisnosti o medusobnom polozaju za-
danih kruznica, broj rjeSenja se mijenja, dok se rjeSenja konstruiraju na
isti nac¢in koji je prethodno opisan.

20
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4 Apolonijev problem reda n > 4

Apolonijevih problema reda 4 ima ukupno petnaest. Najjednostavniji
glasi:

Konstruiraj kruznicu koja dodiruje cetiri zadane tocke.

Buduéi da zadane tocke (ako nikoje 3 nisu kolinearne) odreduju
cetverokut, to rjeSenje problema postoji ako i samo ako je taj ¢etverokut
tetivni. Mozemo promatrati takoder i duzine odredene tim tockama ko-
jih ima (3):6. Simetrale tih duzina su GMS kruznica koje dodiruju
tocke koje odreduju tu duzinu (Apolonijev problem reda 2). O¢cito je
sjeciste tih simetrala i GMS kruznica koje dodiruju sve cetiri zadane
tocke. Mozemo ovaj problem promatrati i kao Apolonijeve probleme
reda 3 ako gledamo GMS kruznica koje dodiruju po tri tocke. Njih ima
(g) =4. GMS tih kruznica je samo jedna tocka (srediste trokutu opisane
kruznice), a presjek tih ¢etiriju geometrijskih mjesta sredista je neprazan
samo ako se sve cCetiri tocke podudaraju i to je srediste rjeSenja sva Cetiri
problema reda 3 i problema reda 4.

U usporedbi s Apolonijevim problemima nizeg reda gdje smo naisli
na konike prilikom odredivanja GMS kruznica koje dodiruju zadane
objekte, ovdje prilikom promatranja najjednostavnijeg Apolonijeva pro-
blema reda 4, dolazimo do najvise jednog rjeSenja, pa nam stoga, nije
interesantno promatrati Apolonijeve probleme reda n > 4.

5 Daljnje generalizacije Apolonijeva proble-
ma

Kut presjeka izmedu trazene kruznice i zadanih elemenata (pravca i
kruznice) u dosadasnjim razmatranjima je 0°. Stavljajuéi proizvoljni
kut o € [0, 180°) pod kojim trazena kruznica sijece zadane kruznice, od-
nosno pravce, dobivamo jos jednu generalizaciju Apolonijeva problema
reda n. Analogno, ali znatno sloZenije, razmatranje mozemo provesti i za
ovaj problem koriste¢i metodologiju identi¢nu onoj koju smo upotrijebili
pri rjeSsavanju Apolonijeva problema za o = 0°.
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