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SaZetak

Za vrijeme svoga boravka u Parizu 1760. godine Ruder BoSkovi¢ je proucavao
oblik péelinje stanice kao matematicki problem nalaZenja najmanjeg oploja za
zadani prizmatiéni obujam te odmah upozorio na gospodarsku motivaciju toga
problema: "uporaba najmanje kolicine voska". Rijesivsi problem s pomocu
geometrijske metode, BoSkovi¢ je zakljucio da se rjeSenje lako dobiva i
sredstvima infinitezimalnoga racuna. U okviru analitickoga pristupa BoSkovic¢ je
pronaSao funkciju koja opisuje oploije pcelinje stanice, a time i utroSak voska
pri gradnji péelinje stanice. BoSkoviceva se funkcija moZe protumaciti u sklopu
dvaju gospodarskih modela: optimalizacija uz uvjet i izbor tehnologije s
najmanjim troskovima. Zato je ovaj problem iz hrvatskog matematickog i
gospodarskog naslijeda prikladan da bude uvrsten u monografiju ili udzbenik
koji se bavi primjenama diferencijalnoga racuna u gospodarstvu. Clanku su
priloZeni prvi prijevodi Boskoviceva geometrijskog i analitickog rjeSenja na
hrvatski jezik.

Kljuéni pojmovi: funkcija stalnog troska, funkcija stalne kolicine proizvodnje,
izbor tehnologije s najmanjim troskovima, geometrijski oblik stanice pcelinjega
saéa, Boskoviéeva funkcija za utrosak voska pri gradnji stanice pcCelinjega saca,
minimum funkcije, geometrijska metoda, infinitezimalni racun, optimum

*  Autor izrie zahvalnost osoblju Knjiznice Male bra¢e u Dubrovniku na
susretljivos¢u $to je mogao proucavati rijetko izdanje Stayeva spjeva
Philosophiae recentioris ... versibus traditae libri X, Tomus secundus
(Romae: Palearini, 1760) sa signaturom KMB 35-VII-25.
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Arte favus mira compingitur, & licet ollis

Haud ulla artifici tractetur regula dextra,
Appositos tamen & flexus novere, modosque
Senorum laterum; spatia implent cuncta, caventque,
Nusquam ne constet cerae parcissimus usus.

Benedikt Stay, Recentioris philosophiae...libri X
(Romae: Palearini, 1760), 1. 6, vv. 2334-2336, p. 290.

Uz mnoge druge pristupe, proucavanje proizvodnje moze otpoceti
tako da se istrazi odnos izmedu funkcije stalnog troSka c (eng. isocost) i
funkcije stalne kolicine proizvodnje q (eng. isoquant). Pritom prvospomenuta
funkcija zacijelo iskazuje wuzajamnu ovisnost Ccimbenika proizvodnje uz
unaprijed dane ukupne troSkove, dok u ovoj drugoj valja prepoznati onu
vrstu funkcije proizvodnje koje prikazuje uzajamnu ovisnost istih c¢imbenika
uz unaprijed odredenu razinu proizvodnje. Kako svaki meduodnos
¢imbenikd proizvodnje opisuje jednu tehnoloSku moguénost, to funkcija
stalne koli¢ine proizvodnje predocuje velik raspon tehnoloskih moguénosti
za proizvodnju Zeljene koliine proizvoda. Gospodarska zadaca, koja
istrazuje kako posti¢i postavljeni cilj proizvodnje uz S§to manje troSkove,
matematicki se modelira tako S§to se na funkciji stalne kolicine pronade
tocka u kojoj se postizu najmanji troskovi. Ta se zamisao mozZe
jednostavno predo€iti u ravninskom koordinatnom sustavu uz naravnu
pretpostavku da i troskovi i proizvodnja ovise o dva ista ¢imbenika, obi¢no
o radu L i kapitalu C (sl. 1). Funkcija stalne kolicine prikaze se nekom
krivuljom ¢, a funkcije stalnog troSka sustavom pravaca ci, c2, ... koji ne
prolaze ishodiStem. Graficko rjeSenje postavljenoga problema je tocka u
kojoj jedna funkcija stalnog troSka dira funkciju stalne kolicine. Za
postupak pronalazenja toga diraliSta D vec¢ se uvrijezio stru¢ni nazivak
"izbor tehnologije s najmanjim troSkovima" (the cost-minimising choice of
technology). :

Jedan 'izbor tehnologije s najmanjim troSkovima", i to shvaden u
doslovnom smislu, moguce je prona¢i u hrvatskoj matematickoj bastini.
Rije¢ je o funkciji koja opisuje utroSak voska Sto ga pcele koriste u
izgradnji svoga saca, a koju je funkciju godine 1760. u Parizu oblikovao
Ruder BoSkovi¢c da bi egzaktno dokazao kakav je matematicki oblik
pcelinje stanice. U ovom ¢u clanku najprije u povijesnom kontekstu
prikazati problem najStedljivije uporabe voska pri izgradnji pcelinjega saca,
a zatim Ccu, slijede¢i BoSkoviceve matematicke postupke, sazeto izloziti
problem u matematickom obliku i prikazati oba njegova rjeSenja, jedno uz

1 Usp. David F. Heathfield and Séren Wibe, An Introduction to Cost and
Production Functions (Houndmills/London: MacMillan Education Ltd., 1987),
osobito poglavlje "Cost functions and the theory of the firm", pp. 28-52.
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Sl 1. Izbor tehnologije s najmanjim troskovima: odredivanje diralista
funkcije stalnog troska i funkcije stalne kolic¢ine proizvodnje

pomo¢ geometrijske a drugo uz pomo¢ infinitezimalne metode. Pritom cu
upozoriti na istancane iskaze u kojima je BoSkovi¢ usporedivao ucinkovitost
dviju metoda. Napokon, rasvijetlit ¢u gospodarska znaCenja problema te cu
problem kojemu je Boskovi¢ posvetio toliko istrazivackog Zara zapisati u
obliku zadatka koji bi, kao istaknuti povijesni primjer, zavrijedio uéi u svaki
monografski prikaz ili zbornik zadataka posveen primjenama matematickih
metoda u gospodarstvu.

GOSPODARSKO OBRAZLOZENJE PROBLEMA:
"NAJSTEDLJIVIJA UPORABA VOSKA"

Dvije su okolnosti bitno utjecale na prvi rimski susret Rudera
Boskovica i Benedikta Staya S§to se zbio 1745. godine: Stay je 1744. godine
u Veneciji objavio spjev o Descartesovoj filozofiji prirode Philosophiae
versibus traditae libri sex (Sest knjiga filozofije u stihovima) §to ga je spjevao
u dubrovackom kulturnom krugu Marina Sorkocevica, a BoSkovi¢ je vec
tada slovio kao revni i, vrijeme je pokazalo, najutjecajniji privrzenik
Newtonove filozofije prirode na Apeninskom poluotoku. Tom je prigodom
Boskovi¢ nagovorio Staya da u stihovima prikaze "noviju", dakle Newtonovu
filozofiju prirode, kako to posvjedocuje BoSkoviéevo pismo upuéeno bratu
Bozu u Dubrovnik 11. listopada 17452 U zajednicki projekt Philosophiae

2 Vidi o tome opsirnije u: Zarko Dadi¢, "Benedikt Stay i njegove poeme o
prirodoznanstvenim filozofijama", u: Povijest egzaktnih znanosti u Hrvata,
knjiga prva (Zagreb: Liber, 1982), str. 296-300; Ivica Martinovic,
"Pretpostavke za razumijevanje geneze Boskovicevih ideja o neprekinutosti i
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recentioris ... versibus traditae libri X (Deset knjiga novije filozofije u
stthovima) ulozZio je BoSkovic sve svoje pedagosko umijece. Mjesecima je
Stayu sustavno i svakodnevno izlagao Newtonovu fiziku, ukljucujuéi i
dostignuéa fizicara poslije Newtona i drugu gradu S$to je tada bila
predmetom znanstvenih istraZivanja. Stay je brzo napredovao u versifikaciji i
u svemu ispjevao 24.227 heksametara o Newtonovoj i Boskoviéevoj filozofiji
prirode. Izdavanje spjeva kocio je BoSkovi¢, pokretaC cijele zamisli, jer nije,
zbog svojih razgranatih djelatnosti, s istim poletom napisao biljeske i
dopune koje su stihovi zahtijevali. Tako se dogodilo da je prvi svezak
objavljen godine 1755, drugi 1760, dok se tre¢i pojavio iza BoSkoviceve
smrti 1792. godine, i to, nazalost, bez dopuna. A upravo se dopune, kao
zaokruzeni, kriticki ogledi na zadane filozofske, fizicke ili matematicke
teme, ubrajaju u sam vrh Boskoviceva stvaralastva.

Drugi je svezak Stayeva spjeva uglavnhom posveéen astronomskoj slici
svijeta u Newtonovu sustavu. Izvan toga tematskog kruga iznimno su
obradene dvije prirodne pojave o kojima je Boskovié poucavao Staya:
paukova mreZza i pcelinje sace. BoSkovieva pouka o geometrijskom umijeéu
pcela zrcali se u Stayevim stihovima koji se nalaze pri samom kraju Seste
knjige spjeva:

"Cudesnim umijeéem sklapa se sace. lako za posude
Umjetniku posluzila nisu nikakva mjerila vjesta,
Prikladne prijevoje poznaju pcele, pravila znaju

Sa Sest stranica: Citave prostore pune pa bdiju.
Nikada, znano je, Stedljivije uporabe voska."

Stayev jezgrovit iskaz zahtijevao je dodatna tumacenja za koja se
pobrinuo BoSkovi¢ napisavsi biljeSku i posebni ogled upravo uz ove stihove.
U biljesci je prvo prikazao dvije temeljne matematicke ideje pri gradnji
pcelinjega saca:

"Nadalje, [na§ pjesnik] prikazuje Ccudesno umijeée u [pcelinjim]
stanicama S§to ih treba graditi, pri ¢emu je pak dvoje dostojno spomenuti:
prvo, koristi se Sesterokutni lik koji je od svih likova jednakoga oboda
najprostraniji, Sto su znali i Stari i zato pcele nazivali geometrima; a
drugo, opazeno u naSem stoljecu, da se vrhovi njihovih stanica omeduju
trima rombovima Sto se sastaju pod prostornim kutom, pa postoji onaj lik

beskonacnosti: kronologija radova, povijesna samosvijest, tematske odrednice",
Vrela i prinosi 16 (1986), str. 3-22, str. 11-12.

3 Benedictus Stay, Recentioris philosophiae ... versibus traditae libri X, Tomus
secundus (Romae: Typis, et sumptibus Nicolai et Marci Palearini, 1760), L.
6, wv. 2332-2336, p. 290, ovdje u mom prijevodu na hravatski. Vidi latinski
izvornik u mottu ovoga clanka.
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samih rombova ili postoje oni njihovi ravninski kutovi da se, uz isti obujam
stanica, upotrijebi najmanja §to se moze koliina voska cime najviSe Stede."*

Zatim je poblize rastumacio Stayeve poetske izriCaje s matematickim
sadrzajem. U izricaju "prikladni prijevoji" (appositi flexus) treba prepoznati
prostorne kutove S§to ih zatvaraju tri romba kako bi se upotrijebila
najmanja koli¢ina voska, a wu izricaju "pravila o Sest stranica" (modi
senorum laterum) treba prepoznati osnovnu prednost Sesterokuta pred
ostalim pravilnim likovima jednake povrSine (sl. 2).

2, 68

67

P 0K

SL 2. Trokut, kvadrat, Sesterokut: pravilni geometrijski likovi jednakoga
opsega, a razlicite povrsine. Boscovich, "De apium cellulis", u: Benedictus
Stay, Philosophiae recentioris ... versibus traditae libri X, Tomus II.
(Romae: Pagliarini, 1760), Tab. 1II, figg. 67-69.

Geometrijsku gradu, koju je u biljeSci tek natuknuo,” Bogkovié je
sustavno razradio u samostalnom ogledu gdje se slobodno mogao posluziti
matematickim instrumentarijem epohe: geometrijskom i infinitezimalnom
metodom. Boskovi¢ev prinos iz "primijenjene” matematike nastao je tijekom
njegova boravka u Parizu. StoviSe, na temelju prepiske izmedu dvojice
brace Rudera i Bara, moguce je jo§ preciznije ustvrditi: nastao je u prvom
tiednu travnja 1760. godine. Uz pismo, §to ga je uputio Baru u Rim 31.
ozujka, Ruder je prilozio listove za Benedikta Staya u kojima se nalazilo
gotovo sve od preostalih njegovih dopuna za drugi svezak Stayeve
Recentioris philosophiae. Nedostajala je, zabiljezio 6ie Ruder u pismu bratu,
jo§ jedino dopuna o pcelama koja ée biti kratka.” A uz pismo bratu Baru

4 Rugerius Josephus Boscovich, "Adnotatio 1", u: Stay, Recentioris philosophiae
... libri X, p. 290.

5 Boscovich, "Adnotatio 1", u: Stay, Recentioris philosophiae ... libri X, pp.
289-291, na pp. 290-291.

6 Vidi pismo Rudera Boskovica Baru Boskovi¢u, Paris, 31. ozujka 1760, br.
29, u: Zeljko Markovié¢ (ur.), "Boskovicev put u Francusku g. 1759./60.", u:
Grada za Zivot | rad Rudziera Boskovica 2 (Zagreb: JAZU, 1957), str.
124-126, na str. 124: "In questi foglietti [per D. Beno] vi e quasi tutto il
residuo, mancando solamente I'affar delle api, che e corto."
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s nadnevkom 6. travnja iste godine BoSkovi¢ je ve¢ priloZio posiljku za
Benedikta Staya u kojoj se nalazila ta zavrSna dopuna.” I, doista, ogled
pod naslovom De apium cellulis (O pcelinjim stanicama) uvrSten je kao
posljednja BoSkoviceva dopuna uz drugi svezak Stayeva priro§dznanstvenoga
spjeva.

U uvodu ogleda BoSkovi¢ je ponovno izlozio dvije temeljne ideje u
geometrijskom obliku pcelinje stanice, da bi zakljucio: "U oba slucaja pcele,
kako iz&leda, najviSe Stede vosak, u onome S§to treba napraviti rade
mnogo." To zna¢i samo jedno: povijesni kontekst Boskoviceva
matematickoga prinosa viSestruko upucuje na gospodarsko obrazloZenje
problema: Stednju gradivnoga materijala voska. Stayevi stihovi isticu
"najstedljiviju uporabu voska" (cerae parcissimus usus) i time posredno
sviedoce kako je BoSkovic pouCavao Staya o tom predmetu, dok
Boskoviéeva kratka biljeSka ispod stihova i BoSkoviev samostalni ogled De
apium cellulis izric¢ito zbore o uStedi voska.

BOSKOVICEV MTEMATICM OPIS STANICE
PCELINJEGA SACA

U dopuni De apium cellulis Boskovic je nakanio matematicki
provjeriti Réaumurovu pretpostavku da stanica pcelinjega saca medu
prizmati¢nim tijelima jednakog obujma ima najmanje oplo§je te egzaktno
rjeSenje usporediti s Maraldijevim mjerenjima, predocenima Académie des
Sciences u Parizu 1712. godine. Pcelinja je stanica, kako je to izlozio
Réaumur u svom znamenitom djelu o kukcima Mémoires pour serir a
lhistoire des Insectes (1740), prizmaticna tvorevina. Presjek joj je Sesterokut,
dakle lik koji medu pravilnim geometrijskim likovima jednaka opsega ima
najveCu povrSinu, a pobocke su joj trapezi. Odozgo je naravski otvorena
kako bi pcela mogla uéi i ostaviti med, dok odozdo nije omedena, kako bi
se ocekivalo, Sesterokutom, nego trima rombovima jednake povrSine S$to se
pod prostornim kutom sastaju u jednoj tocki (sl. 3).

7 Vidi pismo Rudera BoSkovica Baru Boskovicu, Paris, 6. travmja 1760, br.
30, u: Markovi¢, "BoSkovicev put u Francusku g. 1759./60.", str. 126-130, na
str. 127: "Vi accludo un piego per D. Beno, in cui vi & il fine di tutto."

8 Rogerius Josephus Boscovich, "De apium cellulis", supplementum 6. ad
librum sextum, u: Benedictus Stay, Philosophiae recentioris ... versibus traditae
libri X, Tomus secundus (Romae: Typis, et sumptibus Nicolai et Marci
Palearini, 1760), nn. 656-680, pp. 498-504, figg. 67-71.

9 Boscovich, "De apium cellulis", n. 656, p. 498: "adeoque utrobique apes
parcere cerae, quam licet, maxime, in qua conficienda laborant plurimum."
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SL 3. Oplosje stanice pcelinjega saca: ploha najmanje povrsine medu
prizmaticnim plohama koje omeduju unaprijed odredeni obujam. Boscovich,
"De apium cellulis", u: Benedictus Stay, Philosophiae recentioris ... versibus

traditae libri X, Tomus II. (Romae: Pagliarini, 1760), Tab. III, fig. 70.

Oplosje stanice sastoji se, dakle, od Sest trapeza i tri romba, a
problem odredivanja najmanjeg oplo$ja takva tijela svodi se na odredivanje
oblika romba. Suofen s tako oblikovanim zadatkom, BoSkovi¢ je prvo
potraZio geometrijsko, pa tek onda analiticko rjeSenje. Takav je postupak
bio vaZzno obiljezje Boskoviceve matematicke metodologije.

10 BoSkovievu matematicku metodologiju sustavno sam istrazivao u: Ivica
Martinovi¢, "BoSkovi€’s choice of method at the beginning of his
mathematical career", Dijalektika 23 (1988), str. 57-71, Ivica Martinovié,
"The genesis of Boskovi¢’s contributions to mathematics", u: Fritz Krafft
and Christoph J. Scriba (eds), XVIIIth Intemational Congress of History of
Science, Ist - 9th August 1989, Hamburg/Munich: Abstracts (Hamburg:
International Union of the History and Philosophy of Science/Division of
History of Science, 1989), M2-13; Ivica Martinovié, "Rimsko razdoblje"
Boskoviéeva misljenja (Zagreb: Filozofski fakultet SveudiliSta u Zagrebu,
1992), doktorska disertacija, osobito poglavlie "Neostvarena  teorija
infitinitezimala: izmedu nacrta teorije i primjene metode", str. 244-282; Ivica
Martinovi¢, "Neostvarena teorija infinitezimala: izmedu nacrta teorije i
primjene metode", Filozofska istraZivanja 13 (1993), pp. 453-474.
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Geometrijsku je rasélambu'!  Boskovié zapoceo razmatrajuéi pcelinju

stanicu kao posudu u obliku Sesterostrane prizme zadanog obujma (sl. 3).
Dno takve posude je Sesterokut GHIKLM koji se sastoji od tri romba
MGHQ, HIKQ i KLMQ jednake povrSine. Sto se dogada ako se,
primjerice, romb MGHQ zamijeni rombom MNHR uz uvjet da vrijedi GN
= QR? Time se od obujma posude oduzima trostrana piramida MGHN, a
dodaje mu se trostrana piramida MQHR. Osnovice tih piramida, a to su
trokuti MGH i MQH, jednake su jer su polovice romba MGHQ, a njihove
visine GN i QR jednake su na temelju postavljenoga uvjeta. Dakle,
piramide MGHN i MQHR jednakog su obujma, pa se posudi, unato¢
takvoj promjeni oblika, obujam nije promijenio. Isto se razmatranje moze
provesti i za ostala dva romba u Sesterokutu GHIKLM. To znaci da se
polazna posuda zadanog obujma, sastavljena od Sest pravokutnika i jednog
Sesterokuta, moze zamijeniti posudom koja je sastavljena od Sest trapeza i
tri romba, a jednakog je obujma. Ono §to se pri takvoj promjeni oblika
posude zacijelo mijenja njezino je oploSje. Za svaki polozaj tocke N na
bridu AG moZe se geometrijski konstruirati posuda kojoj je obujam jednak
obujmu polazne posude ili, S§to je jednakovrijedno, kojoj je obujam
unaprijed zadan. Time je Boskovi¢ konstruktivno rijeSio kako napraviti
beskona¢no mnogo prizmati¢nih tijela koja su jednakoga obujma.

Jo§ mu je preostalo ustanoviti koja medu tim prizmati¢nim
tvorevinama ima najmanje oplosje. Da bi to postigao, BoSkovi¢ je proveo
dovitljivo razmatranje iz diferencijalne geometrije u kojem je intuitivno
razumijevao pojam minimuma, a da nije upotrijebio pojam diferencijala.
Neka se pretpostavi da su MNHR i MnHr dva romba beskonacno bliska
poloZaju minimuma. Ako N prijede u n, pa time romb MNHR prijede u
romb MnHr, onda je zbog pretpostavke opravdano drzati da nije doSlo do
promjene oplo§ja prizmaticne tvorevine, a to znaCi da uveCanje povrSine
koje slijedi iz razlike povrSina tih dvaju rombova mora biti jednako
umanjenju povrsine pobocja: .

P(¢ MnHr) - P(®¢ MNHR) = P(ANHn) + P(ANMn),

MH x nT = Nn x GH.

Odatle, uz elementarna geometrijska razmatranja, slijedi:

NR? : MH? = 1: 2.
Romb, kojim oplo§je prizmati¢ne tvorevine postize najmanju vrijednost, ima
svojstvo da je kvadrat krace dijagonale jednak polovici kvadrata duZe
dijagonale.

11 Geometrijsko je rjeSenje izlozeno u: Boscovich, "De apium cellulis", nn.
667-670, pp. 500-501, a moj prijevod tih paragrafa na hrvatski uvrSten je
kao prilog 1 uz ovaj ¢lanak. Usp. prikaz Boskovieva geometrijskoga
rieSenja u: Vladimir Varicak, "Matematicki rad BoSkovicev', Rad JAZU 181
(1910), str. 75-208, na str. 190-194.
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U sklopu analitickog pristupa,12 Boskovi¢ je, dakako pod neposrednim
utjecajem geometrijske ra$¢lambe, za nepoznanicu x odabrao duZinu GN, pa
oplo§je stanice pcelinjegaa saca prikazao kao funkciju te varijable:

f(x) = 6ab - 3ax + 3 3a3¢ + 3/4a*

gdje su:

a = AB = GH stranica Sesterokuta,

AG duza osnovica trapeza,

X = GN = AG - AN razlika medu osnovicama trapeza (sl. 4).

6ab— 3ax == 3V3a:zxx-}--}u4 .

Sl. 4. Boskoviceva funkcija utroska voska pri gradnji pcelinjega saca: graficki
zapis iz 18. stolje¢a. Boscovich, "De apium cellulis", u: Benedictus Stay,
Philosophiae recentioris ... versibus traditae libri X, Tomus II. (Romae:

Pagliarini, 1760), n. 680, p. 503.
Prva dva Clana u analititkom zapisu ove funkcije prikazuju povr§inu
pobocja sastavljenog od Sest trapeza jednake povrSine. Treéi ¢lan prikazuje
povrsinu triju rombova koji samo s jedne strane omeduju pcelinju stanicu.

Uz pomo¢ diferencijalnoga racuna, Boskovi¢ je lako ustanovio da
funkcija postize minimum za vrijednost:

x=a/V_8-.

Pritom je naSao samo stacionarnu tocku, dakle nije trazio drugu
derivaciju da bi ustanovio vrstu ekstrema jer je po smislu zadatka mogao
ocekivati jedino i samo minimum. I to, da nije trazio drugu derivaciju i
njezin predznak u stacionarnoj tocki, moze se takoder smatrati obiljezjem
njegova pristupa primjenama infinitezimalnoga racuna u geometriji.

Posavii od analitickog rjeSenja za x lako se, uz pomoé¢ elementarnih
geometrijskih razmatranja, dokaZe bitno svojstvo romba koji je sastavni dio
najmanjeg oplo§ja prizmatiéne tvorevine. Kako vrijedi:

SG? = 1/42% SH? = 3/44%

primjenom Pitagorina poucka dobije se odnos medu dijagonalama romba,
veC otprije poznat iz geometrijskoga dokaza:

SN? = SG? + x* = 3/8a>
SN? = 1/2 SH2,
NR? : MH? = 1 : 2.

12 Analiticko je rjeSenje izlozeno u: Boscovich, "De apium cellulis", n. 680, pp.
503-504, a moj prijevod toga teksta uvriten je kao prilog 2 uz ovaj ¢lanak.
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USPOREDBA GEOMETRIJSKOG 1 ANALITICKOG
RJESENJA

S metodoloSkoga stajaliSta, BoSkovicev pristup matematickom opisu
stanice pcelinjega saca odlikuje se usporednom potragom za geometrijskim i
analitickim rjeSenjem problema. Da je tom prilikom BoSkovi¢ prosudivao
koje je rjeSenje bolje i elegantnije, potvrduje viSe istancanih iskaza. Prije
negoli je zapoCeo s izlaganjem oba svoja rjeSenja, BoSkovi¢ je ustvrdio:

"Uistinu, i rjeSenje je problema posve lako, bilo da se

upotrijebi [infinitezimalni] racun, bilo i sama geometrija, a

odredivanje romba i njegovih kutova postaje posve jednostavnim

i elegantnim". ™
Poslije geometrijskog, a prije analitickog rjeSenja, njegova je prosudba
glasila:

"Ovdje ¢u dodati samo ovo: ako se postupi po uobiajenoj

analitickoj metodi, jo$ uvijek je rjeSenje posve lako i dobiva se

isti ishod.""*

RijeSiv§i problem u sklopu diferencijalnog racuna, Boskovi¢ je dobiveni
ishod nuzno morao geometrijski protumaciti zbog geometrijske naravi
postavljenog problema. Ta mu je prigoda omoguéila zakljuénu usporedbu
dviju metoda:

"Uistinu, geometrija sama neposredno je povela onamo kamo

raCuni nisu bili vodili, (...) A cesto se pak dogada, upravo u

takvim posve jednostavnim problemima, da geometrija daje

jednostavnije i elegantnije ishode nego [infinitezimalni] racun.

Ovdje, ipak, racun daje kutove trapeza dostatno lako."

Boskoviéeva pariSka prosudba 1760. godine o tome kojoj od dviju
matematickih metoda dati prednost vrlo je odmjerena. Geometrijski dokaz
odlikuje se neposredno$éu, a to ovdje znaci zorno$¢u kakvu BoSkovi¢ ne
moZe prepoznati u postupcima infinitezimalnog racuna. Glede MacLaurinova
rjeSenja istog problema, §to ga on nije imao prilike upoznati, on dodaje da
geometrijsko rjeSenje ne moze promasiti "Sto se tie ili jednostavnosti

13 Boscovich, "De apium cellulis", n. 666, p. 500: "verum & problematis
solutio est admodum expedita, sive adhibeatur calculus, sive etiam sola
Geometria, & determinatio rhombi, atque angulorum provenit admodum
simplex, & elegans, (...)"

14 Boscovich, "De apium cellulis", n. 679, p. 503: "Illud tantummodo hic
addam, si analytica usitata methodo sit procedendum, adhuc admodum
expeditam solutionem esse, & eandem determinationem obvenire."

15 Boscovich, "De apium cellulis", n. 680, p. 504: "Verum Geometria ipsa
immediate eo deduxit, quo calculis non deduxisset, (..) Et quidem saepe
accidit, potissimum in hujusmodi problematis admodum simplicibus, ut
Geometria simpliciores, & elegantiores determinationes exhibeat, quam
calculus. Hic tamen calculus angulos trapeziorum satis expedite exhibet:"
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rjeSenja, ili prozimanja i povezivanja posljedica".16 Ali i rjeSenju unutar
diferencijalnog racuna BoSkovi¢ priznaje uobicajenost i lakocu.

BOSKOVICEVA FUNKCIJA I NJEZINA GOSPODARSKA
ZNACENJA

Trazeéi analiticko rjeSenje za problem izgradnje pcelinje stanice
Boskovi¢ je naSao realnu funkciju koja opisuje oplosje pcelinje stanice u
ovisnosti o veli¢ini koja jednoznacno odreduje rombove koji zatvaraju
pcelinju stanicu.

f(x) = 6ab - 3ax + 3 V3a®x® + 3/4a*, xx0
i ustanovio da ta funkcija postize minimum za vrijednost:

X =*a/ \[8_

Ako se za vrijednosti parametara a i b odaberu vrijednosti koje se nalaze
na crtezu (sl. 3) kojim se Boskovi¢ popratio svoj ogled De apium cellulis,
dakle a = 1, b = 3 u odabranim jedinicama, onda analiticki zapis funkcije
glasi:
f(x) = 18 - 3x + 3V3x* + 0.75,

a njezin graf prikazuje sl. S.

Boskovicevo analiticko rjeSenje dozivjelo je visoke ocjene. Osobito
valja istaknuti prosudbu engleskog istrazivaca Glaishera iz lipnja 1873.
godine: "Odatle slijedi da je Boskovi¢ raspravio cijeli predmet u potpunosti,
s pronicavoSéu i to¢noSéu, izuzev jedne trivijalne omaske. Da su njegove
primjedbe bile objavllene u djelu koje je poznatije i dostupnije
prirodoslovcima, ucinile bi, poslije sto i trinaest godina, suvi$nim
opovrgavati Réaumura i K(’jniga."17 Uz to, u matematickom opisu pcelinje
stanice zorno se ogleda BoSkoviev pristup problemima primijenjene
matematike.'®  Zato funkcija koja stoji u osnovi Boskoviceva analitickoga

16 Boscovich, "De apium cellulis", n. 679, p. 503: "quod aut ad simplicitatem
solutionum, aut ad penetrationem, & combinationes consectariorum
pertineat".

17 J. W. L. Glaisher, "On the form of the cells of bees", Philosophical
magazine 46 (1873), pp. 103-122, na p. 112.

18 Zornost je do te mjere naglasena da se model pcelinje stanice, popracen
izvornim Boskovi¢evim crtezima i rijetkim izdanjem u kojem je objavljen
Boskoviéev ogled o stanicama pcela, moze predstaviti kao privlacni izlozak.
Usp. Ivica Martinovi¢, Ruder Boskovi¢ (1711-1787) (Zagreb: Croatian PEN
Centre & Most/The Bridge in collaboration with Matica hrvatska, 1993),
Exhibition catalog 23, 59th World P.E.N. Congress, Dubrovnik, Croatia,
Sponza Palace, April 1993, na p. 19, izlozak br. 74.
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SL 5. Boskoviceva funkcija za utroSak voska pri gradnji stanice péelinjega
saéa za vrijednost parametara: a=1, b=3

rjeSenja zasluzuje da bude nazvana Boskovicevom funkcijom za utrosak voska
pri gradnji pcelinjega saca.

Koje je gospodarsko znacenje Boskoviceve funkcije i njezinog
minimuma? Problem izgradnje pcelinje stanice svodi se na problem
najmanjeg utroSka voska pri izradi stijenke pcelinje stanice. A utroSak
voska u stijenci pcelinje stanice upravno je razmjeran oplo§ju te stanice. S
gospodarskog motriSta, izgraditi stanicu saca znaCi isto S$to i pronaci
najmanje oploSje prizmaticnoga tijela kojemu je obujam zadan. Da bi
problem bio rijeSen, medu svim tehnikama optimalizacije valja upotrijebiti
onaj postupak za pronalaZenje najboljeg ishoda koji se provodi uz odredeni
uvjet ili ogranicenje (eng. constrained optimization). U ovom slucaju najbolji
se ishod postize kad se dosegne minimum utroska voska, odnosno najmanje
oplosje, a ogranicenje je zadani obujam pcelinje stanice. U hrvatskoj
gospodarskoj literaturi za ovu se tehniku uvrijezio struéni nazivak
pronalaZenje optimuma. Ondje gdje se u monografijama ili zbirkama
zadataka proucavaju primjene diferencijalnoga racuna u gospodarstvu, ta se
vrsta problema i rjeSenja redovito oblikuje kao ogledni zadatak s do u
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tanine objasnjenim  postupkom rjeéavanja.lg Zbog jasne gospodarske
motivacije i slikovitosti medu takve zadatke valja, po mome misljenju,
uvrstiti i problem izgradnje pcelinje stanice i Bogkovicevo rjeSenje toga
problema iz 1760. godine.

Drugo gospodarsko znaCenje Boskoviéeve funkcije valja potraziti u
okviru gospodarskog modela koji proizvodnju razumijeva kao odnos izmedu
funkcije stalne kolic¢ine proizvodnje g i sustava funkcija stalnog trogka ci,
€2, .., Sto sam ga ukratko rastumacio na pocetku c¢lanka. Uz stanovite
pretpostavke, BoSkoviceva funkcija moZe se protumaciti kao funkcija stalne
koli¢ine proizvodnje. Ako se pretpostavi, kako je i razlozno, da je cilj
proizvodnje posuda zadanog obujma, onda svaka tocka grafa Boskoviceve
funkcije opisuje taj cilj proizvodnje u ovisnosti o dva ¢imbenika. Prvi je
¢imbenik opisan apscisom x, dakle veli¢inom o kojoj ovisi kakvog ée oblika
biti posuda Sto je tek treba izgraditi. Moglo bi se reéi da ¢imbenik x ima
znacenje svojevrsne odluke o ulaganju. Drugi je ¢imbenik opisan ordinatom
f(x) kojoj je znacenje brojcana vrijednost oplo§ja posude. A kako je oplogje
posude upravno razmjerno utrosku voska, ono je onda razmjerno i
uloZzenom radu da se izgradi stijenka posude. To pak zna¢i da u ovom
modelu drugi ¢imbenik posredno oznacuje uloZeni rad.

U istom se koordinatnom sustavu moZe promatrati sustav funkcija
stalnog troSka. Svakom ordinatom f(x) moZe se jednoznaéno povuéi pravac
usporedan s osi apcisa, a taj je pravac po gospodarskom znacenju funkcija
stalnog troSka. Medu tim pravcima postoji pravac koji dira Boskoviéevu
funkciju kao funkciju stalne kolicine proizvodnje, i to je ogito pravac koji
prolazi minimumom BoSkoviceve funkcije. Zato njegova jednadzba glasi:

y = f(a/vg).
Sukladno proucavanom gospodarskom modelu, pronalazenje dirali§ta u
kojem usporednica s osi x, shvaena kao "funkcija stalnog troska", dira
Boskovicevu  funkciju kao "funkciju stalne proizvodnje" uistinu je izbor
tehnologije s najmanjim utroSkom voska pri gradnji stanice péelinjega saca.

Problem izgradnje pcelinje stanice je problem koji, zbog Boskoviceva
rjeSenja i obrazloZzenja 1760. godine, pripada hrvatskoj matematickoj i
gospodarskoj batini. Istodobno, zbog gospodarskih znacenja  Bogkoviceve
funkcije, taj problem zasluzuje da bude uvrSten u poglavlje suvremene
monografije ili udzbenika koje se bavi primjenama diferencijalnoga racuna u
gospodarstvu. Uoblicen kao zadatak, on bi mogao glasiti ovako:

Problem: Grade¢i stanicu saca kojoj je obujam jednak obujmu

Sesterostrane prizme (stranica osnovice a, visina b), péela nastoji umanjiti
utroSak voska koji je upravno razmjeran oplo§ju stanice saéa. Ustedu na

19 Usp: D. J. Harris, Mathematics for Business, Management and Economics: A
Systems Modelling Approach (Chichester: Ellis Horwood Ltd, 1985), pp.
100-101, gdje je rijeSen jednostavniji problem utroska lima pri izradi
limenke za pivu.

49



EKON. MISAO PRAKSA DBK. GOD. II. (1993) (37-55) Martinovié, I.: BOSKOVICEVA...

vosku ona postize tako Sto stanicu saca ne zatvara Sesterokutom, nego
trima rombovima koji se sastaju u tocki na osi prizmatine tvorevine.
(1) Nadi funkciju koja opisuje oplo§je stanice pcelinjega saca
(Boskoviceva funkcija).
Uputa: Uoc¢i na prilozenom crtezu (sl. 6) da se dva vrha
romba nalaze u vrhovima M i H Sesterokuta koje povezuje
kraca dijagonala, dok tre¢i vrth N lezi na pobo¢nom bridu
prizmaticne tvorevine. Za nepoznanicu odaberi udaljenost
izmedu treceg vrha N romba i vrha G prvotno zamiljenoga
Sesterokuta koji leZze na istom poboé¢nom bridu.

SL. 6. Umjesto da gradi plohe MGHQ, MGN i GHN, péela radi uitede
voska gradi plohu MNHR

(2) Nadi minimum Boskoviceve funkcije.

(3) Nacrtaj graf Boskoviceve funkcije za vrijednost parametra:
a=1, b=3.

(4) Protumaci gospodarsko znaCenje Boskoviceve funkcije i
njezinoga minimuma.

(5) Nadi sve mjere stanice pCelinjega saca.
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PRILOZI

1. Prvo, geometrijsko rjeSenje

667. Povuku li se MH, MQ i HQ?® dostatno je jasno da ce
MGHOQ biti romb u kojem ¢e trokuti MHQ i MHG biti jednaki, te ce
zato piramide, koje imalju te trokute za osnovice a vrhove u R i N, na
isti nacin Dbiti jednake2 zbog jednakih visina QR i GN. Buduci da se,
zamjenjivanjem romba MNHR rombom MGHQ, zamijeni i Epiramida
MQHR piramidom MGHN i buduéi da isto biva za preostala tri>* romba
HOKI i KQML koja se promijene u rombove HRKO i KRMP, dostatno
je jasno da ¢e obujam stanice omedene u R trima rombovima uvijek biti
jednak obujmu stanice omedene Sesterokutom GHIKLM koji god bio oblik
i nagib tih rombova. '

668. Preostaje, dakle, da treba potraziti takav oblik rombova koji
daje povrsinu Sto je najmanja od svih. Minimum je ono kad, promijeni i
se polozaj rombova §to prolaze uvijek istim tockama M, H i N, dvije
beskonaéno bliske povrsine budu uzajamno jednake ako se poslije
minimuma po kolikoéi ponovno vrati na veliCinu koju je imala prije
[minimuma]. Prijede li romb MNHR u MnHr (stranice Mr, Hr.ovdje se ne
povlade da bi se izbjegla zbrka), nuzno ¢e biti da se viSak duzega romba
spram . kracega™ izjednai s dvama trokutima NHn, NMn, za koje se
umanjuju trapezi ANHB, ANMF.

669. Nadalje, budu¢i da se promjeri24 u rombovima MGHQ i
MNHR uzajamno raspolovljuju pod pravim kutovima, i GQ i RN prolazit
ée istom tockom S, tako da su SN, SH, SG polovice od RN, MH, QG, te
je povr§ina romba MNHR, dva puta vea od povrsine trokuta MNH,
jednaka pravokutniku nad MH i SN.® Kako se uistinu stranica Sesterokuta

20 Rado boljeg razumijevanja treba dodati: u Sesterokutu MGHIKL sa slike 2
u ovom &lanku. 1 sve ostale oznake u ovom odlomku valja potraZiti na
slici 2.

21 Podrazumijeva se: jednakog obujma.

22 Treba ispraviti: dva, a ne tri romba

23 Latinski izricaj "viSak duZega romba spram kradega' znaCi: 'razlika izmedu
povisina romba MnHr i romba MNHR".

24 Promijer (diameter) je nazivak za dijagonalu geometrijskog lika, uobicajen u
latindtini od prvih prijevoda grékih matematickih i prirodnofilzofskih klasika.

25 U latinskom jeziku to je ustalieni izriCaj za zadavanje pravokutnika
osnovicom i visinom
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GH izjednacuje s polumjerom QG opisane kruznice, bit ¢e i GH dva puta
veéa od GS. Zato ¢e kvadrati duzina GH, GS, SH biti kao 4, 1, 3.2

670. Ako se, kad N odlazi u n, zamisli Juk NT polumjera SN sve
do Sn,?” bit ée viSak romba obiljezenog sa n, r? spram romba obiljeZenog
sa N, R jednak MH x nT, a slicni ¢e biti pravokutni trokuti NTn, SGn ili
SGN. Dva pak trokuta NHn i NMn, buduc¢i da nad osnovicom Nn imaju
jednake visine HG i MG, bit ¢e oba zajedno jednaka Nn x GH. Dakle,
bit é¢ MH x nT = Nn x GH. Zato je Nn prema nT, ili NS prema NG,
kao MH prema GH ilj, raspolovnvsn kao SH 2premd SG. A kako sy n_]lhOVl
kvadrati kao 3 prema 1, bit ée i NS? 1, i ba§ SG* - NG’
it Qant T8 A zamjenom [mjesta] u razmjeru NS NG :::8Hix SG, bit ce
NS - SH : : NG - SG. Pa ce, dakle, kvadrat od NS biti polovica kvadrata
od SH, i, uz udvostrucenje, kvadrat promjera NR bit ¢e polovica kvadrata
MH. §to je trebalo izvesti.

Boscovich, "De apium cellulis", nn. 667-670, pp. 500-501.

2. Drugo, analiticko rjeSenje

680. Neka je AB=GH=a, AG=b, GN=x>" Trapez ANHB bit ¢e
[povriinom] jednak ab - 1/2 ax, zato ¢e zbroj pobocaka biti 6ab - 3ax. Bit
ée pak GS = 1/2a, te SH= \[3/4aa, MH= V3aa, SN= \ix + 1/4 aa, zato
i romb MNHR = MH x SN = V3aaxx + 3/4a, kojega trostruka
vrijednost dodana pobockama daje povrSinu 6ab - 3ax + 3\Baaxx + 3/a’.
Diferencirajuéi ovu formulu, uzimajuéi da je diferencija3 : jednaka nuli i

26 ProSireni omjer, koji je tekstualno uoblien u Euklidovim Elementima a u
latinskom jeziku posredovan mnogim prijevodima i tumacenjima, osobito
znamenitim komentarom Christopha Claviusa, Boskoviceva predSasnika na
matematickoj katedri Rimskoga kolegija, danas se zapisuje u obliku: GH :
GStinSH; =iidv: 2m3L

27 To znali da se druga krajnja tocka T luka NT nalazi na duZini Sn.

28 U znanstvenoj latinStini 18. stoljeca cCetverokut se obiljeZava navodenjem
dvaju nasuprotnih vrhova.

29 anJence oznaka NS? - NG = 3 - 1 opisuje razmjer koji se danas
zapisuje u obliku NS? : NG* = 3: L

30 Sve oznake potrazi na slici 2 u ovom Cclanku.

31 Diferencija (differentia) je Leibnizov nazivak za definicijal kojim se znao
posluZiti i Boskovié, pa ga se prema tome ne smije brkati s pojmom
razlike.
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dijele¢i sa dx, dobije se

Qaax

-3a + = 0, pa se dijele¢i sa 3a, prenoseéi [na
\[3aaxx + 3/4a*
drugu stranu jednadzbe] i kvadrirajuéi dobije L“ =1
X Jaaxx + 3/4a

ili 3xx=xx+1/4aa, ili 12xx=4xx + aa, ili xx=1/8aa. Buduéi da je pak SG*
= l/4aa = 2/8aa, bit ¢e SN* = 3/8aa.? Bilo je SH? = 3/4aa. Dakle,
kvadrat SN je polovica kvadrata SH, a kvadrat NR je polovica kvadrata
MH, kako je bilo izvedeno s pomocu geometrije.

Boscovich, "De apium cellulis”, n. 680, pp. 503-504.

S latinskoga preveo i
biljeskama popratio

Ivica Martinovié
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RUPER BOSKOVIC’S FUNCTION
DESCRIBING THE SURFACE AREA OF THE CELL OF BEES

Summary

During his stay in Paris in 1760 Ruder Boskovi¢ studied the form of the cell
of bees as a mathematical problem of minimization of the surface area for
the given prismatic volume, immediately pointing out the economic motivation
of this problem: "the most parsimonious use of wax" (cerae parcissimus usus).
Having solved the problem by means of geometric method, Boskovi¢ came to
the conclusion that the solution could be easily obtained by calculus as well.
Within the infinitesimal approach BoSkovié found the function describing the
surface area of the cell of bees and, consequently, the quantity of wax used
for the construction of honeycomb. Boskovié¢s function can be explained within
two economic models: constrained optimization and cost-minimizing choice of
technology. Thus this mathematical and economic problem belonging to the
Croatian heritage is suitable to be included in a monograph or textbook
dealing with the applications of the differential calculus to the economy.

The paper is accompained by the first translation into Croatian of geometric
and infinitesimal solution published in Boskoviés supplement De apium
cellulis (On the cells of bees).

Key words: isocost, isoquant, cost-minimizing choice of technology, geometric form
of the cell of bees, Boskovié’s function describing the surface area of the cell of
bees, minimum of function, geometric method, calculus, constrained optimization
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