Dvije bitno razlicite klase nejednakosti vezane za trokut

Petar Sviréevic!

Ako trokut ima duljine stranica a, b, ¢ pokazat ¢emo da postoje dvije bitno razlicite
klase nejednakosti f (a,b,c) = 0:

1. klasa: (b+c=a)V(c+a=b)V(a+b=c)) = (f(a,b,c)=0).
2. klasa: (a=b=c) = (f(a,b,c)=0).

Svakako, da duljine stranica u ovim nejednakostima mogu biti izraZene kao funkcije
drugih triju velic¢ina, koje se odnose na trokut, a medusobno su nezavisne. No, te
nejednakosti ne moraju uvijek biti u implicitnom obliku, ve¢ one mogu biti i u obliku

fl (a7 ba C) >f2(a7 ba C)'
Nestandardne nejednakosti vezane za trokut

Ovdje ¢emo najprije izvesti nejednakosti u vezi trokuta, koje se dokazuju pomocéu
modificirane Heronove formule za povrsinu trokuta, koja je dana u obliku

1 1
P= 1 [(@+b"+ ) —2(a* +b* + ). (1)

Ako su a, b, c, duljine stranica trokuta ABC, tada vrijedi dobro poznata Heronova
formula
P= [s(s—a)(s—b)(s—c)]%, (2)
gdje je 2s = a+ b+ c. No, (2) se moZe pisati i u obliku

(ST

P=%[(a+b+c)(b+c—a)(C+a—b)(a+b—C)] ) 3

koji lako transformiramo u modificirani oblik (1), a on je prakti¢an za primjenu, ako su
duljine stranica npr.: a = v26, b =17, ¢ = V10.

Logi¢no je redi, da trokut postoji onda i samo onda ako je P > 0. Dakle P € R,
jer P uzimamo kao broj neimenovanih kvadratnih jedinica, dok su: a, b, c, s
brojevi istovrsnih neimenovanih duljina, pa je a, b, ¢, s € R". Dakle, funkcija
P:(RY)} — RTU{0}.

Iz (3) slijedi ekvivalencija

(P>0) < (b+c>a)A(c+a>b)AN(a+b>c)), 4)

koju citamo: trokut postoji onda i samo onda ako su ispunjene sve tri nejednakosti
trokuta. Ovi uvjeti zapravo kazu, da se trokut moze konstruirati.

Nadalje vrijedi ekvivalencija
(P=0) < (b+c=a)V(ct+ta=Db)V(a+b=r)), 5)
dakle to je realni, ali degenerirani, slucaj, jer je trokut degenerirao u duZinu.
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I na kraju imamo slucaj kada je
(P¢R) < (btc<a)V(cta<b)V(a+b<c)), (6)
dakle povrSina nije realna.

Sada ¢emo formulirati nejednakosti s rjeSenjima ili uputama, a odnose se na (1).
Nadalje ¢emo koristiti i ove formule:

1
P= 3 Y/ (abc)? sin asin Bsin y, (7)
1 2 b2 2
por. LI EC ®)
4 ctga+ctgf+ctgy
2ab
= ﬁcos%cosgcosg, 9)
1 .a . By
P\/2(a+b+c)abcsm251n2sm2 (10)
koje su izvedene u [1], a njima moZemo pridodati i dobro poznatu formulu
o B v _1 2, % B LY
P=s'tg—tgstgl = —(a+b tg ~tg —tg = 11
stgytestes = latbtoesestes (n
Problem 1. Dokazimo nejednakost
(@ + 0>+ 2)? > 2(a* + b* + ), (12)
gdje vrijedi stroga nejednakost ako je:
b+c>a)N(c+a>b)AN(a+b>c), (13)
a jednakost za
(b+c=a)V(c+a=b)V(a+b=rc). (14)

Uputa. Rjesenje slijedi iz (1), (4) i (5).

Napomena 1. Ako u (12) uvrstimo ¢ = a + b, dobivamo (a* + b*> + (a + b)?*)? =
2(a* + b* + (a + b)*), a istinitost tog identiteta moZemo lako provjeriti.

Napomena 2. Uvjet za konstruktibilnost trokuta je dan relacijom (13), ili u obliku
at b+t < 2(aB? + B2+ 2a?), koji se dobije iz (12).

Problem 2. Ako su: #,, #, t. duljine teZiSnica trokuta, dokaZimo

(G+6+2)7 =200 +1+1), (15)
gdje vrijedi stroga nejednakost ako je:
(ty+ 1> 1) N(te+ 1> 1) A (ta+ 1 > 1), (16)
a jednakost za
(tp+t.=t)V(te+t,=1,)V(ta+1, =1). (17)
RjeSenje. Dokazimo da vrijedi
1 1
P=z[@+5+2) -2 +5+0)]°, (18)

a odatle je onda vidljivo i (15).
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Naime, da bi (15) strogo dokazali, moramo se prisjetiti da pomocu kosinusovog
poucka moZemo dobiti kvadrate duljina teZi$nica:

1
2= Z(2b2+2c2—a2), (19)
1
7= Z(2c2 + 24> — b?), (20)
1
2= Z(2a2 + 267 — ). (21)
Iz tih relacija se dobiva:
4
@’ = 526, +22 = 13), (22)
4
b = 5208 + 265 — 13), (23)
4
= §(2t3 + 212 —12). (24)
Zbrojimo 1i jednakosti od (22) do (24), dobivamo
4
a2+b2+c2=§(tﬁ+t§+t§), (25)
a ako iste kvadriramo i zbrojimo, nakon sredivanja, uz dosta ispisa, dobivamo
16
at+ b+t = ?(ti—l—tﬁ—i-tf). (26)

I konacno, ako (25) i (26) uvrstimo u (1), dobivamo (18), pa je time dokazano i (15),
gdje vrijede ekvivalencije:

(P>0) < ((tp+t.>t) ANt +1ta>1)N(ta+1 > 1)), 27)
(P=0) <= (tp+te=1)V (te+ta=tn)V (ta+tp=1:)); (28)
jer se (18) moZe napisati i u obliku
1 1
P= 3 [(ta+tp+1)(tp + te —ta)(te + s — 1) (ta + 1) — tc)]; . (29)

Napomena 3. Uzmemo li npr. ¢ = a + b, pa to uvrstimo u (19), (20), (21), dobit
é¢emo, da jednakost u (15) vrijedi, jer ¢e vrijediti (28).

Problem 3. Ako su h,, hy, h. duljine visina trokuta dokaZimo da je

(h72 + hy 2+ h72)? = 2(h* + iy + hTY), (30)

gdje vrijedi stroga nejednakost ako je
(hy '+ h7 > YA (T R > By Y A () Ry > ;s (31)

a jednakost za
(he =0)V (b, =0) V (h. = 0). (32)
D . . 1 1 1 .
Rjesenje. 1z jednakosti P = Eaha = Ebhb = EChC dobivaju se veze:

a=2Ph;", (33)
b =2Ph, ", (34)
c=2Ph ", (35)
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koje nakon uvrStenja u (1) daju formulu

P=[(hg? +hy? + 02 =200 + byt + b )] (36)
iz koje slijedi (30) za uvjete (31) i (32), jer se (36) moZe napisati u obliku

R R e e e P e (P e P
(37
Napomena 4. Ako formalno gledamo, ekvivalenciji (5) ili (28) bi “trebala odgovarati”
ekvivalencija (P =0) <= ((hy' +h ' =h" )V (b +h; =h 'YV (B + byt =
h=1)), ali to nije istina, jer bi iz (37) slijedilo P = oo, a mora biti P = 0. Prema tome

jé jasno, da duljina bilo koje visine mora biti jednaka nuli, da bi trokut degenerirao u

duZinu, tako da je P = 0, dakle to¢no je (32), a to znaci da vrijedi (5).

1=

Za rjeSavanje nekih problema ¢emo koristiti i ove dobro poznate formule

1 1 1
P = Eab siny = Ebc sing = ¢ sin 3. (38)

Iz relacija (12), (25) i (26) navest ¢emo joS dva problema, za koje vrijedi stroga
nejednakost, ako vrijedi (4), odnosno jednakost ako vrijedi (5).

Problem 4.

9(a® +b*+ 22 =32+ 1) + 1) (39)
Problem 5.

8(2+ 1, +12)* = 9(a* +b* + ¢*) (40)
Problem 6.

2(a* +b* + ¢*)

P> 41
d(ctgor + ctg B +ctgy) “h
Uputa. 1z (8) i (12) slijedi (41).
Problem 7.
(sin” o + sin? B + sin® y)* > 2(sin* & + sin* B + sin® y). (42)

Uputa. RjeSenje slijedi primjenom poucka o sinusima na (1).
Sada ¢emo izvrsiti poopéenje P1 na tetivni Cetverokut.

Problem 8. Dokazimo da, ako su: a, b, ¢, d duljine stranica tetivnog Cetverokuta,
tada vrijedi nejednakost

(@ + b* 4+ S + d*)? + 8abed > 2(a* + b* + ¢* + d*), (43)
gdje vrijedi stroga nejednakost ako je:
b+c+d>a)N(c+d+a>b)AN(d+a+b>c)A(a+b+c>d); (44)
a jednakost za
b+c+d=a)V(c+d+a=b)V(d+a+b=c)V(a+b+c=4d). (45)
Uputa. Formula za povr$inu tetivnog Cetverokuta, ¢ije su duljine stranica a, b, c, d
Je |
4
a dobivaseiz P=[(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)]z, gdjeje 2s=a+b+c+d.
To bi bile neke nejednakosti, koje se odnose na prvu klasu.
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Standardne nejednakosti vezane za trokut

Sada éemo navesti primjere nejednakosti iz druge klase, koje se dokazuju pomocu
nejednakosti izmedu sredina: harmonijske, geometrijske, aritmeticke i kvadratne.
Svakako, ¢e sada vrijediti stroge jednakosti ako je a = b = c.

Napomena 5. Recimo jo§, da ¢emo s r oznacavati duljinu polumjera trokutu opisane,
a s p duljinu polumjera upisane kruznice, dok ¢e p,, py, p. znaciti duljine polumjera
trokutu pripisanih kruZnica, i konaCno Ce sq, sg, s, biti oznake za “duljine simetrala
kutova”.

Znamo, da su sredine za duljine stranica trokuta:

3
H(a,b,c) = sy e (harmonijska sredina),
G(a,b,c) = Jabc (geometrijska sredina),
b
A(a,b,c) = atbte (aritmeticka sredina),

3

2 212
K(a,b,c) =1/ % (kvadratna sredina),

a odnos medu njima, u skraéenom zapisu, je
H<G<KALK (47)

Vidljivo je, da u (47) vrijedi znak jednakosti ako je a = b = c¢. Bududi da se radi o
trokutu, tada znak jednakosti vrijedi za ove ekvivalencije:

(a=b=c)<=(a=B=7y=060°) <= (ha=hy =h;) <= (t, =1, =1.). (48)
Problem 9. 7
sin o sin Bsin y(ctg o + ctg B + ctgy)® > 3 (49)
Uputa. Ako na jednakost (7) = (8) primijenimo nejednakost G < K, nakon
sredivanja slijedi (49).
Problem 10.
Y

o B 27 a B vy
— — > — — =
coszcoszcosz/8tg2tg2tg2 (50)

Uputa. Primijenimo G < A na bilo koju od ovih jednakosti (7) = (9), (7) = (10),
(7) = (11), (9) = (10), (9) = (11) i nakon sredivanja dobivamo (50). Dakle, ta se
nejednakost moZe izvesti na barem pet nacina.

Problem 11.
(ctgo +ctg B+ ctgy) cos%cosgcosg > % (51)

Uputa. Primijenimo G < K i G < A na jednakost (8) = (9).
Problem 12.

(ctg o + ctg B + ctg y)? sin % sin g sin g >
Uputa. Primijenimo G < A i A < K na jednakost (8) = (10).
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Problem 13.

o B vy _1
t t t tg—-tg-tg- > = 53
(ctgar+etgf+ctgy)tg Stgstg 5 > 3 (53)
Uputa. Primijenimo A < K na jednakost (8) = (11).
Problem 14.
.o Y 2T s LB Ly
= Ll L i = = -z
smzsmzsmz/gtgztg 2tg2 (54)
Uputa. Primijenimo G < A na jednakost (10) = (11).
Problem 15.
(sin o + sin B + sin y)* > 27 sin o sin Bsin y (55)
Rjesenje. Pomocu (38) dolazimo do P = o (azl)n?:(s;)ﬁj_jl&z) Ty pa ako to
izjednac¢imo sa (7), te primijenimo nejednakost H < G, dobivamo (55).
Problem 16.
2 2 2
2) <1+—S)<1+f><1+—s)>64,
a c
180° 180° 180° (56)
b) (1455 (1+ 55 ) (1457 ) > e
o B Y
Rjesenje. a) Neka je
a b c
= — = — = —. 57
x2s’y25’z2s 57
Bududi je 2s = a + b + ¢, vrijedi
x+y+z=1 (58)

Uvazimo li (57), (58) i (56a), imamo

1 1 1 1 1 1
<1+—> (1+—> (1+—) SEaR AL
X y z X oy Z
_xt+x+ytzytx+y+zz+x+y+z
X y z

A>G |
g xyz - 4/22yz - 4V x4/ 2
1
= — 64/ = 64,
XyzZ

pa smo time dokazali (56a). Tu smo primijenili nejednakost A > G za Cetiri pozitivna
broja.

Uputa b). Analogno se dokazuje kao u a).

Matematicko-fizicki list, LXVIII 3 (2017. — 2018.) B | 169



Problem 17. Ako su p,, py, p. duljine polumjera pripisanih kruznica, a p duljina
polumjera upisane kruZnice; trebamo dokazati nejednakosti:

Pappe = 27p°, (59)
P> 3p*V/3. (60)

Rjesenje. U prvom razredu srednje Skole se dokazuje
1 1 1 1

—t+—+—=-, (61)
Pa  Pb  Pc p
P = \/PPaPipe- (62)

1 1 1

1 1 1 1 1 1 /1 1 1 _
1z odnosa G <—, —, —) <A <_7 —, _) slijedi 3/ — — =< Pa_ Pp  Pc
1 Pa Pr Pc Pa P» Pc Pa P»r Pec 3
= 3’ jer smo uvaZili (61), a odatle se dobiva (59). No, ako (59) pomnoZimo s p,
korjenujemo i uvazimo (62), dobivamo (60).
Problem 18.

a) (a+b+c)(asino + bsin B + csiny) > 18P, (63)
b) asino + bsinff 4 c¢siny > 9p. (64)
RjeSenje. Ako uvazimo (38),
2P 2P 2P 24b?+c? el |
asino+bsinB+esiny =a— +b— +c— = 2Pu = 6Pu—
bc ca ab abc 3 abc
A6 V2p? i1
epYabe _p L Step 3
abc abc a+b+c

pa odatle i (63).

b
[zP=ps= py i (63) imamo (64).
Problem 19. Bez upotrebe nejednakosti (47) dokazimo:
o 1
sin > sin g sin g < 3 (65)

RjeSenje. 1z poznatih jednakosti:

(s=b)(s—¢c) . B_ [s=cs—a) v _ [(s—a)s—D)
bc Sy = ca Sy = ab ’

in % sinPan? \/(ab+c)(a+bc) (atb—c)(—atb+c) (—atbtc)(a—b+c)
2 2 2 4bc 4ca 4ab
@@ b e ab-—cra)(crabe—ath)
8abc
V(@=(b—c)?)(P2—(c—a)?)(2—(a—b)?) _ Vab2c> 1

N 8abc S 8abe 8
Dakle (65) smo dokazali ne koriste¢i (47). Svakako, da jednakost vrijedi ako je

a=p=v.
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Problem 20.
< a* + b + ¢

P < 66
8rs (66)
o - abc . . .
RjeSenje. Bududi je P = T i2s=a-+b+c, (66) poprima oblik
r
at +b*+ ¢t > abc(a+b+c). (67)
Dokazimo sada (67):
2 2
At \/(a2)2 (@) (@) R (@b
3 3
4 3
N N T \/a2+b2+c2 \/a2+b2+c2
B 3 B 3 3
K>G 3 24 p2 2 K2A b
273 (Vabe) (/&5 : T s “+3+C
=abcla+ b+ c),
pa je time dokazano i (66).
Problem 21.
1 1 Y 3
—COS — + —COS = + —cCcos = > (68)
So 2 SB Sy 2 \3/ abc
Rjesenje. Prisjetimo se,
be((b Z—a?
, _ Vbeb o —a) .
bc
Dalje imamo,
\/be(2be + b2 + 2 —a?)  \/bc(2bc + 2bc cos ar) 2bc o
Sq = = =...= cos —
” b+c b+c bt+c 2’
1 o 1/1 ey s . . . . .
a odatle —cos — = - | -+ — ). Ciklickim pomakom iz te jednakosti dobivamo jo$
Sa 2 2\b ¢
1 1/1 1 1 1/1 1
ove dvije gcosg =3 (E + E) i ;cosg =5 (E + E) Nakon zbrajanja ovih

triju jednakosti i primjene nejednakosti A > G dobivamo (68).
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Problem 22.

a) slzx+sf3+s32,<bc+ca+ab (70)

b) cos%cosgcosg > % (71)
.a By SaSBSy

c) sin £} sin 5 sin 5 = 12, (72)

Uputa. Koristimo sljedece veze, i njima ciklicki pridijeljene:

1
sinog = sin(B + ), sq = Vbe- \/ M L cos T >

1
(sinf +siny)?’"  sq 27 Vbe

Problem 23. DokaZimo: ako su duljine stranica trokuta prirodni brojevi, vrijedi
nejednakost
apb ¢ 2s »
a’b’c > | — . (73)
3
Rjesenje. Imamo:

2s - a+b+c - G2H a+b+c
Vatbbee = v aahb e > i

1 1 1 1 1
-+, -+ F—F—F+.. .+ =
a a b b ¢ c

_a+b+c 2
-3 3
a odatle (73).
Problem 24. Nadimo sve trokute za koje vrijedi jednakost

a® + b° + ¢ + 3 = 6abc. (74)
Rjesenje.

6 6 6 AZG 6

A+ ++1+14+1 > 6-Vadb®c®-1-1-1= 6abc,
pa jednakost vrijedi ako je a® = b® = ¢® = 1, a odatle slijedi @ = b = ¢ = 1, jer
negativna rjeSenja ne dolaze u obzir. Dakle, postoji samo jedan trokut ¢ije duljine
stranica zadovoljavaju (74).

Lako se vidi, da (74) moZemo poop(iti na oblik a* + b" + " + n = nabc + 3, gdje
je ne {3,4,5,...}. 1 za ovaj slucaj postoji jednakostrani¢ni trokut a = b = ¢ ako je
n =3, odnosno a = b = c =1 ako je n > 3, ali bi sada upotrijebili A > G nejednakost
primijenjenu na n pozitivnih brojeva.

Problem 25. Dokazimo: ako su duljine stranica tetivnog ¢etverokuta prirodni brojevi,
vrijedi nejednakost

. §\ 28
abrecd? > (E) . (75)
Uputa. Dokazuje se analogno kao P23. Jasno je, da generalizacija za tetivni poligon

2s
n 2
glasi []a > (;S) , gdje su a; € N (duljine stranica su prirodni brojevi).
k=1
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Napomena 6. Recimo da postoje i sloZenije nejednakosti, kao npr.

222\

u) , (76)
2s

za ¢iji bi dokaz trebalo primijeniti Jensenovu nejednakost. Svakako, da i ovdje vrijedi

jednakost ako je a =b = c.

a’bbct < (

Napomena 7. Npr., ako bi na nejednakost

%_a+b+c< a? + b* + ¢
3 3 S 3

uzastopno primjenjivali nejednakost A < K, dobili bi

1 2/1 2/1 2/1 2S 2”
s@ e > (F) (77)

3
No, (77) se moZe dobiti i iz opéenitije nejednakosti

k 2 k
(Za,) < (Zaf) kzn_l; za a; > 0.
i=1 i=1
Iz (61) dobijemo
/PaPipe = 3p;
a odatle

2 2 2 1 1 1 1 1
Wﬁp, W%p, Pa+py +pe =3t

pa opcenito slijedi,
p; +p, +p; =p7 3T (78)
Iz P9 dobivamo
sina+sinf +siny ctgo +ctgf +ctgy S 1
3 3 o

odatle je
((sin@)”" + (sin B)*" + (siny)™)((etg @)” + (ctg B)” + (etgy)”) = 9-27%. (79)
Nejednakosti (78) i (79) se mogu dokazati matematickom indukcijom.

Prema tome, na osnovu iznesenog zakljucujemo, da moZemo lako generirati nove
nejednakosti u vezi trokuta, iako smo upotrijebili samo Cetiri vrste nejednakosti.
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