Kosokutni koordinatni sustav

Maja Starcevié!
¥ Koordinatni sustav koji najceSce koristimo je pravokutni
' koordinatni sustav. Medutim, u primjenama se ponekad
ispostavi da je neke probleme lakSe rijeSiti prijelazom na neki

drugi tip sustava kao $to su npr. sferni i cilindricki (polarni)
koordinatni sustav. Postoji i sustav koji je dosta blizak

o) pravokutnom koordinatnom sustavu i takoder nalazi svoje
0 = mjesto u p'rimjenama. 'Radi. se o kosokutnom koor'dinatnom
sustavu. Njegova osobitost je u tome S$to mu koordinatne osi

Slika 1. nisu postavljene okomito.

Promatrat ¢emo kosokutni koordinatni sustav u ravnini kod kojeg koordinatne osi
zatvaraju kut ¢ (slika 1).

Postavimo prvo pravokutni koordinatni sustav s ishodiStem u toc¢ki O i koordinatnim
osima x i y. Sada postavimo kosokutni koordinatni sustav s ishodiStem u tocki O i
koordinatnim osima x’ i y' tako da se os x’ podudara s osi x, dok os y’ ¢ini kut @ s
osi x’. Pretpostavljamo da je 0° < ¢ < 180°, ¢ # 90°.

Ako su koordinate tocke T u pra-
vokutnom sustavu jednake (x,y), koor- 0.1,)
dinate iste tocke u kosokutnom sustavu N A A -
oznacavat éemo s (x',y’). Iako se Cesto
kaZe da koordinate u pravokutnom sus-
tavu moZemo pronaci tako da spustimo
okomice iz to¢ke na svaku od koordi-
natnih osi i o¢itamo pripadne vrijednosti,
taj postupak moZemo i drugalije opisa-
ti. Naime, koordinate tocke ocitavamo iz
presjeka koordinatnih osi s pravcima koji prolaze kroz zadanu tocku i paralelni su s
koordinatnim osima. Upravo na taj nacin odredujemo koordinate to¢aka u kosokutnom
koordinatnom sustavu. Potrebno je dakle naci projekciju tocke na svaku od koordinatnih
osi u smjeru druge koordinatne osi i o€itati odgovarajuce koordinate (slika 2).

0 /// (tla O) x,

Slika 2.

Primjer 1. Neka je zadan kosokutni koordinatni sustav za koji je ¢ = 60°. Uzmimo
Cetverokut kojem su vrhovi u tockama (0,0), (0,1), (1,1) i (0,1). U tom sustavu
zadane tocke predstavljaju vrhove romba sa stranicom duljine 1 i kutom 60° (slika
3). Za usporedbu, tocke s istim koordinatama bi u pravokutnom sustavu predstavljale
vrhove jedini¢nog kvadrata (slika 4).

Y y
0,1) 1,1 0,1) (1, 1)
60°
(0, 0) (1,0) x' (0, O)T (1,0) T
Slika 3. Slika 4.
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Sada nas zanima veza izmedu koordinata (x,y) i (x’,y’) to¢ke T u pravokutnom,
odnosno u kosokutnom koordinatnom sustavu. Najlak§e ¢emo ju naci koristeéi vektorski
zapis. Neka su 7 i 7 jedini¢ni vektori u smjeru osi x i y, dok su 2’ i 77 jedini¢ni
vektori u smjeru osi X' i y' redom. Tada je

5 o > I =
OT =xt+yj=x7+y7 .
Kako je ¢/ =71 77 = cos 7'+ sin @7, imamo
x=x+cos@-y, y=sing-y . (1)
Obratno, iz pravokutnih koordinata u kosokutne prelazimo zamjenom

"=x—ctgo- =2 2
TExoegey, v =g (2)
Nadalje, zanima nas kako prijelaz iz pravokutnog u kosokutni koordinatni sustav
utjeCe na jednadzbu pravca. Neka je zadan pravac p ... ax+by+c =0 (a® + b* #0)
u pravokutnom koordinatnom sustavu. Koristeéi zamjenu koordinata (1) dobivamo da je
u kosokutnom koordinatnom sustavu jednadzba istog pravca dana s

a(xX’ +cos@-y)+bsing-y +c=0,
odnosno
ax' + (acos @ +bsing)y +¢c=0.

Prvo Sto se moZe primijetiti je da je oblik jednadZbe pravca ostao jednak, odnosno
jednadZzba se postavlja pomocu polinoma prvog stupnja u dvije varijable. Pritom je
doslo do modifikacije u jednom koeficijentu jednadzbe. Zadani pravac u kosokutnom
sustavu ima dakle jednadzbu a'x’ 4+ b'y’ + ¢/ = 0, gdje je

/

d =a, b’ =acos@ + bsin @, d=c. 3)
Ocito vrijedi i (a')2 + (b)2 # 0.

Eksplicitni oblik jednadzbe pravca p u pravokutnom sustavu, za b # 0, glasi
y= —gx — % = kx + . Analogno moZemo zapisati eksplicitni oblik jednadZzbe pravca
! /

u kosokutnom sustavu, za b’ # 0. On glasi y = —%x’ - % = k'x' + ¢'. Koeficijent ¢’
i ovdje predstavlja odsjecak pravca na drugoj osi sustava, odnosno na osi y'. S druge

a sin ¢
trane, k=——=tgo0 = ————
strane, znamo 3 g Sin(00° — )
x. U kosokutnom sustavu zbog (3) za b # 0 imamo sljedecu interpretaciju analognog
koeficijenta:

, gdje je a kut izmedu pravca p i osi

a
@ o
b acos@+bsing

a .
A CoS @ + sin @
_ tgor sin o _ sina

~ —tgocos @ + sin @ - sin@cosa —sinacosp  sin(gp — o)

Lako je vidjeti da za b = 0, zbog o = 90°, formula takoder vrijedi.

Prou¢imo nadalje hoce li se sacuvati kriteriji koje imamo za paralelnost i okomitost
pravaca u pravokutnom sustavu. Neka su dana dva pravca p; i p; Cije su jednadzbe u
pravokutnom sustavu py ... aix+biy+c1 =01 py ... axx + byy + ¢, = 0. ZapiSimo
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i njihove jednadZbe u kosokutnom sustavu koriste¢i formule (3). Imamo jednadzbe
p1...axX +by +¢; =0, pr...ax +by +c5=0,
gdje je
a; = ay, b| = ay cos @ + by sin @, d=c, 4)
ay = ay, b = ay cos ¢ + b, sin @, h=cp. (5)
Poznato je da su pravci p; i p, paralelni ako i samo ako vrijedi (ay,b1) = A(az,b2),
zaneki A € R, a to zbog relacija (4)—(5) vrijedi ako i samo ako je (aj,b|) = A(a},b}).
Ako su pravci p; i p, zapisani u eksplicitnim oblicima p; ...y = Kx' + ¢] i
p2 ...y = kX' + £} u kosokutnom sustavu, onda koristec¢i prethodno navedeni kriterij
za paralelnost zakljucujemo da su ti pravci paralelni ako i samo ako je k] = k). To
odgovara kriteriju za paralelnost pravaca zapisanih jednadzbama u pravokutnom sustavu.
Pravci p; ...y =kix+¥¢, 1 pa ...y = kyx+ ¢, su paralelni ako i samo ako je k; = k5.
Pretpostavimo sada da su pravci p; i p, okomiti. Pravci su okomiti ako i samo ako
je aja; + bib, = 0. Uvjet u kosokutnom sustavu tada glasi
(b — d cos @) (b — d cos )
(sin @)?

Ozalaz—l—b]bz:a/lalz-i- s
odnosno
(sin @)2a}ab + (b} — a} cos @)(by, — dycos @) = 0. (6)
Zapisimo taj kriterij ako su pravci zadani u eksplicitnom obliku. U pravokutnom sustavu
/ /

on glasi kiky = —1. Kakoje K, = — L i K, = -2
2

o iz (6) dobivamo kriterij okomitosti
1

u kosokutnom sustavu koji glasi

(sin @)2kj kb + (1 + Kk} cos @)(1 + kb cos ) =0 . (7)
Zakljucujemo da uvjet okomitosti pravaca nema istu formu kao kod pravokutnog sustava,
veé ovisi o kutu izmedu koordinatnih osi.

Pogledajmo i kako glasi formula za udaljenost dviju tocaka u kosokutnom sustavu.
Neka su dane toke T; i T, s koordinatama (x;,y;) i (x2,y2) u pravokutnom sustavu.
Tada je njihova udaljenost jednaka |Ti7>| = \/(xz —x1)%> + (y2 — y1)?. Prijelazom na
kosokutne koordinate zbog (1) imamo sljedecu formulu

1Tl = /[ —X4) + (% — ) cos @ + (3 — ¥4) sin ]2

iz ¢ega dobivamo
ITiT] = /(0% — 2002 + (0% — Y1) +2(x) — )0 — ¥i) cos . (8)

Pogledajmo jo§ i jednadzbu pravca kroz dvije tocke. Neka su zadane tocke
T, = (x},y)) i T» = (x5,¥5), x| # x5, svojim koordinatama u kosokutnom sustavu.
Trazimo eksplicitnu jednadzbu pravca y' = k'x’ + ¢/ kroz te dvije to¢ke. UvrStavanjem
koordinata zadanih tocaka u tu jednadzbu dobivamo sustav

Kxi4+ 0 =yi, i=1,2.
Iz njega je lako izraziti K’ i ¢, odnosno trazena jednadzba pravca je
Yo =V
/ / 2 1 / /
y:y1+ / /('x _xl)'
27N
Drugim rije¢ima, formula za jednadZbu pravca je analogna onoj iz pravokutnog
koordinatnog sustava, odnosno ne ovisi o kutu ¢.
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Postoje jo§ neke formule koje imaju isti oblik i u pravokutnom i u kosokutnom
koordinatnom sustavu. Uzmimo dvije tocke 7} i T» koje u pravokutnom sustavu imaju
redom koordinate (x;,y;) i (x2,y2), a u kosokutnom (x},y]) i (x5,y5). Koordinate
polovista duzine 7,7, u pravokutnom sustavu su (xp,yp), a u kosokutnom (xp,yp).
Poznato je da vrijedi

X1+ x2 _nty
A
Sada koriste¢i formule (2) dobivamo

Xp =

+ X2 yit+y2
B0 T

X = xp —clg @ yp =

1
[(x1 —ctg@-y1) + (x2 —ctg@ - y2)] = E(xi +x5) .

| =

1
Analogno moZemo vidjeti da vrijedi yp = = (y] + »5). Prema tome, dokazali smo da

je formula za odredivanje poloviSta duZine u kosokutnom koordinatnom sustavu posve
analogna onoj u pravokutnom sustavu.

Promotrimo sada formule za teziSte trokuta. TeZiSte trokuta ABC s vrhovima
A = (xa,ya), B = (xg,y8), C = (xc,yc) u pravokutnom sustavu ima koordinate

(xr,yr), pri éemu je xy = §(xA +xp+xc), yr = §(yA +ys +yc). Lako je, kao i kod
polovista, dokazati da ¢e formule za koordinate teZiSta u kosokutnom sustavu glasiti
1 1
=30+ xe), V=30 e) -

Dakle, pronasli smo jo$ jedno svojstvo koje se ne mijenja prijelazom iz pravokutnog u
kosokutni sustav.

Primjer 2. Zadan je paralelogram ABCD tako da je |AB| = 5, |BC| = 10,

IBAD = 75°. Pravac okomit na dijagonalu AC, koji prolazi vihom C, sijece pravce
AB i AD u tockama E i F redom. Odrediti udaljenost tocaka E i F.

RjeSenje. RijeSimo ovaj zadatak postavljanjem kosokutnog koordinatnog sustava
takvog da se njegovo ishodiSte O podudara s vchom A. Os x’ se podudara s pravcem
AB, aos y' s pravcem AD (slika 5). Dakle, kut kosokutnog sustava je 75°. Koordinate
to¢aka A i C u tom sustavu su redom (0,0) i (5,10). Jednadzba pravca AC je tada
y' =2x'. Neka je EF ...y = mx' + n. Iz uvjeta okomitosti pravaca AC i EF (vidi
(7)) imamo 2m(sin75°)% + (1 +2cos 75°)(1 + mcos 75°) = 0.

Prema tome,

1+ 2cos75°
~ 2+cos75°
UvrStavanjem tocke (5,10) u jednadZzbu pravca
EF dobivamo
_ 5(5+4cos75°)
2 4 cos75°

Pravci AB i AD imaju redom jednadzbe y' = 0
i ¥ =0 pa lako vidimo da su njihovi presjeci
s pravcem EF redom to¢ke E = (—n/m,0) i
F=(0,n).
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Prema (8) je

1
|EF| = W\/n2 + m2n2 + 2 cos 75°mn? A 20.89 .
m

Primjer 3. Odredimo krivulju koja je zadana jednadibom (x')*> + (y')> =1 u
kosokutnom koordinatnom sustavu s kutom 45°.

RjeSenje. Zadatak ¢emo rijeSiti tako da zapiSemo zadanu jednadZbu u pravokutnom
sustavu pomocu zamjene koordinata (2). Imamo dakle, ¥ = x —y i y = /2y.
Dobivamo jednaZzbu

¥ —2xy+3y°=1. 9)
Primjecujemo da se radi o krivulji drugog reda. Krivulju ¢emo sada zapisati u novom
pravokutnom koordinatnom sustavu koji se dobiva rotacijom postojeceg pravokutnog
sustava oko njegovog ishodiSta za kut y u pozitivnom smjeru. Prikladni kut y
demo odrediti naknadno. Koordinate (x,y) u zarotiranom sustavu prelaze u koordinate
(x”,y"). Supstitucija dakle glasi

x=cosy-x" —siny-y", y=siny-x" +cosy-y’.
Uvrstavanjem u jednadzbu (9) dobivamo

(2 — sin(2y) — cos(2y))(x”)? + 2(sin(2y) — cos(2y))x"y"

. (10)
+(2 + cos(2y) +sin(2y))(y")* = 1.

o hy Clan koji sadrzi x”y” ponistit ¢emo

odabirom kuta y za koji je sin2y) =

cos(2y). Dakle, stavimo y = 22.5°.
»  UvrStavanjem tog kuta u jednadZbu (10)
" R dobivamo

// 7 5° A (2 _ \/5)()(://)2 + (2 + \/5)()//)2 =1 ,
N / x odnosno jednadzbu elipse s poluosima du-

liine (vV2—-+v2)"'i (V2++v2)"!. Ko-
nacno, zakljuCujemo da je zadana krivulja
elipsa koja se dobiva rotacijom elipse

Slika 6. 2-V2)2+2+V2)y =1,
za kut 22.5° u pozitivnom smjeru (slika 6).

Zakljucujemo da isti oblik jednadZzbe u pravokutnom i kosokutnom sustavu ne znaci
nuzno da se radi o potpuno istoj vrsti krivulje. Naime, da je jednadZba bila zadana u
pravokutnom koordinatnom sustavu, to bi bila jednadZba jedini¢ne kruZnice.

Sada uzmimo neku funkciju f : Dy — R, gdje je Dy C R. Njezin graf u pravokutnom
sustavu je dan s Gy = {(x,f(x)) : x € Dy}. Oznac¢imo s S;(x’) skup svih rjeSenja
jednadzbe x — ctg @ - f (x) = x’, za zadani x’. Iz formula za zamjenu koordinata (2) uz
y = f (x) dobivamo da se graf funkcije f u kosokutnom sustavu moZe zapisati s

G = {(x’,fit(]sz)) c X ey, SGSf(x’)} ,
gdjeje Dy = {x¥ € R: X' =x—ctgp-f(x) zaneki x € Dy }.

Primjer 4. Zapisimo graf funkcije f : R — R, definirane s f (x) = x> u kosokutnom
koordinatnom sustavu s kutom 30°.
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RjeSenje. U pravokutnom koordinatnom sustavu zadani graf zapisujemo kao
/

G = {(x,x*) : x € R}. Jednadzba x — /3x*> = ¥’ ima dva realna rjesenja

x:ﬁi\/3—12\/§x/ . V3
6 b

zax’<\1/—2§ijednox:?323x:—.

B \/§j:\/312\/§x’} o V3
6 ;=

Dakle, Sf (x') = i Dy =00, 7~ - Kona¢no, u zadanom

kosokutnom koordinatnom sustavu moZemo pisati

g/{(x’7252):x16<m7ﬂ] 5= \/gim} .

= 5

6

Na slici 7 primjecujemo da postoje pravci pa-
ralelni y’-osi koji ne sadrze nijednu to¢ku grafa
funkcije f, §to odgovara Cinjenici da D} nije
jednak citavom skupu R. Takoder vidimo da

pravci koji prolaze kroz tocke (x',0), x' < —,

i paralelni su y’-osi sijeku graf u dvije tocke,
Sto se podudara s tim da je za te vrijednosti
x' skup S (x") dvoclan skup. Samo u jednom Slika 7.
slu¢aju pravac paralelan y’-osi sijece graf u samo

3
jednoj tocki, nazovimo ju D, i to za x’ = - Tocka D u pravokutnom sustavu
31 31
ima koordinate (%, E) , dok u kosokutnom ima koordinate (1—\/2_, 8> , 1to je tocka

diraliSta jedine tangente na zadanu parabolu koja ¢ini kut 30° s x-osi.

Za kraj primijetimo da u kosokutnom koordinatnom sustavu moZemo primjenjivati
analogan test injektivnosti i surjektivnosti funkcije tako da promatramo pravce paralelne
x'-osi 1 njihove presjeke s grafom funkcije. S druge strane, u presjeku grafa funkcije i
pravaca paralelnih y’-osi oblika x' = d’, d’ € D, moZemo nadi i vise tocaka, $to nikad
nije slucaj s presjekom grafa funkcije i pravaca paralelnih y-osi oblika x = d, d € Dy,
gdje dobivamo uvijek jedinstvenu tocku.
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