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Uvod

U ¢lanku Rjesavanje modela trZisne ravnoteZe pomocu diferencijalne jednadZbe (MFL
LXYV, br. 4) spomenuli smo kako se mnogi ekonomski fenomeni mogu formulirati pomocéu
matematickih modela i potom analizirati te rjeSavati odgovaraju¢im matematickim alatom.
Matematicka ekonomija omogucava primjenu matematicke aparature kako bi se dobili
odgovori na brojna pitanja u ekonomiji. Cesto se pretpostavlja kako su ekonomske
varijable neprekidne i diferencijabilne funkcije, Sto olakSava analizu i omoguduje
koriStenje elegantne tehnike deriviranja. Kada ekonomisti rade sa stvarnim podacima,
oni raspolaZu s vrijednostima ekonomskih varijabli u odredenim vremenskim trenucima,
pa u biti nemaju na raspolaganju neprekidne nego diskretne funkcije, to jest funkcije
¢ija domena nije interval nego diskretan skup. Stoga éemo ovdje razmotriti diferencijske
jednadZzbe kao temelj za analizu ekonomskih pojava. Rezultat rjeSavanja diferencijske
jednadZzbe je vremenska putanja, ¢ija se dinamicka stabilnost ispituje u samoj analizi.
Kao i u kontinuiranom slucaju, ispitivanje dinamicke stabilnosti svodi se na utvrdivanje
postojanja grani¢ne vrijednosti varijable kada vrijeme teZi u beskona¢nost. U ekonomiji
se to naziva dugi rok.

Najprije ¢emo definirati temeljne pojmove o diferencijskim jednadZbama i neke
metode za njihovo rjeSavanje, a potom na primjeru modela trziSne ravnoteZe kao
tipicnom primjeru implementacije diferencijskih jednadzbi u ekonomiji prikazati
rjeSavanje diferencijskih jednadzbi.

Opcenito o linearnim diferencijskim jednadzbama prvog reda

Ako je vrijednost ekonomske veli¢ine y ovisna o vremenu ¢ i ako Zelimo istaknuti
da je veza izmedu tih veli¢ina diskretna, piSemo y(z) = y;. JednadZzba oblika

@y t+ary, =as, ay#0 (D
gdje je y(t) = y;, t € NU {0}, traZena vremenska putanja vremena, naziva se
obi¢nom diferencijskom jednadZbom prvog reda s konstantnim koeficijentima, aj,
ay, az € R. Rjefenje jednadZzbe (1) je vremenska putanja y(f) = y,. Opée rjeSenje
nehomogene diferencijske jednadzbe (1) je superpozicija opéeg rjeSenja pripadajuce
homogene diferencijske jednadZbe (uobicajeno se kaZe komplementarnog rjeSenja)
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i partikularnog rjeSenja, (v,). i (v;)p. Komplementarno rjeSenje, dakle, dobivamo
rjeSavanjem korespondentne homogene diferencijske jednadZzbe:

@y tay, =0, a#0 (2)
Opce rjesenje jednadzbe (2) trazimo u obliku
(v)e =Cm', m#0. 3)

Pokazimo da je rjeSenje jednadZbe (2) doista funkcija dana formulom (3). Doista,

aCm' ™ +aCm' =0, a #0, m#0,
(aam +a;)Cm' =0

am-+a; =0

aj
m=——.
ap

Dakle, normiramo li jednadZbu (2), to jest piSemo li je u obliku
Vir1 T ayr =0, (4)

pri ¢emu je a = a , opée rjeSenje jednadZzbe (2) je
a

(yt)c = C(_a)tv CeR (5)

Pokazimo da je traZeno opée rjeSenje jednadzbe (2) (y;). dano izrazom (3). Doista,
uvrstimo li (5) u (4), nalazimo

Vo1 +ay; = C(—a)™ + Ca(—a)' = C(—a)™ — C(—a)"™" = 0. (6)

Partikularno rjeSenje dobivamo rjeSavajuci jednadZbu (1) pretpostavljajuci da je rije¢ o
nekoj konstanti k, to jest da je:

(v)p =k, keR, zasvako 1. (7)
Uvrstimo 1i (7) u (1), slijedi

ark + ark = as, (8)
pa je kako slijedi:
az
k= a+ap’ ®)
pri emu je ap # —ajy .
U slucaju a; = —ay, pretpostavljamo da je partikularno rjeSenje oblika (y,)p = ki1,
pri ¢emu je k; € R konstanta i izraz (1) postaje:
arki(t+ 1) — atkit = as, (10)
odnosno
JT—
ai

Dakle, opce rjeSenje linearne diferencijske jednadzbe (1) dano je izrazom:

C(—a) + 4 , ako je ap # a;
v = (1) + () = a @ _ (1)
yo+1t-—, ako je a, = ay
ay

Ekonomiste zanima dinamika kretanja neke varijable u kratkom, ali i u dugom roku. Za
dugi rok razmatramo limes funkcije (11) kada ¢ teZi u beskona¢no, uz pretpostavku da
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nema nikakvih promjena koje utje€u na proces opisan jednadZbom (1). Razmatramo li
slucaj ap # —ay, raCunamo limes:

as

lim y, = lim |C(—a)' + (12)
t—+00

t—+00 a) + ay
¢ija vrijednost ovisi o vrijednosti a. Ako je |a| < 1, limes na desnoj strani izraza (12)

jednak je Cj: . Ako je |a| > 1, za parne vrijednosti ¢ limes (12) teZi u +oo,
ay ay
dok za neparne vrijednosti tezi u —oo. Za slu¢aj a = —1 navedeni limes jednak je

C+ a3 . Ako je pak a = 1, tada je za parne vrijednosti # limes jednak C+ 4 ,
a +a; a +a;

dok je za neparne jednak —C + “ Zakljuéno, ako se radi o sluajevima |a| < 1

az +dai
i a= —1, proces y ¢emo nazvati stacionarnim procesom, dok za preostale sluCajeve
govorimo o divergentnom procesu.

U slucaju a; = —ay, odito je rije¢ o divergentnom procesu.

Model trzista jednog poljoprivrednog proizvoda

Dinamicki model trZiSta jednog poljoprivrednog proizvoda, kojeg je prvi put analizirao
Nicholas Kaldor, je model koji pokuSava objasniti fluktuacije u cijenama na odredenim
vrstama trziSta. Cesto se ovaj model veZze uz poljoprivrednu proizvodnju, pri ¢emu
proizvodaci moraju donijeti odluke o cijenama jedno razdoblje unaprijed.

U ovome trziSnome modelu proizvoda¢ donosi odluku o cijeni u sljede¢em razdoblju.
Stoga je ponudena koli¢ina na trZiStu O, funkcija cijene iz prethodnoga razdoblja P;_;,
pri ¢emu se pretpostavlja sljedeéi funkcionalni oblik:

Qs =aPi_y—b, a,b>0. (13)
S druge strane, koli¢ina koja se traZi na trZiStu u trenutku #, Qg4 , padajuca je i linearna
funkcija cijena na trZiStu u trenutku :

Qu=c—dP,, c¢,d>0. (14)
Pretpostavlja se da se trziSte u svakom trenutku “Cisti”, to jest da je ponuda jednaka

potraznji:
O = Qur (15)

Uvrstimo 1i (13) i (14) u (15), slijedi:

aP,_ 1 —b=c—dP, (16)

odnosno
dP,+aP,_1 =b+c. (17)

Izrazom (17) definirana je linearna diferencijska jednadZba prvog reda. Opce rjeSenje
pripadajude homogene jednadZbe nalazimo uz pretpostavku (P;). = Cm', m # 0:

d-Cm'+a-Cm'~'=0/ :Cm'

d+a-m'=0
L
=

t
Dakle, opée rjeSenje pripadajuée homogene jednadzbe je (P;). = C (*%) . Jo§ valja

odrediti partikularno rjeSenje (P;)p. To ¢emo uliniti tako da pretpostavimo da je
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partikularno rjeSenje neka konstanta k € R, to jest da je (P,)p = k za sve t, i navedeno
uvrstimo u (17):

d-k+a-k=b+c
kberC (18)
d+a
Uoc¢imo da je zbog uvjeta a, d > 0 nazivnik a +d # 0.

o a\' b+c L
Prema tome, traZena vremenska putanja cijene je P, = C (7 3> + ira’ a dinamicka
a
. . . . . . . a
stabilnost dobivene vremenske putanje ocito ovisi o izrazu — Kako su a, d > 0,
izraz ~7 poprima negativnu vrijednost. Medutim, ako je a > d, radi se o divergentnom

procesu, cijena ¢e na trziStu “podivljati” i nee se ostvariti ravnoteza. Ako je a = d,

radi se o oscilaciji cijene od vrijednosti 7“7 + Z% do vrijednosti % + ZIZ , dok
ée za a < d cijena konvergirati prema cijeni P* = d—i—: i pritom se ostvaruje uvjet
¢iSéenja trziSta.
Primjer. Zadan je model paucine za jedan proizvod na trzistu:
Qu =20-3P,
Oy =—-6+P
Our = Oy
Py=175.
Izvedimo vremensku putanju cijene i ispitajmo njenu dinamicku stabilnost.
Iz uvjeta cis€enja trziSta slijedi jednadzba 20 — 3P, = —6 + P,_;, odnosno

3P,+P,_; = 26. Uz pretpostavku da je partikularno rjeSenje konstanta k € R, nalazimo
13
da je to konstanta (P,)p = k = 5 Pretpostavimo li da je (P,). = Cm', m # 0, lako se

1 t
pokaZze da je opée rjeSenje pripadajuce homogene jednadzbe (P;). = C (—§> . Dakle,

1" 13
vremenska putanja cijene dana je formulom P, = C <——> + —. Uvrstimo li zadani

3 2
pocetni uvjet Py = 7.5 u dobivenu funkciju, nalazimo vrijednost konstante C. Naime,
1\° 13
izP,=C (—§> + 5= 7.5 slijedi C =1, pa je konac¢no traZzena vremenska putanja
) 1\" 13
cijene dana formulom P, = 3 + 5 U dugom roku na razmatranom trZiStu

vrijedi: P* = lim P, = 5 Sto znaci da Ce se ostvariti dugoroc¢na ravnoteZa na trzistu.
t——+o00

Graf dobivene vremenske putanje je dan na slici 1.

Za pocetnu cijenu Py > P* nudena koli¢ina u razdoblju # = 1 bit ée jednaka Q;.
Kako bi i trazena koli¢ina bila jednaka, cijena u prvom razdoblju mora biti jednaka
P;. Uz cijenu P; nudena koli¢ina u sljede¢em razdoblju iznosi Q. Postupak se
ponavlja u sljede¢im razdobljima, pri ¢emu se “plete mreza” (odatle i naziv model
paucine) pri Cemu tocke vremenske putanje naizmjeni¢no pripadaju pravcu ponude (S),
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odnosno pravcu potraznje (D). Naravno, uvjet ¢iSenja trziSta ($to smo matematicki
zapisali koriste¢i jednakost Oy, = Qg ) znaci da dvije sukcesivne tocke te mreze (rije¢
je primjerice o to¢kama (Py, Q1) i (P1,Q1)) imaju jednake ordinate, a druge dvije (¢ije
ordinate su parnog i zatim neparnog indeksa) imaju jednake apscise. Stoga su dijelovi
paucine paralelni s koordinatnim osima P, odnosno Q. Uoc¢imo da je vremenska putanja
cijene konvergentna (slika 1) i iznosi P*.

0

o
O

0,
0,

P, P, P*P,P, P
Slika 1. Graficki prikaz modela paucine
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