Primjena diferencijalnog i integralnog racuna na dokazivanje
nekih algebarskih i trigonometrijskih jednakosti

lija HiSevié!

Neke algebarske i trigonometrijske jednakosti moZemo dokazati pomocu diferencijal-
nog i integralnog racuna. Pritom jednu stranu jednakosti oznacimo kao funkciju jedne
varijable, zatim tu funkciju deriviramo, a nakon toga integriramo. Kada odredimo kons-
tantu integracije, dobivamo drugu stranu jednakosti. Ponekad jednu stranu jednakosti,
kao funkciju jedne varijable, najprije integriramo, a zatim deriviramo, pa dobivamo
drugu stranu jednakosti. Hoc¢emo 1i najprije derivirati ili integrirati, ovisi o strukturi
zadace.

Rijesit ¢emo nekoliko zadataka, a zatim ¢emo dati tri zadatka za vjeZbu.
Dokazite sljedece jednakosti:

Zadatak 1.
(x+a+b?—(a+b—x?+(x+a—b)?—(x+b—a)=8ax
Rjesenje. Neka je
Fx)=@x4+a+b?—(a+b—x)*+x+a—b)*—(x+b—a)
Tada je
F'(x) =2(x+a+b)+2(a+b—x)+2(x+a—b)—2(x+b—a)=8a.
Kako je F(x) jedna od primitivnih funkcija funkcije f(x) = 8a, to se ona nalazi u

skupu funkcija [ 8adx, tj. u skupu funkcija 8ax+ C. Odredit éemo sada konstantu C,
tako da je za svaki x ispunjena jednakost

(x+a+b)?—(a+b—x?>+x+a—b)?— (x+b—a)=8ax+C
UvrStavajuéi u posljednju jednakost, primjerice, x = 0, dobivamo redom,
8a-0+C=(0+a+b)?—(a+b—072+(0+a—b)?—(0+b—a)
C=(a+b)*—(a+b)*+ (a—b)*— (a—b)
C=0.
Prema tome,
(x+a+b?—(a+b—x?+(x+a—b)?— (x+b—a)’=8ax.

Zadatak 2.
(a+b+c+x)*+(a+b—c—x)*+(a+c—b—x)+(a+x—b—c)* = 4(a@®+b* +*+x7)

Rjesenje. Neka je
Fx)=(a+b+c+x?+(a+b—c—x*+(a+c—b—x?+(a+x—b—c)
Tada je

F'(x) =2(a+b+c+x)—2(a+b—c—x)—2(a+c—b—x)+2(a+x—b—c)

= 8x.
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Stoga je
F(x):/F’(x)dx:/Sxdx:4x2+C.
Dakle,
(a+b+c+x)P +(a+b—c—xP +(a+c—b—x)+(a+x—b—c)*=4>+C.

Da bismo odredili konstantu C, uvrstimo u posljednju jednakost, primjerice, x = 0.
Tada je

(a+b+cP+(a+b—clP+(at+c—b?*+(a—b—-c)P=C
Kvadriranjem trinoma i sredivanjem, dobivamo C = 4(a® + b*> + ¢?). Konacno je

(a+b+c+x)+(a+b—c—x)*+(a+c—b—x)+(a+x—b—c)* = 4@ +b*+*+x%).

Zadatak 3.
(x+a+b)?—(x+a—b)?—(x—a+b)®— (—x+a+b)’ =24abx
RjeSenje. Stavimo
Fx)=(x+a+b)?—(x+a—b)P®—(x—a+b)?—(—x+a+b).
Tada je
F'(x) =3(x+a+b)*=3x+a—b)?—3(x—a+b)*+3(—x+a+b)?=24ab.
Odatle dobivamo
F(x) = /F'(x) dx = /24abdx = 24abx + C.
Dakle,
(x+a+bP>—(x+a—-b)?—(x—a+b)—(—x+a+b)’ =24abx+ C.
U ovu jednakost uvrstimo, primjerice, x = 0 i dobivamo C = 0. Stoga je
(x+a+b)—(x+a—b)—(x—a+b)’— (—x+a+b)’ =24abx.

Zadatak 4.
2cos® xsinx — cosxsinx = 7 sin 4x
RjeSenje. Neka je
F(x) = 2cos® xsinx — cos xsin x.
Tada je
F'(x) = (6 cos” x(— sinx) sinx + cosx - 2cos’ x) — (— sinx - sinx + cosx - cos x)
= —65sin® xcos® x + 2 cos* x — cos? x 4 sin’ x
= —6c0s” x(1 — cos’x) + 2cos*x — cos’x + 1 — cos’x
= 8cos*x — 8cos’x + 1 = cos4x.
Slijedi
1
F(x) = /F'(x) dx = /cos4xdx =2 sin4x + C.
Odatle dobivamo

. . 1.
2 cos® xsinx — cosxsinx = 1 sin4x + C.
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Uvrstimo u ovu jednakost, primjerice, x = 0, i dobijemo C = 0. Dakle,

3

. . 1.
2cos” xsinx — cosxsinx = 7 sin 4x.

Zadatak 5.

1 1 3

- 4
= = dx — — 2 —
sin” x 8cos X 2cos x+8

Rjesenje. Neka je F(x) = sin*x. Tada je

1
/F(x)dx:/sin4xdx: Z/(Zsinzx)zdx

1
:—/(lfCOSZx)zdx

4

1
= 4_1/(1 — 2¢082x + cos? 2x) dx

1 1 4
:Z/<1—2cos2x+ w)dx

1 3
= /(5 —2cos2x + Ecos4x) dx

/dxf —/costder /cos4xdx

= gx— Zsm2x+ 3—2sm4x+C

Konac¢no,

4 1 1 1 1
F(x) = (/F(x)dx) :%f 2'20082x+3—2 -4 cosdx = §00s4x7 50052x+%.

Zadatak 6.
tgx + 2tg2x + 4tgdx + 8tg8x + 16¢ctg 16x = ctgx
Rjesenje. Stavimo li
F(x) =tgx+ 2tg2x + 4tgdx + 8tg8x + 16 ctg 16x,
tada je

/F(x)dx:/tgxdx+/2tg2xdx+/4tg4xdx+/8tg8xdx+/16ctg16xdx

= —In|cosx| — In|cos2x| — In| cos4x| — In| cos 8x| + In | sin 16x| + C;
COS X c0s 2x cos 4x cos 8x

-1 ’ c
n sin 16x +

COS x coS 2x cos 4x cos 8x
=—In . ‘ +G
2 sin 8xcos 8x

o cosxcos2xcos4x) L Ci=—In

COS X COS 2x )
4 sin4x cos4x

4. 2sin2xcos2x

)-I—C]

I cosx )+ c
= —In|—m m™m— =
8 - 2sinxcosx ! 16 sinx

=0+1In16+In|sinx| + C; = In|sinx| + C,
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gdje je C = C; +1n16. Dakle,
!
F(x) = (/F(x) dx) = ctgx.

Zadatci za vjezbu

DokaZzite sljedece jednakosti:
3
1. sin3xcos® x + cos 3xsin’ x = 1 sin 4x
2. tgx+2tg2x +4tg4x + 8ctg8x = ctgx
1 1
3. cos*x = 3 cosdx + 7 cos2x + 3
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