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Zbrojevi trigonometrijskih funkcija

QDR DVEDVEVRVRLDLDVDLDVDEVRVRLDVDLDVDLDVDEVDRLIVIRLDVDRLDLDLEDVEDEDRDLDDED

Dijana MatoSevié

U ovom ¢lanku pozabavit ¢emo se ra¢unanjem zbrojeva trigonometrijskih funkcija koje ¢emo
odredivati na dva nacina - klasi¢nim trigonometrijskim na¢inom i pomoé¢u kompleksnih brojeva.

Mali uvod u trigonometrijski zapis kompleksnog broja

Neka je z = x + iy kompleksni broj (x,y € R). Prikazimo ga u Gaussovoj kompleksnoj ravnini. Sa

=z 41y

slike je vidljivo da se on moZe prikazati u obliku z = d(cos ¢ + isin ), gdje je

d - modul kompleksnog broja z (d = |z]),

¢ - argument kompleksnog broja z, gdje je sinp = & ising =4 ¢ € [0,27].

U upotrebi su i druge oznake kompleksnog broja npr. z = dcis ¢, kao i eksponencijalni zapis
kompleksnog broja z = de?®.!

Svojstva - mnoZenje, dijeljenje i potenciranje

Kompleksni brojevi se mnoze (dijele) tako da im se moduli pomnoze (podijele), a argumenti
zbroje (oduzmu), tj.

z1 - 22 = di(cos p1 +isiny) - da(cos g + isin pa) = dida(cos(¢1 + w2) +isin(pr + p2)) =

= dleum : dg@“‘m = d1d2el(<m+<,02),

p . p
21 _ di(cospr +ising) _ “L(cos(p1 — @2) +isin(pr — p3)) =

diet dy
= =——=—¢
zo  da(cospa +isings)  da doci®z  dy

P1—p2)

Potenciranje (De Moivreova formula):
2" = (d(cosp +ising))" =d" (ew)n = d"e"" = d"(cosnyp + isinnyp).

Korjenovanje:

(72:2% =dnein = %(cosMJrisinM), k=0,1,...,n— 1.
n n

1Ovaj eksponencijalni zapis potjete od divcarskog matemati¢ara L. Eulera
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Inverz kompleksnog broja:
i-0
ol Lem 1y
z deiv d ’

tj.

1 ..
d(cosp +ising) E(COSC'O*ZSIHSD)’

za d = 1 specijalno vrijedi % =7Z.

Primjer 1. Odredimo sljedec¢e sume:
n n
Z cos(2k — 1)y i Z sin(2k — 1)¢.
k=1 k=1
Prvo rjesenje. Koristit ¢emo klasi¢na svojstva trigonometrijskih funkcija.

Z cos(2k — 1) = cos 4+ cos3p + -+ - + cos(2n — 1)p =
k=1

2sinpcosp+2sinpcos3p+ -+ 2sinpcos(2n — 1)p | =

~ 2sin %)
sin 2¢p—sin 0 sin 4p—sin 2¢p sin 2ne—sin(2n—2)¢
sin 2np
~ 2singp
|
Drugo rjesenje. Promotrimo sumu
. 1— 2n
Z+ZS+Z5+"'+227L71:Z‘727
1—22
i uvrstimo z = cos ¢ + ¢ sin ¢, tada je lijeva strana
L = (cosp +ising) + (cos3p + isin3yp) + - - - + (cos(2n — 1) + isin(2n — 1)) =
n n
= Z cos(2k — D)o+ Z sin(2k — 1),
k=1 k=1
a desna
D = oiv 1- e?"“p _ v [(1 — cos2nyp) — isin 2nyp) _ v 2 sinnp[sin ng — i cosny|
1—ei2¢ (1 — cos2p) —isin2yp 2 sin p[sin ¢ — i cos ¢]
. 1 3 . .
D _ gieSin nepet(net3m) _SInY g itn-1)p _ SINNP g
sin el 3™ sin sin ¢
sin ny sinngp |
= — COSNY + 1— S ne.
sin
Izdvojimo sada realni i imaginarni dio desne strane i dobivamo traZzene sume
" sin 2n " sin®n
Z COS(2]€ — 1)()0 = %Q(D) = - (,0, Z sm(2k — 1)@ = Sm(D) = - SO
2sinp sin ¢
k=1 k=1
Uoc¢imo da ima znatno manje "naStimavanja" kada koristimo kompleksne brojeve. ]
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n

Primjer 2. Odredi sumu Z 2% cos k.
k=0

Rjesenge.
S=1+2cosp+2%cos2p+---+ 2" cosnyp
Neka je z = 2e™. Tada 20 + 2! 4+ 22 + - - - + 2™ odgovara sumi
2RI —

L =14 2" + 2% 1.

42" cosny) +i(2sing + 2%sin2p + - - -

1—znt!
1—2 7

+ 2" sinny).

= (1+2cosp+2%cos2p + -

Vrijedi S = Re(L), s druge strane je L =
(1 —2cosp)+i2sing

1= 2ntlelnte (1 — 27+ cog(n + 1)) — 2" sin(n + 1)p
B 1 — 2et® B (1 —2cosp) —isin2¢p (1 —2cosp) +i2sinp’
Sada je
S — Re(l) (1 — 2" L cos(n + 1)p)(1 — 2cosp) + 2" L sin(n + 1) - 2sing
= Re = =
(1 —2cosp)?+ (2siny)?
1
m[l —2cos @ — 2" cos(n + 1)p + 2" 2 cos ny).
[
2 3
Primjer 3. Izracunaj zbroj cosg — cos 77r + cos 77r
(MMO 1963.g)
Prvo rjesenje. Sluzbeno rjeSenje ovog zadatka glasi
us 27 + 3 1 9 us s 9 27 4o s 3
COS — — COS — + cos — = €08 = COS = — 2 oS —— cos cos — cos — | =
7 7 2cos 74 14 7 14 7 14 7
1 T n 3m 3m 5T n n T
= 0S8 — + €08 — — COs — — €08 — + cos — +cos — | =
~ 2cos & 4 14 14 14 14 14 14
1 i n s 1
—— |cos— 4+cos— | = =.
T 2cos & v 14 14 2
|
Drugo rjesenje. Uz malo manje naStimavanja zadatak rjeSavamo koriste¢i kompleksne brojeve.
. 1 3
Promatrajmo sumu z—z2+2% = 2(1—z+22) ﬁi = 111223. TraZeni zbroj je zapravo Re (Z 112 )
z
gdje z = e, p = 7. Tada je
ks 2 _ e Lt 6341.@ _ ip (LFcos3p) +isindp _ ;,2cos 3¢ (cos 32 +isin 32)
14z 1+ et (14 cosp) +ising 2cos £ (cos & +isin %)
3¢ 32 3¢ 3¢ 3<p
cos , cos =2 . s =L cos
= 2 ~ewe,z = D 2 cos2p +i sin 2¢.
cos & els cos £ cos & cos %
T 27 3 1+ 23 cos ‘% cos X2 + cos 2
cos——cosT—i—cos?:% ( 1+z):cos§ cos2p = 2o =
18
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us us s
cosg—l—cosﬁ: COS 77 :1
™ s °
QCOSﬁ 2cosﬁ 2

Evo jos jedne zanimljive primjene kompleksnih brojeva.

Primjer 4. Odredi vrijednost cos 18°.
Ovaj zadatak mozete naéi u raznim udzbenicima za 3. razred, a daje se pomalo "ruzno" rjeSenje.
Prvo rjesenje. Treba znati da vrijedi cos 36° sin 18° = %. Kako je cos 36° = 1 — 2sin® 18°, dobivamo
jednadzbu

8sin®18° — 4sin18° + 1 = 0, tj.

(2sin18° — 1)(4sin® 18° + 25in 18° — 1) = 0.
Kako je 1 = sin30° # sin 18°, slijedi

4sin?18° +2sin18° — 1 =0,
—1+5 —1+5

> . Za rjeSenje uzimamo ono pozitivno, tj. sin18° = — $to nam

5+V5

g
Rijesimo sada taj zadatak elegantnije.
Drugo rjesenje. Mi zapravo trazimo cos {5. Neka je z = cos {5 +isin {5 = eio. Kako znamo da je
e'™ +1 =0, onda éemo traziti jedno od rjeSenja jednadzbe (e'10)19 +1 = 210 + 1 = 0.

odnosno sin 18° =

daje cos 18° =

(22)5—1—1: (ZH+1)(E 242t =221 =0.
Znamo da je z2 # 1, onda mora biti

Bt 224 1=0/:2% 2#0

1 1
4 2 _
(Z +;)—(Z +Z—2)+1—0.

Znajuéi da je z + % = 2cos18°, jednadzba postaje ekvivalentna sljedeéoj:

16 cos® 18° — 20 cos® 18° + 5 = 0,

(5= 5

Kako je cosz padajuca funkcija u intervalu [0, 5], cos {; poprimiti najve¢u mogucu vrijednost tj.
545

18° = .
cos 3

|
Sigurna sam da ste se u ovom ¢lanaku uvjerili u moguénosti trogonometrijskog zapisa kompleksnih
brojeva, koji nastimavanje pretvaraju u gotovo skolski rad.
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