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Sazetak

U ¢lanku se pojasnjavaju osnovni pojmovi tropske geometrije
te njena primjena u rjeSavanju problema odredivanja
najkrateg puta u tezinskom grafu Floyd-Warshallovim
algoritmom.

1 Uvod

Tropska geometrija je relativno novo podrucje u matematici, a naziv
"tropska geometrija" osmislili su francuski matematicari u cast
brazilskom matemati¢aru Imre Simonu, pioniru u tom podrudju. Stoga
pridjev "tropska" nema neko posebno znacenje osim asocijacije na
Brazil kao tropsko podrucje.

Jednostavnost aritmetike tropske geometrije omogucdila joj je brojne
primjene od ekonomije preko biologije do racunarstva. Vise o
primjenama moze se nadi u [2].

U ovom clanku pokazat ¢emo na koji se nacin aritmetika tropske
geometrije moze primijeniti u rjeSavanju problema pronalaska
najkraceg puta. Bilo da govorimo o putu kamiona od skladista do
odredista ili o najkra¢em putu medu serverima u racunalnoj mrezi,
problem se svodi na nalazenje najkraéeg puta u tezinskom grafu.
Navedeni problem rjeSava Floyd-Warshallov algoritam.

2 Tropska geometrija

Osnovna struktura tropske geometrije je tropski poluprsten, uredena
trojka (R U {oo}, @, ®) sastavljena od skupa realnih brojeva
proSirenog beskonacnoscu te dvije medusobno uskladene operacije,
tropskog zbrajanja i tropskog mnozenja (vidi [3]).

2.1 Tropsko zbrajanje

Suma dvaju brojeva u tropskoj aritmetici definira se kao minimum tih
dvaju brojeva
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z @y := min(z, y). (1)

Primjer 1. Tropsko zbrajanje

3®5=3 1 T®2=2.

2.2 Tropsko mnozenje

Produkt dvaju brojeva u tropskoj aritmetici definira se kao uobicajen
zbroj tih dvaju brojeva

rQy:=z+y. (2)

Primjer 2. Tropsko mnozenje

305=28 i 7TG2=09.

Obje definirane racunske operacije imaju neutralne elemente. Za
tropsko zbrajanje neutralni element je beskonacno, dok je za tropsko
mnoZzenje neutralni element nula

adoo=a 1 a®0=a.

Takoder vrijedi,

aEBOz{O’ zaa =0 i a® oo = oo.
a, zaa<0

Nadalje, obje operacije su komutativne i asocijativne te vrijedi
distributivhost mnozenja u odnosu na zbrajanje.

e Komutativnost
a®b=>bPa i a®@b=>b0oa.
® Asocijativnost
(a®b)Pc=ad(bdc) 1 (a®b)EGc=a® (bOc).
e Distributivnost

a®@(b®dc)=a0bdabe

Primjer 3. Distributivnost tropskog mnoZenja prema zbrajanju

4100203)=40204063
4102=607
6 = 6.

2.3 Tropski polinom

Neka su z1, x39, ...z, varijable koje predstavljaju elemente tropskog
poluprstena. Monom se definira kao bilo koji produkt tih varijabli, pri
¢emu je mogucnost njihova ponavljanja dozvoljena.



Koristeci komutativnost i asocijativnost, mozemo presloziti produkt i
zapisati ga u uobi¢ajenom obliku koristeéi potencije, imajuci na umu
da z? znadiz ® r,anex-x.Npr

To Ox1 O3 O O © T2 Zm%mg’mg,.

Svakom monomu mozemo pridruziti funkciju sa R"™ u R. Kada bismo
takvu funkciju evaluirali u klasi¢noj aritmetici, dobili bismo linearnu
funkciju:

flz1,z2,23) =22 @21 O3 O 1 O T2 O T2
=x2+T1 +a3 +x1 + 22 + T2
=2x1 + 3x2 + x3.

Iako smo u primjeru koristili pozitivhe eksponente, monomi su
definirani i za cjelobrojne eksponente. Stoga, mozemo zakljuciti da su
tropski monomi linearne funkcije s cjelobrojnim koeficijentima.

Tropski polinom je konacna linearna kombinacija tropskih monoma:
p(x1,22,...2p) =a @] xy -+ Xy @b@w{lwg TP

Primjer 4. Tropski polinom u jednoj varijabli

pz)=202z Yo (102 ® (30 ) ®2 =min{2 + 3z,1 + 22,3 + z,2}.

Primijetite da u tropskoj geometriji polinomi

pi(z) =2 ® (10 ) ®2=min{2z,1 + z,2} = min{2z,2} i
m(z) =2* © (170 z) @ 2 = min{2z, 17 + z,2} = min{2z, 2}
imaju istu vrijednost. Dakle, prikaz neke funkcije u obliku tropskog
polinoma nije jednoznacan.
Uslijed specifi¢nosti definicije mnozenja i nule kao neutralnog
elementa, svi binomni koeficijenti tropskog polinoma jednaki su nuli
(u Pascalovom trokutu su samo nule!). Posljedica navedenog je

¢injenica da u tropskoj geometriji za sve potencije binoma vrijedi tzv.
"brucoski san".

Primjer 5. "Brucoski san" za kvadrat binoma

(zoy)’ =(zdy) O (zDY)
=0022900zy® 00 y>
= (0+2%)® (0+ zy) ® (0 + ¢%)
= z° EBxyEBy2
= min{z , zy,y’}
=min{m2,y2}
= @yz.

2.4 Tropski skalarni produkt

Tropski skalarni produkt definira se analogno klasi¢nom matricnom
produktu jednoretcane i jednostupane matrice



T
(u1,u2,u3) © (vi,v2,v3) =u Qv Dug O v2 Duz O3
= Hlirl{ul + vi,us + v2,us3 +U3}-

Primjer 6. Tropski skalarni produkt

(2,4,-3)©(3,5,-5) = (203) @ (4©5) @ ((-3) ©(-5))
= min{5,9, -8} = —8.

2.5 Tropsko zbrajanje matrica

Tropsko zbrajanje matrica definira se analogno klasi¢nom zbrajanju
matrica, po elementima, koristenjem tropskog zbrajanja.

Primjer 7. Tropsko zbrajanje matrica
0 2) (3 1) _ (01
3 1 1 1) \1 1)’
2.6 Tropsko mnozenje matrica

Tropsko mnozenje matrica definira se analogno klasi¢cnom mnozenju
matrica. Element produkta dviju matrica dobije se kao tropski skalarni
produkt odgovarajuéeg retka prve i odgovarajuéeg stupca druge
matrice.

Primjer 8. Tropsko mnoZenje matrica

G e )-0 )

3 Grafovi i problem najkraceg puta

Graf (G se definira kao ureden par skupova G = (V, E) pri ¢emu je
skup V skup vrhova, a skup F je skup bridova. Skupovi V i E su
disjunktni, a svaki brid e € F spaja dva vrha u,v € V. Vrhovi u, v
grafa G se jo$ nazivaju krajevima brida e (vidi [1]).
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SLIKA 1. Primjer grafa

§etnja u grafu G je konacan niz incidentnih vrhova i bridova. Vrhovi i
bridovi u Setnji ne moraju nuzno biti i razliciti.

Setnja u kojoj su svi vrhovi i bridovi razli¢iti zove se put. Primjer
jednog puta u grafu sa Slike 1 je P = v7 e1 v2 €3 V4 €g U5 €7 Vg -

Graf prikazan na Slici 1 nazivamo i neusmjerenim grafom zato Sto
je bridovima grafa moguce prolaziti u oba smjera.

Usmjereni brid zovemo lukom, a ukoliko se svi bridovi grafa
orijentiraju (usmjere), tada graf zovemo usmjerenim grafom.
Lukovima usmjerenog grafa moguce je prolaziti samo u smjeru
orijentacije.

Pridruzimo li svakom bridu nenegativan realan broj w(e), dobiveni
graf naziva se tezinski graf, a broj pridruzen bridu e tezina brida
w(e).

Tezinski graf kojem su svi bridovi usmjereni zovemo tezinski
usmjerenim grafom.

SLIKA 2. Tezinski usmjereni graf

TeZinu puta P u grafu G moZemo definirati formulom
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ecE(P)

Drugim rije¢ima, tezina puta P u grafu G je zbroj tezina svih bridova
kojima se prolazi od pocetnog do zavrsnog vrha puta P. Tako bi
tezina puta P = w1 e1 v2 e3 v4 eg U5 e7 vg U grafu sa Slike 1
(uzimajudi u obzir tezine dane na Slici 2) iznosila 10, dok je
istovremeno tezina puta (Q = v1 e1 v3 e4 U5 €7 Vg U grafu sa iste slike
9.

Ukoliko nam je cilj Sto razumnije koristiti resurse, bilo da se radi o
udaljenosti koju trebaju proc¢i automobilom ili vremenu potrebnom za
prijenos informacija, htjeli bismo da tezina puta izmedu dva vrha
bude najmanja moguca. Problem pronalaska takvog puta zovemo
problemom najkraéeg puta, a rjeSenje problema dano je algoritmom
koji nazivamo Floyd-Warshallov algoritam.

4 Floyd-Warshallov algoritam u tropskoj
geometriji

Floyd-Warshallov algoritam je algoritam za pronalazenje najkraceg
puta izmedu bilo koja dva povezana vrha u tezinskom grafu.

Obzirom da se racunanje svodi na uzastopne transformacije matrica,
prednost ovog algoritma je sto kod izvrSavanja na racunalu ne trosi
velike memorijske resurse.

U nastavku ¢emo pojasniti korake algoritma. Odabere se prvi vrh te
se redom izraCunavaju udaljenosti od tog vrha do svih preostalih
vrhova s kojima je on povezan. Ukoliko je promatrani vrh s nekim
drugim vrhom povezan s viSe puteva, tada se za udaljenost izmedu ta
dva vrha uzima najmanja udaljenost izmedu ta dva vrha.
Ponavljanjem istog postupka za svaki od preostalih vrhova dobiju se
najkraée udaljenosti izmedu vrhova u grafu.

Pseudokod Floyd-Warshallovog algoritma

ulaz: Tezinski graf G = (V, E),V = vi,v2,...,0,
izlaz: Najkrace udaljenosti izmedu svaka dva vrha u grafu G
(1)zai=1,...,nstavid(i,i) = 0. Za i # j, ako je v;v; brid,
stavi d(i, j) = w(v;v;), inade stavi d(i, j) = oo.
2)zak=1,...,n
ezai,j=1,...,n

® d(i, j) := d(i, §) ® (d(i, k) © d(k, j))

Kada bismo usporedili prikazani pseudokod s klasi¢nim, zakljucili
bismo da su samo uobicajene operacije minimuma i zbrajanja
zamijenjene tropskim zbrajanjem i mnozenjem.

No snaga primjene tropske geometrije u ovom slucaju je puno veca.
U nastavku ¢emo pokazati da se trazenje najkraceg puta u tezinskom
grafu uz pomoc¢ tropske geometrije svodi na tropsko mnozenje
matrica.

Svakom tezinskom grafu mozemo pridruziti matricu susjedstva na
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sljedeci nacin
w(vi,vj), ako suv; ivj susjedni

D(i,j) =4 0, akojei =7
0, ako v; i v; nisu susjedni.

Primjer 9. Matrica susjedstva grafa sa Slike 2

(O 2 3 oo oo o™
o 0 oo 5 6 o0
D o oo 0 oo oo 8
oo oo oo 0 2 o0
oo oo oo oo 0 1
o o0 oo oo oo 0

Takoder, za proizvoljnu kvadratnu matricu, u tropskoj se geometriji
definira k-ta tropska potencija matrice kao tropski umnozak k
matrica

D% .—=DoDe---0D.

4

k puta

Teorem 1. Neka je G teZinski usmjeren graf s n vrhovain X n
matricom susjedstva D. Tada je element matrice D®?~1 na poziciji
(i, j) jednak duljini najkra¢eg puta od vrha v; do vrha v;.

Dokaz. Neka je s dg) oznacena minimalna duljina bilo kojeg puta od

vrha v; do vrha v; koji prolazi kroz najviSe r bridova u grafu G.

Neka je dg) = d;; za bilo koja dva vrha v; i v;. Pretpostavivsi da su
teZine bridova nenegativne vrijednosti, najkraci put od v; do v;
prolazi najvise jednom kroz svaki vrh u grafu GG. Opcenito, bilo koji
najkradi put u tezinski usmjerenom grafu GG prelazi kroz najvise n — 1
usmjerenih bridova. Otuda slijedi da je duljina najkraeg puta od vrha
(n—1)

v; do vrha v; jednaka di]

Za r > 2 imamo sljedecu rekurzivnu formulu za duljinu najkraceg
puta

v

df) =min{di " +dy i k=12..,n}. @

Koristenjem tropske aritmetike prethodna formula moze se zapisati
na sljededi nacin

dg;) = dgil) ©di,;® dz(-gil) © d2P. .. EBdZ(.::l) © dpj

= (@ ™,de™, . dTY) @ (dujy dagy - - )T

m

™)
i
retku i j-tom stupcu matrice D®". O¢ito je desna strana rekurzivne
formula tropski produkt ¢-tog retka matrice DO 1 j-tog stupca

Iz navedenog proizlazi da se d;.’ podudara sa elementom u i-tom
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(n—1)
ij
elementom u i-tom retku i j-tom stupcu matrice D®"! |

matrice D. Indukcijom po r zaklju¢ujemo da se d podudara s

Primjer 10. Racunanje elementa matrice D na poziciji (1, 4)

i) =(000)®(205)8 (30 00)® (c0©0)® (00 ® 00) & (00 @ 0)

=00 @ T7T® 00 & oo & oo d o0
= min {00, 7, 00, 00, 00, 00}
=T.

Primjer 11. Matrica najkracdih puteva grafa sa Slike 2

o 2 3 7 8 9

g 8 @8 «

6
00

2

0
00

g 8 8 8 8
g 8 8 8 =
g 8 8 =38

Navedena matrica predstavija rjesenje problema i iz nje se mogu
iSCitati najkrace udaljenosti izmedu bilo koja dva povezan vrha.

Slijedi da je d(v1,v2) = 2, d(vi,v3) = 3, d(vi,v4) =7,
d(vi,vs) =8, d(vi,v6) =9, d(v2,v4) = 5, d(v2,v5) = 6,
d(va,v6) = 7, d(v3,v) = 8, d(va,v5) = 2, d(va,v6) =3 i
d(’U5,’06) =1.

Napomena 12. Primijetite da iako smo pomocu Floyd-Warshallovog
algoritma odredili najkrade udaljenosti izmedu vrhova, algoritam ne
otkriva putove kojima su najmanje udaljenosti ostvarene.

Primjer 13. Matrica susjedstva teZinski neusmjerenog grafa

Zamislimo li da je graf sa Slike 2 teZinski neusmjereni graf, tada bi
njegova matrica susjedstva bila sljedeéa simetricna matrica

(0 2 3 00 00 o
2 0 oo 5 6 o0
D 3 oo 0 oo oo 8
© 5 oo 0 2 o
©o 6 oo 2 0 1
o© oo &8 oo 1 0)

Izraéunavanjem pete potencije matrice susjedstva D moZemo
odrediti simetri¢nu matricu najkradih putova teZinski neusmjerenog
analogona grafa sa Slike 2.

02 3 7 89
250 5 5 6 7
Aes_ |3 5 0 10 98
7 5 10 2 3
8 6 9 2 0 1
\9 7 8 3 1 0
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