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Beskonacne i konac¢ne formulacije
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Sazetak

Ovaj rad diskutira raznovrsne trikove kojima se beskona¢na formu-
lacija nekog problema moZze svesti na kona¢nu i obratno. Predstavljeni
primjeri su poznati problemi iz aritmeti¢ke kombinatorike i euklidske
geometrije, dok predstavljene tehnike dolaze iz matematicke analize i
matematicke logike.
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Abstract

This paper discusses various tricks used to reduce an infinitary for-
mulation of a problem to a finitary one, and vice versa. The presen-
ted examples are famous problems from arithmetic combinatorics and
the Euclidean geometry, while the presented techniques come from
mathematical analysis and mathematical logic.

Keywords: arithmetic progression, set density, sphere packing, pac-
king density, plane coloring, chromatic number.

*Matematicki odsjek, Prirodoslovno-matematicki fakultet, Sveuciliste u Zagrebu, email:
viekovac@math.hr


mailto:vjekovac@math.hr

Endre Szemerédi (1940.),
madarsko-americki
matematicar koji se

najvise bavi
kombinatorikom. Dobitnik

je Pélyine nagrade 1975.

godine, Steeleove nagrade

2008. godine i Abelove
nagrade 2012. godine.

_

Stefan Banach
(1892.-1945.), poljski
matematicar koji je
utemeljio funkcionalnu
analizu. Smatra ga se
jednim od najvaznijih
matematicara 20. stoljeca.

VjekosLav Kovac

1 Uvod

Cest je slu¢aj u matematici da isti rezultat ili otvoreni problem ima dvije
formulacije: beskonacnu, koja se ti¢e neke beskona¢ne matematicke struk-
ture, i konacnu, koja je izrazena pomocu njezinih konacnih ili ogranic¢enih
podstruktura. Ovdje ¢emo izloZiti ideje kojima se ponekad mozZe poka-
zati da su takve dvije formulacije medusobne ekvivalentne. U tu ¢e nam
svrhu posluZiti tri zanimljiva i povijesno vazna primjera. U svakom od njih
pokazat ¢emo da , beskonacna tvrdnja” i odgovarajuca ,konac¢na tvrdnja”
impliciraju jedna drugu, bez da uopée pokusamo dokazati neku od njih.
Naime, u primjerima koji slijede te tvrdnje su ili vrlo teski teoremi (kojima
se mogu posvetiti ¢itavi kursevi i knjige) ili do danas otvoreni istraZivacki
problemi.

Ovaj ¢lanak je nastao na temelju jednog autorovog predavanja u sklopu
fakultativnog predmeta Studentska natjecanja iz matematike, koji se izvodi na
Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematic¢kog fakulteta Sveucilista
u Zagrebu.

2 Szemerédijev teorem

Naredni rezultat je jedno od najspektakularnijih dostignué¢a kombinatorike
cijelih brojeva. Kao pitanje su ga postavili Erdds i Turdn [6], a odgovor je
prvi dao Szemerédi [14], tek Cetrdesetak godina kasnije.

Gustoéa skupa A C IN je broj
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pri ¢emu |S| naprosto oznacava broj elemenata kona¢nog skupa S € IN.
Tako je, naprimjer, gusto¢a skupa parnih brojeva jednaka 1/2, a moze se
pokazati da su gustoce skupa potpunih kvadrata i skupa prostih brojeva
jednake 0. Opéenito gustoca nekog skupa ne mora postojati, jer pripadni
niz ne mora konvergirati. Ako se u gornjoj formuli limes zamijeni limesom
superiorom, tada govorimo o gornjoj gustoéi skupa A, koju pisSemo 0(A).
Njezina je prednost $to je uvijek dobro definirana. Stovige, uvodi se jo$
suptilniji pojam gornje Banachove gustoée skupa A C IN kao broj 0g,,(A) €
[0,1] dan sa

A 1,... -1
Gun(A) o= limsup sup AL Lymtn—1}]

n—oo  melN n
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Cim skup A ima gustoéu, odmah je jasno da vrijedi

0(A) =2(A) < 0pan(A)-

Skupovi pozitivne gustoée ,zauzimaju” izvjesni udio prirodnih brojeva
pa ocekujemo da ¢emo u njima vidjeti razne ,uzorke”. Najjednostavniji
uzorak je aritmeticka progresija ili konacni aritmeticki niz u skupu IN, a definira
se kao k-torka brojeva

a,a+d,a+2d,...,a+ (k—1)d

za neke a,d, k € IN. Broj k je duljina gornje progresije. Za fiksirani k € IN
ozna¢imo s rx(n) broj elemenata najveceg skupa B C {1,2,...,n} koji ne
sadrzi aritmeti¢ku progresiju duljine k. Prisjetimo se da pisemo f(n) =
0(g(n)) kada n — oo ako vrijedi lim, e f(1)/g(n) = 0.

Teorem 2.1. Neka je k > 3 prirodan broj. Sljedece dvije turdnje su ekvivalentne.

Beskonacna formulacija (SzB):  Ako skup A CIN zadovoljava
Opan(A) > 0, tada on sadrZi aritmeticku progresiju duljine k.

Kona¢na formulacija (SzK):  Vrijedi ri(n) = o(n) kada n — oo.

Kao $to smo ve¢ bili najavili, tvrdnje (5zB) i (SzK) su dvije formulacije
Szemerédijevog teorema. Nadeni su mu brojni dokazi, ali ba$ svi su vrlo teski
i iziskuju neelementarne ideje. Mi ¢emo se zadovoljiti time da pokaZemo
ekvivalenciju tvrdnji (5zB) i (SzK).

Ocigledno uvjet 0(A) > 0 implicira 95,,(A) > 0, a lako je uvjeriti se da
obrat ne mora vrijediti. Radi toga je formulacija Szemerédijevog teorema
navedena pod (5zB) ja¢a od analogne formulacije pomo¢u gornje gustoce,
koja se Cesto javlja u literaturi. Tvrdnje (5zB) i (SzK) postaju netrivijalne
ve¢ za k = 3 i taj posebni slucaj naziva se Rothov teorem [12]; o njemu je
bilo rije¢i u jednom od prethodnih brojeva ovog ¢asopisa [2]. Napome-
nimo kako i skupovi gornje Banachove gustoée 0 mogu sadrzavati po volji
duge aritmeticke progresije, premda Szemerédijev teorem o njima ne go-
vori. Naprimjer, Green i Tao [7] su dokazali da isto vrijedi za skup prostih
brojeva.

Dokaz teoremal2.1l ~ Najprije dokazujemo (SzK) = (SzB). Neka su
A C N skup i ¢ broj takvi da vrijedi 0 < ¢ < 0g,,(A). Radi pretpostavke
limy, 0 1¢(n) /n = 0 znamo da postoji ngp € N takav da za svaki n > ny
vrijedi r¢(n) < dn. Nadalje, po definiciji gornje Banachove gustoce (2) i
definiciji limesa superiora, postoje n > ngim € N takvi da je

[An{m,m+1,..., m+n—1} > on.

v
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Promotrimo skup
Bi=(An{mm+1,... . m+n—1})—m+1,

tj. skup AN{m,m+1,...,m+n—1} translatiran za m — 1 ulijevo. On
je podskup od {1,2,...,n} iima viSe od én > r¢(n) elemenata pa mora
sadrzavati aritmeticku progresiju duljine k, ali to znaci da A sadrzi kopiju
te progresije dobivenu pomakom za m — 1.

Sada prelazimo na dokaz obratne implikacije, (5zB) = (5zK). Pretpos-
tavimo da ne vrijedi tvrdnja (5zK), to znaci da postoje ¢ > 01 strogo rastuci
niz (1;)7, u N takvi daje r(n;) > en;j za svaki j € IN. Nadalje, po defini-
ciji broja r¢(n;) moze se naci skup B; C {1,2,...,n;} takav daje |B;| > en;
i da B; ne sadrZi aritmeticku progresiju duljine k. Rekurzivno zadajmo niz
brojeva (771]-)]?“’:1 kao

my =0, mj=2mj_1+2nj1 zaj>2.
Konacéno definirajmo

j=1
Brojeve m; smo odabrali da rastu dovoljno brzo kako ne bi postojala pro-
gresija duljine 3 u skupu A koja bi sjekla barem dva razlicita skupa B; 4 m;.
Po konstrukciji skupova B; zaklju¢ujemo da A uopce ne sadrzi aritmeticku
progresiju duljine k. S druge strane, za svaki j € IN imamo

|Aﬂ{mj+1,mj+2,...,mj—|—nj}| = |Bj—|—m]" = |B]| > en;

paje 0p,,(A) > & > 0, $to vodi na kontradikciju s pretpostavkom (SzB). (I

3 Pakiranja kugala

Euklidski prostor R Zelimo $to ekonomi¢nije popuniti kuglama polumje-
ra 1. Primjer jednog vrlo ekonomi¢nog popunjavanja u dvije dimenzije ski-
ciranje naslici[l] Prije svega, pojasnimo $to mislimo pod ,, popunjavanjem”
i kako se mjeri njegova gusto¢a. U ovom ¢e nam odjeljku |S| oznacavati d-
dimenzionalni volumen skupa S C R%.

Pakiranje kugala u skup S C R je svaki skup P C S koji je unija kugala
jedini¢nog polumjera s medusobno disjunktnim nutrinama; kolekciju svih
takvih pakiranja P oznacit ¢emo Pak(S). Vezano uz izbor S = [0,7]¢,r > 0,
definiramo

|P|

0,7]%) := = 3
p([0,7]%) pern®X o 3)
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Slika 1: Primjer pakiranja krugova u IR?.

tj. p([0,7]%) je najveca gustoca pakiranja kugala u kocku [0,7]¢. Navedeni
maksimum doista postoji, tj. postiZe se, naprosto zato $to postoji neki naj-
vedi broj kugala koje se mogu ,,smjestiti u [0, r}d. S druge strane, vezano
uz izbor S = RY, za pakiranje kugala u cijeli prostor ima smisla gledati
njegovu gustocu, definiranu sa

(4)

(Primijetite analogiju s veli¢inom ¢(A) iz (I).) Oznac¢imo s Pak* (R?) kolek-
ciju svih pakiranja kugala u R? koja imaju dobro definiranu gustocu, tj. za
koja postoji gornji limes.

Teorem 3.1. Za svaki d € IN vrijedi

. N dy __
lim p([0,1]%) = res<1350> p([0,7]%) = Pelﬁ;}g’(‘m@(l))'

Pritom se ujedno tvrdi da navedeni limes i maksimum doista postoje.

Direktna posljedica teorema je sljedeca veza gustoce optimalnog pa-
kiranja kugala u cijeli prostor IR i asimptotike gustoca optimalnih pakira-
nja kugala u kocke [0, 7]¢ kada r — oo.

Korolar 3.1. Zad € Nia € [0,1] sljedece dvije tvrdnje su ekvivalentne.

Beskona¢na formulacija (PakB): Svako pakiranje iz Pak* (R?) ima gus-
toéu najvise a i postoji pakiranje u Pak* (R?) gustoce tocno jednake «.

Konaéna formulacija (PakK): lim, e p([0,7]%) = a.
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Broj a za koji vrijedi tvrdnja (PakB) moZemo zvati konstanta pakiranja ku-
gala za prostor R? i oznacavati p(RY). Teorem 3.1|{garantira da taj broj uvi-
jek postoji, a korolar [3.1| kaze da bismo ga, makar samo teoretski, mogli
racunati kao

p(RY) = 1im p([0,]%).
Prirodno je zapitati se koliko zapravo iznosi p(R?) za danu dimenziju d. To
je vrlo teZak problem i odgovor je poznat samo u sljede¢im dimenzijama:

e d=1,kadaje p(R) =1;
e d =2, kadaje p(R?) = % ~ 0.9069, a optimalno pakiranje prika-
zano je na slici [T}

e d =3 kadajep(R?) = ?”ﬁ

~ 0.7405, sto je bilo poznato kao Keplerova
slutnja , a dokazao ju je Hales [9];

e d =8 ,kadaje p(R®) = 271—1! ~ 0.2537, $to je dokazala Viazovska [17];
e d =24,kadaje p(R*) = 717—;? ~ 0.0019, $to su dokazali Cohn, Kumar,
Miller, Radchenko i Viazovska [4].

Primjeri pakiranja koja daju gornje konstante ocigledni su u dimenzijama
d=1,23 Npr.u R3 moZemo zamisliti da u kutiju slaZemo narance.

U dokazu teorema koristit ¢e nam sljede¢i rezultat Silvermana [13] i
Toeplitza [16], ¢iji pak dokaz zahtijeva samo osnovno znanje matematicke
analize, a moZze se nadi npr. u knjigama [1] i [5].

Teorem 3.2 (Silverman-Toeplitzov teorem). Neka je (ay,,,) beskonacna

matrica realnih brojeva koja ima sljedeéa svojstva:

<)
mn=1

o limy oo An = 0zasvakin € N,

® Sup,en Lot [amn| < oo,
o limy oo ):;1.0:1 amp = 1.

Ako je (xn)5>_, konvergentni niz realnih brojeva, tada konvergira i niz
(Ym)5_q zadan sa

[ee)
Ym =Y AmnXy zasvakim € N

n=1

te vrijedi limyy oo Y = limy—c0 Xp.
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Dokaz teorema3.1l Ozna&imo:

p:= sup p([0,1]")

re(0,00)
i najprije dokazimo da vrijedi
; dy _
lim p([0,7]%) = B. ®)

Zasvakie takav daje 0 < € < B postoje r, > 01 pakiranje kugala P: u kocku
[0, 7¢]¥ volumena veceg od (B — €/2)r. Za bilo koji k € IN kocku [0, kre]?
moZemo podijeliti na k? kongruentnih manjih kocaka. Svaku od njih mo-
zemo pakirati translatom od P, te unija svih tih pakiranja daje pakiranje od
[0, kr]¥ volumena veéeg od (B — e/2)k%rd. Za bilo koji r > 7 i jedinstveni
k € N takav daje kre <r < (k+ 1)r, sada imamo

p([0,7]%) > W (-5 (- )"

Ako je ke € IN dovoljno velik da vrijedi

()2
ke +1 B—¢/2
tada za svaki r > k.re imamo
B—e<p(0,r%) <B.

Time je dokazano (5).
Sada pokazimo da je

o(P) < B zasvako pakiranje P € Pak*(RY). (6)
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji pakiranje kugala P u R? takvo da
je o(P) > P te ozna¢imo ¢ := (o(P) — B)/2 > 0. Po definiciji gustoce

pakiranja (4) postoji s > 0 takav da za svakis > s¢ vrijedi

[P [=s,s)]

G C e —e=pe @)

Odaberimo s > max{sp, 2} dovoljno velik da vrijedi i

(1—§)d>1—5. ®)



VjekosLav Kovac

Sada promotrimo sve kugle pakiranja P koje se cijele nalaze u [—s,s]? i
oznaéimo njihovu unijus P'. Sve to¢ke iz P N [—s, 5] koje nisu u P’ udaljene

su za manje od 2 od ruba kocke [—s, s]?, 4.
(P [=s,s]) \ P' C [=s,5]"\ [~ (s —2),5 = 2],

$to nam daje
PN [=s,s]%| — |P'] < (25) — (25 — 4)“.

Translacijom moZemo P’ pretvoriti u pakiranje kugala u kocku [0,2s]¢ pa
smo dobili

pt02) 2 > PR (- (- 2)),

aradi (7) i () kona¢no imamo p([0,2s]?) > B. To vodi na kontradikciju s
definicijom broja B i dokazuje (6).

Jos jedino trebamo naci pakiranje P € Pak*(IR?) gustoce toéno B. Tvrdnja
je trivijalna u dimenziji d = 1 pa u daljnjem pretpostavimo d > 2. Za svaki
n > 2 uzmimo pakiranje kugala P, u kocku [0, 1]¢ koje postize maksimum
iz definicije (8) broja p([0,n]%). Prostorne , pojaseve”

ia[i=Dn n(n41)y g [ nn41)  (n—ln
R [0 T R [ R
moZemo ,zazidati” translatima kocke [0,7]%, a uniju odgovarajucih trans-
lata od P, ozna&imo P,. Kona¢no definirajmo P := JS_, P,,. Tvrdimo da je
o(P) = B. Zabilo koji s > 1 nekajem € IN, m > 2, jedinstveni broj takav
daje
(m—1)m m(m +1)

5 s < ———=, )

N

Svakako imamo
m—1 2 m
22(5—1) 1P| < |PN[— 2( +1) |P,].
n=2 n=2

Kako je p([0,n]?) = |P,|/n? to se moZe zapisati

mln el PN [=ssl] _ ¢omp | nydl
Y (1o g) pomh < B S < 3 St g) w0,

a potom primjenom (9) slijedi da se |P N [—s, s]%| /(25)? nalazi izmedu

1\d-17m=l 2
(-3 L agurpr@n”
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(1+ml—1)d_lé(minl)mp([

0,n]%).

Upotrebom teorema [3.2]i dokazane ¢injenice () lako vidimo da oba ta iz-
raza konvergiraju prema S kadas — oo, $to radi (9) ujedno znaci dam — co.
Po teoremu o sendvic¢u zaklju¢ujemo

PN [=ss)] _

(2s)4 =F

lim
S—00

to smo i trebali pokazati. O

4 Kromatski broj ravnine

Sljedeci poznati otvoreni problem pripisuje se matematicarima Hadwigeru
i Nelsonu.

Koji najmanji broj boja je potreban za bojenje svih tocaka ravnine tako da
svake dvije tocke udaljene tocno za 1 imaju razlicite boje?

Nije teko primjerom pokazati da je 7 boja dovoljno; pogledajte sliku [2}
Tek nedavno je de Grey [8] pokazao da je zapravo nuzno koristiti barem
5 boja. Ako ravninu IR? shvatimo kao jednostavni neusmjereni (ali besko-
na¢ni) graf ¢iji vrhovi su upravo njezine tocke, a dva vrha su spojena bri-
dom ako i samo ako su pripadne tocke udaljene za 1, tada traZeni broj mo-
zemo nazvati kromatski broj ravnine i oznacavati x (R?). Svaki konac¢ni skup
totaka S C IR? inducira njegov podgraf: opet su dvije tocke spojene bri-
dom ako i samo ako su na medusobnoj udaljenosti 1. Najmanji broj boja
potreban za njegovo bojenje pisemo x(S).

Sljedeci teorem dokazali su de Bruijn i Erdés [3]] i to u nesto vecéoj opce-
nitosti nego $to je nama potrebna.

Teorem 4.1 (de Bruijn-Erdésov teorem). Za k € IN sljedece dvije tvrdnje su
ekvivalentne.

Beskonaé¢na formulacija (KrB): x(IR?) < k, tj. ravnina se moZe ,pra-
vilno” obojiti u k boja.

Kona¢na formulacija (KrK): Za svaki konacniskup S C R? vrijedi x(S) <
k, tj. svaki konacni podskup ravnine S se moZe ,pravilno” obojiti u k boja.

Hugo Hadwiger
(1908.-1981.), svicarski
matematicar. Bavio se
geometrijom,
kombinatorikom i
kriptografijom.

Edward Nelson
(1932.-2014.), americki
matematicar. Bavio se
matematickom fizikom i
matematickom logikom

Aubrey David Nicholas
Jasper de Grey (1963.),
britanski biolog i pisac.
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Slika 2: Pravilno bojenje ravnine u 7 boja. Pravilni Sesterokuti na slici imaju
stranice duljine 0.499. Nije vaZno kako su obojeni njihovi rubovi,
dokle god je to u¢injeno na konzistentan nacin.

Posljedica teorema [£.T]je
x(R?) = max{x(S) : S C R? konacan}.

Zapravo je de Grey u ¢lanku [8] pokazao x(IR?) > 5 upravo tako &to je u
ravnini konstruirao skup S od 1585 tocaka za koji vrijedi x(S) = 5. Ekvi-
valencija (KrB)<=-(KrK) mu je dala metodolosku podlogu za istrazivanje:
ako je doista x(IR?) > 5 tada se to u teoriji moralo mo¢i dokazati nalaZe-
njem (dovoljno velikog) kona¢nog podgrafa S za kojeg je x(S) > 5.

Zacudo, dokaz teorema [4.1| poc¢iva na matematickoj logici i teoriji sku-
pova. Zato ¢emo se prije njegovog dokaza morati prisjetiti logike sudova.
Alfabet logike sudova sastoji se od skupa propozicionalnih varijabli P,
skupa logi¢kih veznika {—, A, V, —, <+} i zagrada. Rekurzivno se defini-
raju formule logike sudova (vidjeti skriptu [18]), to su simboli¢ki izrazi po-
put

(AAB) = (BV (-C + A))

za A,B,C € P. Semanticko znacenje im pridaje tek interpretacija, a to je
svaka funkcija I: P — {,laz”, ,istina”}. Vrijednost interpretacije I na po-
jedinoj formuli F je opet ,laz” ili ,istina”, a definira se rekurzivno, prema
uobicajenim pravilima za logicke veznike (opet vidjeti [18]). Za skup for-
mula F kaZemo da je ispunjiv ako postoji interpretacija I takva da za svaku
formulu F € F vrijedi I(F) = ,istina”. Teorem kompaktnosti logike sudova

glasi:
Ako je ispunjiv svaki konacni podskup od F, tada je ispunjiv i cijeli F .

10
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Njegov dokaz se moZe nadi u skripti [18]], pri ¢emu treba imati na umu da
nama skup propozicionalnih varijabli ne mora biti prebrojiv. U dokazu se
nuzno koristi aksiom izbora.

Dokaz teoremal4.1l Dokazujemo samo implikaciju (KrK) = (KrB), jer je
obrat trivijalan. Neka je dan k-¢lani skup boja, kojeg, radi jednostavnosti,
poistovje¢ujemos {1,2,...,k}. Zaskup propozicionalnih varijabli uzimamo
P :=R? x {1,2,...,k}, tj. skup svih parova (to¢ka, boja). Zapigimo sada
jezikom logike sudova ¢injenicu da je bojenje pravilno:

e (T,1)V(T,2)V---V (T, k) zasvakutotku T € R?, sto &itamo: ,tocka
T je obojena nekom od boja 1,2, ...,k";

e ~((T,i) A(T,j)) za svaku to¢ku T € IR? i svake medusobno razliite
i,j € {1,2,...,k}, sto ¢itamo: ,nije tako da tocka T istovremeno ima
boje i ij*;

e —((T1,i) A (T,1)) za svake totke Ty, T, € R?> medusobno udaljene
zalisvakii € {1,2,...,k}, $to ¢itamo: ,nije tako da tocke T; i T, na
medusobnoj udaljenosti 1 imaju istu boju .

Ako nademo interpretaciju I koja sve gornje formule evaluira u ,istina”,
tada ¢emo tocku T obojiti bojom i ako i samo ako je I((T,i)) = ,istina”.
Svaki kona¢ni podskup gornjeg skupa formula ti¢e se samo nekog konac-
nog skupa tocaka ravnine S pa je on ispunjiv po pretpostavci (KrK). Kori-
Stenjem teorema kompaktnosti logike sudova slijedi da je ispunjiv i skup
svih gornjih formula, a to je upravo ono sto smo trebali. O

U clanku [11] izloZene su neke varijante problema bojenja ravnine te su
dane daljnje poveznice na literaturu.

5 Zadaci za vjezbu

Citatelju ostavljamo nekoliko zadataka na kojima moZe isprobati naucene
tehnike, ali i samostalno otkriti nove trikove.

Zadatak 1. Neka je S proizvoljna familija ograni¢enih zatvorenih podsku-
pova od RY, d € IN. Dokazite da je ekvivalentno:

(SkupB) Nses S # 2,

(SkupK) za svakin € Nisve 51,5),...,5, € S vrijedi
S$1NSN---NS, #Q.
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Zadatak 2. Neka je K proizvoljna familija konveksnih ograni¢enih zatvore-
nih podskupova od R?, d € N. Dokazite da je ekvivalentno:

(KonvB) Nkex K # @,

(KonvK) za sve Ky, Ky, ..., Kj1 € K vrijedi
KiNnKyn---NKyiq # .

Napomena. Ovaj rezultat zove se Hellyjev teorem [10].

Zadatak 3. Neka su k > 31im > 2 prirodni brojevi. Dokazite da su sljedece
tvrdnje ekvivalentne.

(vdWB) Ako je svaki prirodni broj obojen u jednu od m boja, tada
barem jedna boja sadrzi aritmeti¢ku progresiju duljine k.

(vdWK) Postoji n € IN (ovisan o k i m) sa sljede¢im svojstvom: ako je
svaki broj iz skupa {1,2,...,n} obojen u jednu od m boja, tada barem
jedna boja sadrzi aritmeti¢ku progresiju duljine k.

Napomena. Tvrdnje (vdWB) i (vdWK) su dvije formulacije tzv. van der Wa-
erdenovog teorema [19]]. Lako je vidjeti da taj rezultat slijedi iz Szemerédije-
vog teorema (i povijesno mu je bio motivacija), ali dokazite ekvivalenciju
(vdWB)<=(vdWK) bez pozivanja na rezultate koje ne znate dokazati.

Zadatak 4. Neka je A = {ay,ay,...,a,} alfabet sastavljen od m slova. Za
kona¢nu ili beskonac¢nu rije¢ nad tim alfabetom kazemo da je kvadratno slo-
bodna ako ona nije oblika vuuw za neku nepraznu rije¢ u, neku (moguce
praznu) rije¢ v i neku (moguce praznu, a moguce i beskona¢nu) rije¢ w.
Drugim rije¢ima, kvadratno slobodna rije¢ nema nepraznu podrije¢ oblika
uu. DokaZite da su sljedece tvrdnje ekvivalentne.

(RijB) Postoji beskonac¢na kvadratno slobodna rije¢ nad alfabetom A.

(RijK) Postoji po volji duga kona¢na kvadratno slobodna rije¢ nad al-
fabetom A.

Napomena. Tvrdnje (RijB) i (RijK) vrijede za m > 3 i to je prvi dokazao Thue
[15].
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