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(}) Pokojni professor emeritus Waldo Tobler objavio je 2017. kratki ¢lanak A com-
@ =~ panion for Mercator (ToBLER, 2017.). Inspirirala ga je neodgovarajuca upotreba

Mercatorove projekcije i predlozio je alternativu u obliku ekvivalentne projekcije.

Jednadzbe Tobler-Mercatorove kartografske projekcije ¢uvaju raspone Mercato-
rove projekcije izmedu paralela, uz prilagoden razmak izmedu meridijana. Sva
podrudja, iako drasti¢no deformirana po obliku, imaju toéne povrsine. Inspiri-
rana Toblerovim pristupom, u ovome se radu predlaze alternativna ekvidistantna
projekcija. Jednadzbe te projekcije takoder ¢uvaju raspone Mercatorove projek-
cije izmedu paralela, uz prilagodene razmake izmedu meridijana. Na taj nacin
dobivena je nova partnerica Mercatorove projekcije, pseudocilindri¢na projekcija
ekvidistantna uzduz paralela. Izvedene su i formule koje opisuju distorzije Merca-
torove projekcije i distorzije njezinih partnerica.

K1jucNE RECE: kartografska projekcija, projekcije partnerice, Mercator

The late Professor Emeritus Waldo Tobler recently published a short paper, A
Companion for Mercator (TOBLER, 2017). He was inspired by the often inappro-
priate use of the Mercator projection and suggested an alternative equal-area
projection. The equations of the Tobler-Mercator map projection maintain the
Mercator projection ranges between the parallels, with adjusted forms of the me-
ridians. All territories, though drastically deformed by shape, cover their exact
surface areas. Inspired by Tobler’s approach, this paper proposes an alternative
equidistant projection. The equations of this projection also preserve the Mercator
projection ranges between the parallels, with the customized forms of meridians.
Thus, a new companion of the Mercator projection has been created -a pseudo-
cylindrical projection equidistant along the parallels. Formulas that describe the
distortions of the Mercator projection and its companions have also been derived.
KEY WORDS: map projection, companion projection, Mercator
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UvOD

Kartografska projekcija je preslikavanje zakriv-
ljene plohe, npr. sfere ili elipsoida, u ravninu
(LaPaINE, 2017.). U toj definiciji termin presli-
kavanje preuzet je iz matematike, a Cesto se te-
orija kartografskih projekcija naziva matematic¢-
kom kartografijom. Zbog toga, kada se bavimo
kartografskim projekcijama, moramo upotrijebiti
matematiku.

Cilj proucavanja kartografskih projekcija je
stvaranje matematicke osnove za izradu karata i
rjeSavanje teorijskih i prakti¢nih zadataka u kar-
tografiji, geodeziji, geografiji, astronomiji, navi-
gaciji i drugim srodnim znanostima (FRANCULA,
2004.). Fizicku Zemljinu povrsinu u kartografiji
aproksimiramo plohom rotacijskog elipsoida. Bu-
dud¢i da spljostenost takvog elipsoida nije velika,
u nekim ga slu¢ajevima mozemo zamijeniti sfe-
rom. Pri izradi karata najprije se tocke sa Zemlji-
ne povrsine prenose po odredenim pravilima na
plohu elipsoida, $to je zadatak geodezije. Zatim
se elipsoid preslikava u ravninu, a to je zadatak
kartografije, posebno njezina dijela koji se bavi
kartografskim projekcijama.

Budu¢i da kartografskih projekcija teorijski ima
beskona¢no mnogo, moramo ih na neki nacin
podijeliti, odnosno klasificirati. Uo¢imo najprije
da ne postoji kartografska projekcija koja bi bila
preslikavanje bez distorzija. Tu je ¢injenicu prvi
dokazao L. Euler (1777.). Stoga je uobicajena
podjela kartografskih projekcija na konformne
(¢uvaju kutove), ekvivalentne (¢uvaju povrsine),
ekvidistantne (Cuvaju izvjesne udaljenosti) i sve
ostale.

Ono $to prvo pada u o¢i kad gledamo neku kar-
tu je kartografska mreza, to jest mreza slika para-
lela i meridijana. Na temelju oblika kartografske
mreze kartografske projekcije dijelimo na cilin-
dri¢ne, konusne, azimutne, pseudokonusne, pse-
udocilindri¢ne, polikonusne i druge. Naglasimo
da se projekcija ne naziva cilindri¢cnom zato Sto
se Zemljina sfera ili elipsoid preslikavaju na plast
cilindra, nego zato $to se karta izradena u takvoj
projekciji moze saviti u plast cilindra. Analogno
tumacenje vrijedi i za konusne projekcije. Nada-
lje, uobicajena je podjela kartografskih projekci-
ja prema aspektu na uspravne, poprecne i kose

INTRODUCTION

A map projection is mapping from a curved
surface, for example a sphere or ellipsoid, into
a plane (LaraINE, 2017). In this definition, the
term mapping was taken from mathematics,
which is not surprising, because the theory of
map projections is often called mathematical
cartography. This is why we use mathematics
when dealing with map projections.

The aim of map projections is to create a
mathematical basis for mapping and solving
theoretical and practical tasks in cartography,
geodesy, geography, astronomy, navigation and
other related scientific fields (FranCuLa, 2004).
The physical surface of the earth is approximated
by the rotating ellipsoid surface in cartography.
Since the flattening of the ellipsoid is small, in
some cases it may be replaced by a sphere. When
producing maps, points on the Earth’s surface
are transmitted by certain rules onto the ellip-
soid surface, and this is the task of geodesy. Then
the ellipsoid or sphere is mapped into the plane,
which is the task of cartography, especially map
projections.

Since theoretically there is an infinite number
of map projections, we have to make a classifica-
tion. We should first notice that there is no map
projection that can map without distortion. This
was first proved by L. Euler (1777). Therefore,
map projections are usualy classified as confor-
mal (keeping angles), equal-area (keeping areas),
equidistant (keeping a certain distances) and the
rest.

When we first look at a map, the eye is drawn
to the graticule, a network of images of paral-
lels and meridians. Based on the shape of the
graticule, map projections are classified as cylin-
drical, conical, azimuthal, pseudoconical, pseu-
docylindrical, polyconical and other. A projec-
tion is not called cylindrical because the Earth’s
sphere or ellipsoid is mapped onto a cylindrical
surface, but because the map made is a projec-
tion which can be bent into a cylindrical sur-
face. Analogous interpretation applies to conical
projections. It is common to divide map projec-
tions according to aspect into normal, transverse

and oblique (FrancuLa, 2004). For simplicity,
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(FrancCuLa, 2004.). U ovom ¢emo se radu radi
jednostavnosti baviti uspravnim cilindri¢nim i

pseudocilindri¢nim projekcijama sfere.

KARTOGRAFSKE PROJEKCIJE

Najprije definirajmo geografsku parametrizaciju
sfere polumjera R > 0 sa sredistem u ishodistu ko-
ordinatnog sustava kao preslikavanje

x = R cosp cosd, y = R cosg sind, z = Rsing (1)

gdje je
pe |:‘_’_i| lel: T, n:|

Parametar ¢ je geografska Sirina, a 4 je geograf-
ska duZina, kao $to je uobicajeno. Nije tesko dobiti
prvu diferencijalnu formu preslikavanija (1)

ds* = R¥dp* + R*cos® pd)>. (2)

Kartografska projekcija obi¢no se definira kao

preslikavanje u ravninu s pomo¢u formula
x=x(p,4), 5=y, 2), 3)

gdje su x i y koordinate u pravokutnom (mate-
matickom, desno orijentiranom) koordinatnom

sustavu u ravnini, a

pe [——’—} de[-m, w].

Prva diferencijalna forma preslikavanja (3) je
ds? = Edp* + 2Fdpd)*+ Gdj?, (4)

gdje su koeficijenti

iV () goxox oy oy o _(ox) (&)
e [a] [a(p] E=3p . "ap o G‘[a;v]*[aa + (5)

Faktor lokalnoga linearnog mjerila ¢ za preslika-
vanje sfere u ravninu definira se u teoriji kartograf-
skih projekcija relacijom

ds'

c= o ©)

in this paper we will deal with the normal aspect
of cylindrical and pseudocylindrical projections
of the sphere.

MAP PROJECTIONS

First, we will define a geographic parameterisa-
tion of a sphere with a radius R > 0 and the centre
in the origin of the coordinate system as mapping

x = R cosp cosd, y = R cosp sind, z = Rsing (1)

where

Qe [-—,_} ,le[ m, n:|

Parameter ¢ is geographic latitude, and 4 geo-
graphic longitude, as usual. It is not difficult to
derive the first differential form of mapping (1)

ds* = R¥dg?* + R*cos® pdi*. (2)

A map projection is usually defined as mapping

into a plane by using the formulae

x=x (0,403 = Y@, 2, 3)
where x and y are coordinates in a rectangular

(mathematical, right oriented) coordinate system
in a plane, and

pe [——’—} de[-m, x]

The first differential form of the mapping (3)

reads
ds'* = Edo? + 2Fdpdi*+ Gdj?, (4)

where the coefficients are

=~ 3]+ o

The local linear scale factor ¢ of the mapping (3)

dx dx 0y dy
99 o1 a(p oA’

is defined in map projection theory as

&
€= ds’ ©)
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a vazan je pri odredivanje distorzija ili deforma-

cija nastalih zbog projekcije.

CILINDRICNE PROJEKCIJE

Cilindri¢ne projekcije u uspravnom aspektu ili
uspravne cilindri¢ne projekcije su takve projekcije
kod kojih su slike paralela normalne mreze medu-
sobno paralelni pravci, a slike meridijana, pravci
okomiti na slike paralela (ToBLER, 1962.) (SL. 1.).
Uocimo da ne postavljamo uvjet da su slike meri-
dijana udaljene od slike srednjeg meridijana pod-
rudja preslikavanja proporcionalno razlici njihovih
geografskih duzZina, kao $to je to uobicajeno u li-
teraturi o kartografskim projekcijama. Cilindri¢ne
projekcije kod kojih su slike meridijana udaljene
od slike srednjeg meridijana podrudja preslikavanja
proporcionalno razlici njihovih geografskih duzina
zvat ¢emo konvencionalnim cilindri¢nim projekei-
jama (SL. 2.).

Dakle, cilindri¢na projekcija je preslikavanje za-

dano formulama

x=x(A),y=y(p, L), (7)

q’ed[_z’j}, /lel: T, W:l a funkcije u (7) su ne-
prekidne i monotono rastuce. Pri tome su, kao i
kod svake kartografske projekcije, x i y koordinate

tocke u pravokutnom (matematickom, desnom)

and is important when determining distortion or

deformation due to projection.

CYLINDRICAL PROJECTIONS

Normal aspect cylindrical projections or nor-
mal cylindrical projections are projections where
images of parallels of latitude are parallel straight
lines, and images of meridians are also parallel lines
perpendicular to the images of parallels of latitude
(ToBLER, 1962) (Fig. 1). There is no condition
that the distance of the images of meridians to the
image of the central meridian is proportional to
the difference of their longitudes, as is commonly
found in the literature on map projections. Cy-
lindrical projections for which the images of me-
ridians are at a distance from the image of central
meridian that is proportional to the difference of
their longitudes, are called conventional cylindri-
cal projections (Fig. 2).

Thus, the cylindrical projection is a mapping
given by the formulae

x=x),y=y, ), 7)

pe '5’5 Ae[-m 7], and functions in (7)

are continuous and monotonically increasing. As
with any map projection, x and y are coordinates

in a rectangular (mathematical, right oriented) co-

SLIKA 1. Mreza meridijana i paralela u opcoj uspravnoj cilindricnoj projekeiji

FIGURE 1 The graticule in general normal aspect cylindrical projection

10



M. LapaINE

24/1(2019) 7-21

SLIKA 2. Mreza meridijana i paralela u konvencionalnoj uspravnoj cilindricnoj projekciji
F1GURE 2 The graticule in conventional normal aspect cylindrical projection

koordinatnom sustavu u ravnini. Kao $to se lijepo
vidi, rije¢ je o preslikavanju u ravninu, a ne na plast

cilindra. Za takvo preslikavanje je

2
dy dx
E- <d¢> F=0, G- (dl) ®)
prva diferencijalna forma
2o d dx 2
A - (dq) dy? +<d/l> e, )
paje
DY g+ (4 g2
d(p dl
B R(dg?* + cos® pdi?) (10)

Lokalni linearni faktori mjerila ¢ uzduz meridija-

na, odnosno paralela bit ée

L4
Reos o dj.” (1)

h = h((o)_ﬁd k = k(p,A) =

Za konvencionalne cilindri¢ne projekcije jed-
nadzbe su malo jednostavnije od onih u (7)

x= K (=0, y = y(@), (12)

gdje je K konstanta proporcionalnosti, a A, geo-
grafska duzina srednjeg meridijana podrudja pre-
slikavanja. Za takve cilindri¢ne projekcije i ako

ordinate system in a plane. As anyone can see, this
is mapping to the plane, and not to a cylindrical

surface. For such mapping, we have

E- <§¢Z)> F=0, G= @"j ®)
the first differential form
v gfedje o
and
(@)@~
R¥(dp?* + cos® pdA?) (10)

The local linear scale factor ¢ along the meridi-

ans, and parallels will be respectively

1 1 dy
h= h(co)—Rﬂ, k = k(p.2) = Reospar (D)

For conventional cylindrical projections, the
equations are a little simpler than those given in (7)

x =K (-1, y = y(0), (12)
where K'is a constant of proportionality, and A

longitude of the chosen central meridian. For such
cylindrical projections, and if we map the unit

11
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preslikavamo jedini¢nu sferu, ¢ime ne smanjujemo

opcenitost izvoda, (11) se pojednostavljuje i glasi

h:hw):gg,/e:/e(w: (13)

cos ¢

Uz uvjete /» = k, i da se ekvator preslika bez di-
storzije na koordinatnu os x, a srednji meridijan
na koordinatnu os y dobit ¢emo jednadzbe konfor-
mne cilindri¢ne projekcije

x=4,7=Intan <%+ %),

gdje je ¢ geografska $irina, A geografska duzina.

(14)

Konformna cilindri¢na projekcija svijeta, koja se
jo§ naziva i Mercatorovom projekcijom (prema
Gerhardu Kremeru zvanom Mercator), prikazana
je na Slici 3a.

Uz uvjete 4 = 1, i da se ekvator preslika na koor-
dinatnu os x, a srednji meridijan na koordinatnu
os y dobit ¢emo jednadzbe cilindri¢ne projekcije
ekvidistantne uzduz meridijana

x=4y=0, (15)

gdje je ¢ geografska $irina, A geografske duZine.

Ekvidistantna cilindri¢na projekcija svijeta prika-
zana je na Slici 3b.

Uz uvjete bk = 1, i da se ekvator preslika na ko-

sphere, which does not reduce the generality of the
derivation, (11) is simplified and reads

h:h(@:gg,/e:w): (13)

cos ¢

Under the condition that / = 4, that the equator is
mapped without distortion on coordinate axis x, and
the central meridian on coordinate axis y, we will get
the equations of the conformal cylindrical projection

x=4,7=Intan <%+ %)’

where ¢ is latitude, and 4 longitude. The confor-

(14)

mal cylindrical projection of the world is shown
in Figure 3a. It is also known as the Mercator pro-
jection, after the famous cartographer Gerhard
Kremer, commonly known as Mercator (1512—
1594).

Under the condition that /# = 1 that the equator is
mapped on coordinate axis x and the central merid-
ian on coordinate axis y, we get the equations of the
cylindrical projection equidistant along meridians

x=Ay=9 (15)
An equidistant cylindrical projection of the

world is shown in Figure 3b.
Under the condition that 44 = 1 and that the

=

bl 1 é v o S
bf\”§$ e | LT i
7 N §

(e
N Uy

[0
i)

AN AN b

-

N R
> MK =4

n = il

if "~ Ly

=11 ' —J\AWM\\
e t f
5 It v

(a)

12



M. LapaINE

24/1(2019) 7-21

[ ] g%_,——/——%> L =
e R R [ e T P
— = i
“g% «:{;? B B N 4
% w// ;JLFLNU \\i e
Clﬁfjob \ A _\\ i A @/i
RS R RN
? X ( QJ,‘S;Q%’\
p, 5 a
LY 7 I >
;7 . e~ — L T T — |
= T =
(b)
== —— z = e ]
s iy N i el 2 1~
i v; [ ;%> T~ = ‘3’53;\,/,7}
N ?_"%_‘D_ \ \j—\\ ’\,\ @r/”
\Q)/cc\—\ \N,_\_7 7 K )g r/ézﬁq e~
LT
Rj ? \} f({ Nt
(]
L T2
s e e e =SS

()

SvLIKA 3. (a) Mercatorova konformna projekcija. Polovi na Mercatorovoj karti svijeta nalaze se u beskonacnosti, pa se

ne mogu prikazati; stoga se ogranicavamo na podrucje preslikavanja izmedu 80 stupnjeva sjeverne i 80 stupnjeva juzne
geografske Sirine; (b) ekvidistantna uzduz meridijana cilindriéna projekcija; (c) ekvivalentna cilindricna projekcija
F1GURE 3 (a) The Mercator conformal cylindrical projection. The poles on the Mercator world map are at infinity, so they
cannot be displayed. Therefore, the mapping area is limited to latitude between 80 degrees N and 80 degrees S; (6) Cylindrical
projection equidistant along meridians. (c) Equal-area cylindrical projection

ordinatnu os x, a srednji meridijan na koordinatnu
os y dobit ¢emo jednadzbe ekvivalentne cilindri¢ne

projekcije
x=2,y=sing, (16)

gdje je ¢ geografska Sirina, A geografska duzina.
Ekvivalentna cilindri¢na projekcija svijeta, koja se
jo$ naziva i Lambertovom projekcijom (prema Jo-
hannu Heinrichu Lambertu, 172 8- 1777), prika-

zana je na Slici 3c.

PARTNERICE MERCATOROVE
PROJEKCIJE UZDUZ MERIDIJANA

Pogledamo li slike 3a-c lako ¢emo uoditi da su
na njima slike meridijana jednako razmaknute. To
je posljedica jednadzbi za funkciju x = x (4) koje

equator is mapped on the coordinate axis x while
the central meridian is mapped on the coordinate
axis y, we get the equations of an equal-area cylin-
drical projection

x=4,y=sin @, (16)

An equal-area cylindrical projection of the world
is shown in Figure 3c. It is known as the Lambert
projection, after the famous mathematician Jo-
hann Heinrich Lambert (1728 — 1777).

COMPANIONS ALONG MERIDIANS
OF THE MERCATOR PROJECTION

Looking at Figures 3a-c, it is easily noted that the
images of meridians are equally spaced. This is the
result of the equation x = x (4) for the cylindrical

13
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su za cilindri¢ne projekcije iz prethodnog poglavlja
uvijek iste x = A. Takve projekcije mozemo nazvati
partnericama uzduz meridijana. Sve takve projekei-
je prijateljice imaju jednadzbe

x=1
(17)
7=)9),

gdje se funkcija y = y(¢) moze definirati na ra-
zli¢ite nacine. Na tome se neéemo zadrzavati jer
su cilindri¢ne projekcije dobro obradene u mno-
gim udzbenicima o kartografskim projekcijama.
Jedino ¢emo reé¢i da se vizualnom usporedbom
uspravne Mercatorove (konformne) projekcije
s ekvidistantnom i ekvivalentnom cilindri¢cnom
projekcijom lako mozZe uociti da Mercatorova
projekcija znatno deformira kako udaljenosti tako
i povrsine (SL. 3a, b, ¢). Ono $to je novo je naziv
»partnerice“, a obrazloZenje tog naziva slijedi u

sliede¢em poglavlju.

PARTNERICE MERCATOROVE
PROJEKCIJE UZDUZ PARALELA

Posljedica Eulerova dokaza da ne postoji kar-
tografska projekcija bez distorzija je da ne posto-
ji kartografska projekcija koja bi istodobno bila
konformna i ekvivalentna. Budu¢i da su kon-
formnost i ekvivalentnost podjednako pozeljne
karakteristike kartografskih projekcija, na razne
se nadine pokusavalo spojiti nespojivo. Tako je
primjerice W. Tobler (1978.) predloZio ekviva-
lentnu projekciju cijelog svijeta na podlozi Mer-
catorove projekcije. Rezultat je karta svijeta koja
nije neprekidna, svako podrugje je odvojeno od
susjednih. U istom radu Tobler je dao jednadzbe
neprekidne ekvivalentne projekcije koja ima me-
dusobne udaljenosti paralela jednake onima kod
Mercatorove projekcije. O toj projekciji Tobler
je malo podrobnije izvijestio u kra¢em prilogu
objavljenom 2018. godine, u kojem je tu projek-
ciju nazvao partnericom Mercatorove projekcije
(a companion for Mercator).

Da bi se dobila ekvivalentna projekcija uz zadr-
zavanje jednakog razmje$taja u smjeru geografskih

sirina (Sl. 4c), bilo je potrebno promijeniti jed-

14

projections from the previous section, which is al-
ways the same, x = A. Such projections may be called
companions along meridians. All such projection

companions have the equations

x=A
17)
¥ =39,

where function y = y(¢) can be defined in diffef
rent ways. We will not linger here, because con-
ventional cylindrical projections are amply cove-
red in many textbooks about map projections.
We will only say that a visual comparison of the
normal Mercator (conformal) projection with
an equidistant or equal-area cylindrical projec-
tion leads to the conclusion that the Mercator
projection significantly deforms both distances
and area (Fig. 3a, b, ¢). What is new is the name
‘companion’, which will be explained in the next

section.

COMPANIONS ALONG
PARALLELS OF THE MERCATOR
PROJECTION

The consequence of Euler’s proof that there can
be no mapping without distortion is that there
can be no map projection that would at the same
time be conformal and equal-area. Since both
are equally desirable characteristics of map pro-
jections, some people have tried to combine the
incompatible. For example, W. ToBLER (1978)
proposed an equal-area projection of the entire
world on the basis of the Mercator projection.
The result was a map of the world that is not con-
tinuous, where each territory is separated from its
neighbour. In the same paper, Tobler gave equa-
tions for continuous equal-area projection with
parallel distances equal to those of the Mercator
projection. Tobler briefly reported on this pro-
jection in a short article published in 2018, in
which he named the projection a ‘companion for
Mercator’.

In order to obtain an equal-area projection with
the same distribution of latitudes as in the Merca-
tor projection (Fig. 4¢), it was necessary to change
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nadzbu koja definira razmjestaj geografskih duzi-
na. Tobler (2018.) je dobio jednadzbe te projekcije
u obliku

x = Acos* ¢

_ .9
)/—lntan<4 + 2).

U ovome ¢lanku Zelimo izvesti jednadzbe pro-

(18)

jekcije koja ¢e biti ekvidistantna uzduz paralela, a
u isto vrijeme imati razmjestaj paralela jednak ono-
me u Mercatorovoj projekciji. Tu projekciju nazvat
¢emo ekvidistantnom partnericom Mercatorove
projekcije uzduz paralela. Osim toga, izvest ¢emo
relacije koje opisuju distorzije Mercatorove projek-
cije i njezinih partnerica.

Sve partnerice Mercatorove projekcije uzduz pa-

ralela imaju jednadzbe

x=x(p, A)

y=Intan <%+—gi>,

gdje se funkcija x = x (?, 1) moze definirati na

(19)

razli¢ite nacine. Iz jednadzbi (19) vidimo da takvih
projekcija ima beskona¢no mnogo i da ¢e one pri-
padati skupini pseudocilindri¢nih projekcija jer ¢e
slike paralela biti ravne, medusobno paralelne crte.
Da bismo dobili kartografske projekcije razlicitih
svojstava, ali s jednadzbama oblika (19), potrebni
su koeficijenti prve diferencijalne forme preslika-

vanja:

Faktori lokalnih linearnih mjerila uzduz meridi-
jana 4 i uzduz paralela 4 su:

16

the equation defining the longitude distribution.
Tobler (2018) put the equations of that projection
in the form

x=Acos’ @

_ . P
y—lntan<4 +2>.

In this paper, we want to derive equations of pro-

(18)

jection that will be equidistant along parallels, while
at the same time having a parallel arrangement
equal to that in the Mercator projection. We will
call this projection an equidistant companion along
the parallels for Mercator. Additionally, we will de-
rive the relationships that describe the distortions of
the Mercator projection and its companions.

All Mercator projection companions along par-

allels have the equations
x=x(p, A)

y=Intan <%+%>,

where function x = x (%, A) can be defined in diffef
rent ways. From the equations (19) we can see that

(19)

there is an infinite number of such projections. All
belong to a group of pseudocylindrical projections,
because the images of parallels will be straight, mutu-
ally parallel lines. In order to obtain map projections
of different properties but with the equations in (19),
the first differential form coefficients are needed:

E_<a¢>+<a¢>_<8¢>+ cos” ¢

_Ox dx 0y dy _ Jx Ox
0p 04  0p dA  dgp dA

@0

The local linear scale factors along meridians 4

(20)

and parallels # are:
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2
h=YE = <%> +;2
CL) cos” ¢

poJG o 1 0x
cosQp cosp dgp

21

Da bi projekcija kojoj odgovaraju jednadzbe (19)
bila konformna, potrebno je da bude F=01i/ = £.
Iz (20) slijedi da mora biti

ox _
% =0
ili (22)
ox _
5= 0.
Kad bi bilo
ox _
i

onda u jednadzbama (19) ne bi bilo geografske
duzine, to jest ne bi bile jednadzbe neke kartograf-
ske projekcije. Prema tome mora biti

ox _
a—(ﬁ-O.

Sada iz (5) slijedi da je

_ 1
cos @
azbog / = k mora biti
ox _dx _ 4
oA 9l
i kona¢no
x=A+C

gdje je C proizvoljna konstanta. Uz uvjet x = 0
za A = 0 (srednji meridijan preslikava se na os y),
slijedi da je C = 0, pa imamo jednadzbe (19),
to jest poznatu uspravnu Mercatorovu projekci-
ju. Dokazali smo da je jedina pseudocilindri¢na
konformna kartografska projekcija s jednadzba-
ma oblika (19) upravo cilindri¢cna Mercatorova
projekcija.

Da bi projekcija kojoj odgovaraju jednadzbe

b=VE-= <8x>2 L1

dp)  cos’ g
21)

poJG 1 0
cosp cosQ dgp

For the projection corresponding to equations (19)
to be conformal, there should be =0 and 4 = £.
From (20) follows that there must be

ox _

% =0
or (22)
ox _
Y 0.
If there were
ox _
="

then the equations (19) would not include lon-
gitude, which means that (19) would not represent

the equations of a map projection. Therefore there

must be
g—; -0,
From (5) it follows
_ 1
cos ¢

and due to 4 = 4 there must be

ox _dx _4

oA dA
and finally

x=A+C

where C'is a constant. From the condition x = 0
for / = 0 (the central meridian is mapped on the y
axis), it follows that C = 0, and we have the equa-
tions (19), that is, the well-known Mercator projec-
tion in normal aspect. We have just proved that the
only pseudocylindrical conformal map projection
with the equations in the form (19) is precisely the
Mercator cylindrical projection.

For a projection with equations (19) to be

17
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(19) bila ekvivalentna, treba vrijediti
hksin ff =1 (23)

gdje je £ kut izmedu slika meridijana i paralela

u ravnini projekcije. Taj je kut opcenito odreden

relacijama
F
cosff=——
/EG
(24)
n_ | EG=F?
sin f§ = Je

Uzevsi u obzir (21), relacija (23) se lako pre-

vede u
ox _ o
51 o 17 25)
odakle je
x = Acos’ @ + f (), (26)

gdje je f(¢) bilo koja funkcija geografske Sirine ¢.
Uz uvjet x = 0 za 4 = 0 (srednji meridijan se pre-
slikava na os ), slijedi da je f(p) = 0, pa kona¢no
imamo jednadzbe (18) koje daju Toblerovu ekvi-
valentnu partnericu Mercatorovoj projekeiji uzduz
paralela (SI. 2¢).

Uvjet za ekvidistantnost uzduz paralela glasi 4 =
1, $to je u skladu s (20) ekvivalentno s

0
a—j{ =cos¢Q (27)

Opée rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe

(27) je
x=2Acos @+ f(p), (28)

gdje se funkcija = f(¢p) moZe odabrati proi-
zvoljno. Ako ponovno odaberemo x =014 =0,
dobit ¢emo f(p) = 0 za svaku geografsku $irinu
0.
Na taj na¢in dobili smo kona¢ne jednadzbe za
projekciju koja je ekvidistantna uzduz paralela, a

ima jednak razmjestaj paralela kao u Mercatoro-

18

equal-area,
hksin ff =1 (23)

where f is the angle between the images of me-
ridians and parallels in the plane of projection.
This angle is generally determined by the relations

F
cos ff=———
VEG
(24)
- n_ | EG-F*?
sin f§ = 7

Taking into account (21), relation (23) can be
easily transformed into

ox = cos’

o (25)

from where
x = Acos* @ + f (), (26)

where f(p) is any function of latitude @. From
the condition x = 0 for A = 0 (the central meridian
is mapped on the y axis), it follows that f(p) = 0,
and finally we have the equations (18) for Tobler’s
equal-area companion along the parallels for Mer-
cator (Fig. 4¢).

The condition of equidistance along parallels
reads 4 = 1, which is according to (20) equivalent

to

o)
a—j{ = cos @ (27)

The general solution of the partial differential
equation (27) is

x=Acos @+ f(p), (28)

where function f= f(¢) can be chosen arbitrarily.
If we again take x = 0 and 4 = 0, we will get f(¢) =
0 for any latitude . Thus, we have the final equa-
tions for the projection that is equidistant along
the parallels and has the same parallel arrangement
as the Mercator projection:
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voj projekciji:
x=2Acos@

(29)

_ z. 9
y=In tan(4 + 2).

Na Slici 4b je karta svijeta u toj projekciji, uz
srednji grinicki meridijan.

Uvjet za ekvidistantnost uzduz meridijana glasi
h =1 sto je ekvivalentno s

%2+; =1
dp cos’ @

2
<§—;> =—tan’ @

Oito je da posljednja diferencijalna jednadzba

(30)

odnosno

(31

nema realnih rjesenja. Drugim rije¢ima, ne postoji
partnerica Mercatorove projekcije uzduz paralela
koja bi bila ekvidistantna uzduz meridijana.

DISTORZIJE PARTNERICA
MERCATOROVE PROJEKCIJE
UZDUZ PARALELA

Najprije uo¢imo da se jednadzbe Mercatorove
projekcije i njezinih partnerica uzduz paralela, ekvi-

valentne i ekvidistantne, mogu napisati u obliku

x =4 cos' @

y=In tan<%+—'(2£>.

(32)

gdje je £ = 0 za Mercatorovu projekciju, # = 1 za
njezinu ekvidistantnu partnericu, i ¢ = 2 za ekviva-
lentnu partnericu.

Prema (20), za koeficijente prve diferencijalne

forme potrebne su parcijalne derivacije

Ox oo

= =—Atcos"! ¢ sin ¢

9 (33)
a_.X' _ —1

5 = cosT g (34)

x=Acos@

(29)

y=In tan<%+%>.

Figure 4b is a world map in this projection,
with the Greenwich meridian as the central me-
ridian.

The condition of equidistance along the meridi-
ans reads 4 = 1 which is equivalent to

<ax>2 1
—|+——=1,
eLl) cos’ @

2
(3—:;) =—tan’ @

Obviously, the last differential equation has no

(30)

or

(31)

real solutions. In other words, there is no compan-
ion for Mercator along parallels which would be
equidistant along the meridians.

DISTORTIONS OF COMPANIONS
FOR MERCATOR ALONG
PARALLELS

First of all, let us note that the equations of the
Mercator projection and its companions along the
parallels can be written as

x=Acos' ¢

y=In tan<%+%>.

(32)

where # = 0 for the Mercator projection, # = 1
for its equidistant companion and # = 2 for its
equal-area companion.

According to (20), we need partial derivatives for
the coefficients of the first differential form

ox S

— =—Atcos™! ¢ sin ¢

9 (33)
Q _ —1

5, = os g (34)

19
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TABLICA 1. Vrijednosti lokalnih faktora mjerila za Mercatorovu projekciju (t = 0), i njezine partnerice u smjeru

paralela — ekvidistantnu (t = 1) i ekvivalentnu (t = 2)

TABLE 1 Values of local scale factors for the Mercator projection (¢ = 0), and its companions along the parallels — equidistant (¢

= 1) and equal-area (t = 2)

t h

k P

Mercatorova
projekcija 1
Mercator cos ¢

projection

cos @ cos’ ¢

Ekvidistantna
partnerica

uzduz paralela 1
Equidistant cos @
companion along

the parallels

Y 72 cos? g sin? @ + 1 1

cos @

Ekvivalentna
partnerica uzduz

paralela 1
Equal-area cos ¢
companion along

the parallels

J 472 cos* g sin? ¢ + 1

cos ¢ 1

Sada, prema (21), imamo faktore lokalnih line-

arnih mjerila

h=—1_ 220 cos™ @ sin® @ + 1

cos @
(35)
k= cos™" ¢.
Faktor lokalnog mjerila povrsina p je
p=hksinf = YEG-F7_ g .
Ccos @ (36)

Vrijednosti lokalnih faktora mjerila za Merca-
torovu projekciju (# = 0), i njezine partnerice u
smjeru paralela — ekvidistantnu (# = 1) i ekviva-
lentnu (# = 2) — prikazane su u Tablici 1.

Iz Tablice 1. moze se vidjeti da su vrijednosti svih
triju lokalnih faktora mjerila ekvidistantne partne-
rice Mercatorove projekcije (# = 1) izmedu vrijed-
nosti Mercatorove projekcije i njezine ekvivalentne

partnerice gledano u smjeru paralela.

ZAKLJUCAK

Izvorna Mercatorova kartografska projekeija je

konformna, to jest kutovi se lokalno prikazuju

20

Now, according to (21) we have the local liner
scale factors

h=—L g0 cos™ g sin® ¢ + 1

cos ¢
(35)
k= cos™! ¢.
Local area scale factor p reads
p=hksinf = YEG-F2_ g2 .
cos ¢ (36)

The values of local scale factors for the Merca-
tor projection (¢ = 0), and its companions along
the parallels — equidistant (¢ = 1) and equal-area
(t = 2) — are shown in Table 1.

In Table 1, one can see that the values of all three
local scale factors of the equidistant companion
for Mercator (¢ = 1) are between the values of the
Mercator projection and the value of its equal-area

companion along parallels.

CONCLUSION

The original Mercator map projection was con-

formal, that is, the angles were faithfully displayed
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vjerno, dok su povrsine deformirane. Tobler-Mer-
catorova projekcija to obrée, ali su sad maksimalne
promjene kutova ekstremno velike. Ekvivalentna
Tobler-Mercatorova  projekcija ostavlja snazan
dojam o distorzijama povrSina u Mercatorovoj
projekciji. Ekvidistanta projekcija uzduz paralela,
predloZena u ovome ¢lanku, po svojstvima defor-
macija kutova i povrsina nalazi se izmedu Merca-
torove i Tobler-Mercatorove projekcije. Ona je jos
jedna partnerica Mercatorove projekcije.
Partnerice Mercatorove projekcije prikazane
u ovome radu nisu samo neobi¢ni reprezentanti
ekvivalentnih i ekvidistantnih projekcija. Njima
se zeli dodatno osvijestiti ¢injenicu da karta svijeta
izradena u Mercatorovoj projekciji znatno defor-
mira udaljenosti i povrsine. U tom bi smislu ovaj

¢lanak mogao imati didakticku komponentu.
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