u stalno prilagodavanje kroz

ijevaj

POUCAVANUJE |

O

UCENJE MATEMATIKE -

primjer iz
Teaching and learning Maths-Tasks that requre constant adaptation

on the example of graph theory

zadaci koji zaht

U radu je prikazano iskustvo pouca-
vanja i u¢enja matematike uz ishode
ucenja usmjerenih na matematicke
kompetencije. Navedeni su problemi
koji se pri tome javljaju i razmatrana
je ideja kako ih rijesiti na zeljeni nacin.
Da bi se to ilustriralo, prilozen je dio
studentskog rada koji je izveden prim-
jenom matematickih kompetencija u
rjeSavanju jednog problema iz stvar-
nog zivota (real-life task).

The paper presents experience with
teaching and Llearning mathematics
with learning outcomes for mathemat-
ical competencies in bachelor studies
at the Faculty of Geodesy and Geoin-
formatics.

Problems occuring in performing so
are discussed and an idea of how to
solve them is considered. To illustrate
this, the paper also presents part of
students’ project work performed by
applying mathematical competencies
in solving one real-life task.



1. O nastavi
matematike

PoucCavanje matematike na bilo kojem tehnickom
fakultetu zadatak je koji zahtijeva stalno prilagoda-
vanje. S jedne strane, obavezni smo slijediti potrebe
nasih kolega inzenjera koji predaju strucne predmete;
s druge strane, moramo se prilagoditi promjenama
povezanim s novim vrstama znanja, posebnostima
ucenja, nacinom komunikacije kao i stajalistima nasin
studenata, posebno brucosa.

Dio naseg profesionalnog gesla je poletno se uhvatiti
u kostac s oba ova izazova. To kao pojedinci Cinimo
svakodnevno; ipak, rezultat je to bolji ako je postignut
na razini fakulteta/sveucilista ili cak u sirem edukaci-
jskom spektru.

SEFI, The European Society for Engineering Education
(Europsko drustvo za inzenjersku izobrazbu, vidi [5)),
posebno njegova M\WG, Mathematics Working Group
(Matematicka radna skupina), institucija je na koju se
u tom smislu mozemao osloniti.

Navodimo, ponesto skraceno.. cilj SEFI-jeve Matem-
aticke radne skupine jest osigurati forum za raspravu |
smjernice za one koji su zainteresirani za matematicko
obrazovanje studenata tehnickih znanosti u Europi. Do-
prinos tom cilju je dokument skupine o curriculumu,
prvi put objavljen 1992. Drugo izdanje 1z 2002, dodatno
Je prilagodilo dokument provedbi curriculuma formuli-
rajuci popis uz sadrzaj vezanih ishoda ucenja. Namjera
treceg izdanja (objavljeno 2013) bila je izloziti, objasniti
te ilustrirati okosnicu za sustavno ukljucivanje ovakvih
cilieva u ucenje na visim edukaciiskim razinama, te-
meljenih na najnovijim Istrazivanjima u podrucju obra-
zovanja. U tu je svrhu koristen koncept kompetencija
(competence concept) (Alpert, B. et. al 2013, p. 7).

Koncept matematicke kompetencije (MC) razvijen
Je u Danskaj, u sklopu danskog KOM projekta (KOM:
Competencies and the Learning of Mathematics -
Kompetencije i ucenje matematike), kako bi se razvila
platforma za temeljitu reformu danskog matematick-
0g obrazovanja na svim edukacijskim razinama (6],
(7).

Mogens Niss (Niss 2003, p.6/7), voditel] KOM projekta
opisuje matematicku kompetenciju kao ..umijece ra-
zumijevanja, procjene, izvrsenja, | upotrebe matematike
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u razlicitim unutar- 1 izvan- matematickim kontekstima i
situacijama u kojima matematika igra ili bi mogla igrati
ulogu. Nuzno, ali zasigurno ne i dovolino za matem-
aticku kompetenciju jest veliko prethodno poznavanje
Cinjenica i posjedovanje tehnickih vjiestina.

Unutar rezultata KOM projekta, objavijenih 2011., osim
same definicije opce matematicke kompetencije kao
takve, opisano je I osam matematickih kompetenci-
ja od kojih se sastoji. To su: matematicko razmisljan-
Je: postavlanje i rjesavanje matematickih problema:
matematicko modeliranje; matematicko zakljucivanje;
definiranje  matematickin entiteta; primjena matem-
atickih simbola i matematickog formalizma; komuni-
ciranje kroz matematiku; koristenje pomagala i alata.

Tridokumenta SEFI-jeve M\WG skupine (Barry, M. D. J.,
Steele, N. C. (Eds) (1992), Mustoe, L., Lawson, D. (Eds)
(2002), Alpers, B. et al. (2013)) bila su mi smjernice u
procesu prenosenja matematickog znanja. Potakli su
me na uvodenje vizualizacije | animacije u nastavi,
na naglasavanje svrhe ucenja matematickih sadrza-
ja, na isticanje ishoda ucenja i njihova povezivanja s
temama predavanja kao i s potrebama unutar inzen-
Jjerskih predmeta.

Sve sam to radila sa svrhom da kod studenata probu-
dim svijest o potrebi za matematickim kompetenci-
jama i da potaknem primjenu istoga u inzenjerskom
kontekstu. Medutim, na prvim godinama studija sam
se susrela s poteskocama buduci da uobicajeni kon-
cept nastave ne daje prostora takvom pristupu, a i
sami studenti nisu tome jos dorasli buduci da prim-
jena MC-a u rjesavanju zadataka iz stvarnog zivota
zahtijeva aktivhu ukljucenost studenata kao i viadanje
odredenim inzenjerskim znanjima.

Pokazalo se da se spomenuti pristup poucavanja
moze provesti unutar matematickih kolegija koji se
predaju na visim godinama studija. Radi se o kolegi-
Jjima koje obicno pohada do 50 studenata, sto aktiv-
no sudjelovanje | usredotocenost na ekipni rad Cini
mogucim. Osim toga, kolegiji su najcesce izborni,
pa studenti koji ih upisuju posjeduju razvijen pozitivni
stav prema matematici, te samopouzdanje u vlastiti
matematicki potencijal. Prihvacaju matematiku kao
smislenu aktivnosti i njezinu primjenu shvacaju kao
korisni alat u raznim real-life situacijama.

Jedan takav matematicki predmet u sklopu preddip-
lomskog studija geodezije i geoinformatike jest izbor-
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ni kolegij Diskretna matematika. Studenti na kolegiju
dobivaju ili sami odabiru projektni zadatak iz stvarnog
zivota (real-life project task), opisuju ga s tehnickog |
matematickog stajalista, jesavaju ga uz pomoc ispre-
davanih matematickin metoda, na kraju usporeduju,
interpretiraju i vrednuju rezultate. Svaki projekt mora
biti prezentiran i branjen pred kolegama studentima.

Slijedi prikaz rada/projekta Primjena teorije grafova na
zagrebacki park Ribnjak, kao rezultat primjene MC-a |
uspjesne suradnje nastavnik - student.

2. Primjena teorije
grafova na zagrebacki
park Ribnjak

Autori: Tomislav Leventic i Antonio Josic

Projektni zadatak

Kolegij: Diskretna matematika, 3. godina preddip-
lomskog studija Fakulteta geodezije i geoinformatike
u Zagrebu

Zadatak: primijeniti nauceno o teoriji grafova na staze
zagrebackog parka Ribnjak

Koraci izrade projekta
1. Rekognosciranje terena
2. Vektorizacija

3. Proucavanje algoritama za rjeSavanje proble-
ma najkraceg puta

4. Rjesavanje problema najkraceg puta po vek-
toriziranoj stazi parka razlicitim algoritmima

Park Ribnjak
Park Ribnjak jedan od najljepsih gradskih parkova

Nalazi se izmedu ulice Ribnjak (na istoku) i zidina za-
grebacke Katedrale

Ribnjak je naziv biskupskog parka istocno od stolne
crkve - danasnje zagrebacke katedrale

Na tom mjestu je prije bio umjetni ribnjak, koji je vodu
dobivao iz potoka Medvescaka. Kada je ribnjak isusen,
lokalitet je ureden i pretvoren u gradski park.

Slika 21 3D model parka Ribnjak i okolnog grada
(preuzeto iz programa Google Earth)

'ﬂ T
Slika 2.2 Kartografski prikaz parka Ribnjak i smjestaj u

gradu Zagrebu (preuzeto s http.//we-fly-by.blogspot.
com/p/o-karte html)

Definicija grafa

Formalno, graf definiramo kao uredeni par skupova
(V.E), gdje je V skup vrhova, a £ skup 2-podskupova
od V., koje zovemo bridovi.

Ovu definiciju mozemo prosiriti tako da dopustimo
petlje (bridove koje spajaju vrh sa samim sobom),
visestruke bridove (vise bridova izmedu para vrho-
va, npr. kod problema Konigsberskin mostova) i usm-
jerene bridove (bridovi koji imaju orijentaciju).

Naravno, usmjerene bridove reprezentiramo ureden-
im parovima, a ne 2-podskupovima, dok kod
visestrukih bridova £ postaje multiskup.

Graf koji ima usmjerene bridove zvat cemo usmjereni
graf

Osnovni pojmovi

Red grafa G je broj vrhova od G.

Veli¢ina grafa G je broj bridova od G.

Potpun graf je jednostavan graf u kojem je svaki par
vrhova spojen bridom.



Visestruki bridovi su bridovi s istim parom krajeva.
Petlja je brid Ciji se krajevi podudaraju.

Za dva vrha kazemo da su susjedni ako postoji brid
u tom grafu koji ih spaja.

Za dva brida kazemo da su susjedni ako postoji vrh
u tom grafu koji je njima zajednicki.

Tezina brida e jednostavnog povezanog grafa G je
realan broj wle) pridruzen bridu e. Graf s pridruzenim
tezinama cemo zvati tezinski.

Setnja u grafu Gje niz W= v_eve..e,v,, ¢ijisu Cla-

0 717172

novi naizmjenice vrhovi v, i bridovi e, tako da su kra-
jeviode vrhoviv v, 1</<R

Setnja se naziva staza ako su svi bridovi Setnje
medusobno razliciti.

Ako su na stazi i svi vrhovi medusobno razliciti, ona
se naziva put.

Ciklus je zatvorena staza pozitivne duljine Ciji su
vrhovi (osim krajeva) medusobno razliciti,

Staze parka Ribnjak
Red grafa: 28

Velicina grafa: 46

Slika 2.3 Graficki prikaz staza parka Ribnjak

Eulerovi grafovi

Kazemo za stazu da je Eulerova staza ukoliko
prolazi svim bridovima grafa.

Zatvorenu Eulerovu stazu zovemo Eulerova tura.
Graf je Eulerov ako dopusta Eulerovu turu.

Eulerov teorem:

(a) Multigraf bez izoliranih vrhova je Eulerov ako | samo
akro je povezan, te je svakivrh parnog stupnja.

(b) Multigraf bez izoliranih vrhova ima nezatvorenu
Eulerovu stazu ako | samo ako je povezan i ima tocno
dva vrha neparnog stupnja.

Hamiltonovski grafovi
Hamiltonov put je put koji prolazi kroz sve vrhove
grafa.
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Ukoliko je Hamiltonov put zatvoren, govorimo o
Hamiltonovu ciklusu

Kazemo da je graf Hamiltonov ukoliko dopusta
Hamiltonov ciklus. Kako kod ovog problema visestru-
ki bridovi ne igraju nikakvu ulogu, uvijek mozemo
pretpostaviti da je graf jednostavan.

Problem najkra¢eg puta

Problem trazenja puta izmedu dva vrha u grafu tako
da suma ukljucenih bridova bude najmanja moguca!

Primjer na stazama parka Ribnjaka: trazenje na-
Jkraceg puta izmedu tocaka A B’

Algoritam najblizeg susjeda (NN algoritam)

Podoptimalno riesenje za odredivanje minimalnog
hamiltonovskog ciklusa

Algoritam se sastoji u ponavijanom posjecivanju na-
Jblizeg neposjecenog susjeda sve do dolaska do cilja

Slka 24 Odabir sledeceg neposjecenog susje-
da (S) prema NN algoritmu

Slika 2.5 Najkraci put prema susjeda (S) prema NN al-
goritmu NN algoritmu
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Rezultat NN algoritma

Ukupna duljina puta: 617 m

Jako lose rjesenje za ovakvu vrstu problema

Kod odredivanja minimalnog hamiltonovskog ciklusa
u prosjeku daje 25 % losije rjesenje od najbolieg
moguceg

Pokazano je da postoji mnogo rasporeda vrhova
grafa za koje daje najgore moguce rjiesenje

Suma i stablo

Suma je graf bez ciklusa: komponente Sume su
stabla.

Stablo je povezan graf bez ciklusa.

Svaki povezani graf sadrzi stabla kao svoje podgra-
fove,

Ako takav podgraf/stablo sadrzi sve vrhove zadanog
grafa zovemo ga razapinjuce stablo.

]

B | = -]
- o =
E F Bl R K pl-d
LN L]

Slika 2.6 Stablo; graf bez ciklusa

Kruskalov algoritam
Algoritam minimalnog razapinjuceg stabla

U svakom koraku se odabire brid najmanje tezine
takav da njegovo ubacivanje ne stvara ciklus

Slika 2.7 Odabir bridova prema Kruskalovu algoritmu

Slika 2.8 Najkraci put prema Kruskalovu algoritmu

Rezultat Kruskalovog algoritma
Ukupna duljina puta: 589 m

Bolje riesenje, no ne i optimalno

Dijkstrin algoritam

Jedan od najefikasnijih i ngjpogodnijih algoritama za
odredivanje najkraceg puta izmedu dva vrha

Koraci:

1. Pocetni ¢vor oznaciti stalnim indeksom 0, a
svim ostalim ¢vorovima dati priviemeni in-
deks o,

2. Cvor k koji jos nema stalni indeks dobiva novi,
priviemeni, Cija je vrijednost:

minl(stari indeks k), (stari indeks ) + Zﬂ?], gdje je
J ¢vor koji je zadnji dobio stalan indeks, a Zm dulji-
na grane koja povezuje cvorove J i k. Ukoliko
takve grane nema [, - .

3. Najmanja vrijednost indeksa izmedu svih
priviemenih indeksa postaje stalan indeks.

4. Ukoliko svi ¢vorovi posjeduju stalni indeks
(ili ukoliko odredisni ¢vor posjeduje  stal-
ni indeks) KRAJ, inace se vrati u korak 2
Ispis najkraceg puta: Algoritam rekurzivno
prolazi putem od cilja do pocetka pomocu
sacuvanih prethodnika ili pomocu oduziman-
ja vrijednosti brida od vrijednosti vrha te
pronalaska odgovarajuce vrijednosti na sus-
jednom vrhu.
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Slika 2.9 Prikaz nakon 1. koraka Dijkstrinog algorit-
ma

Slika 210 Prikaz nakon 2.1 3. koraka Dijkstrinog algo-
ritma



Slika 2.11 Najkraci put prema Dijsktrinom algoritmu al-
goritmu

Rezultat Dijkstrinovog algoritma

Ukupna duljina puta: 540 m

Optimalno riesenje

Edsger Wybe Dijkstra (1930 - 2003) bio je
nizozemski racunalni znanstvenik i pionir u istrazivan-
Jjima mnogih podrucja racunalnih znanosti. Zbog
velikog doprinosa znanosti nagrada koju je dobio
netom prije smrti, ACM PODC, preimenovana je u
Dijkstra Prize ubrzo nakon njegove smrti.
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