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Tehnicko veleuciliste u Zagrebu

1 Sazetak

U ovom clanku definirat ¢emo zlatni romb, objasnit ¢emo neka njegova svojstva i pokazati neke konstrukcije
vezane uz zlatni romb, a koje se mogu izvesti ravnalom i Sestarom.

2 Uvod

Zlatni rez i zlatni pravokutnik su omiljena tema u matematici, odnosno geometriji, a i u umjetnosti. O njima
je napisano zaista mnostvo radova. Poznat je i pojam zlatnog romba, ali se on u literaturi nesto rjede
spominje. Stoga ¢emo u ovom radu definirati zlatni romb, te navesti njegova najvaznija svojstva i nacine
konstrukcija.

3 O zlathom rezu

Duzina (AC) je podijeljena u zlatnom rezu ako je omjer veceg dijela duzine (AB) prema manjem dijelu

duzine (BC) jednak omjeru cijele duzine (AC) prema vecem dijelu duZine (AB) (vidjeti Sliku 1).

B C

Slika 1: Podjela duzine AC u zlatnom rezu

Pokazuje se da je

1+4/5

~ 1.61803398875.... (1)

~ =
1}
<
I}

Broj ¢ nazivamo zlatni broj. Jednakost (1) moZe se zapisati i u ekvivalentnom obliku:
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Yoo ~ 0.61803398875.... (2)
X 2

Za pregledne podatke o zlathom rezu i dvjema osnovnim konstrukcijama vezanima uz zlatni rez
zainteresiranoga Citatelja upucujemo na clanak [1].

4 Definicija i osnovna svojstva zlathoga romba

Zlatni romb je romb kojemu je omjer duljine vecée dijagonale (e) i manje dijagonale (f) jednak zlatnom broju
¢ (vidjeti Sliku 2). Preciznije, vrijede sljedece jednakosti:

1445
2
\5-1

)

= (3)

>

~ I

(4)

[SNEN
S | =

Napomena: Ne istaknemo li drugacije, u iskazima i dokazima svih svojstava zlatnoga romba koristimo
oznake sa Slike 2.

~ .

Slika 2: Zlatni romb

Pokazimo najprije da su svi zlatni rombovi sli¢ni. U tu ¢emo svrhu najprije izraCunati mjere unutrasnjih
kutova proizvoljnoga zlatnoga romba.

Propozicija 1. (prema [4]) Mjere (u radijanima) unutrasnjih kutova proizvoljnoga zlatnoga romba dane su
izrazima:

\5-1

a = 2arcig(—;—)radijana ~ 63 °26'6",

\5-1 o
B = 2arcctg(T)radijana ~116°33 54 .

Dokaz: Prisjetimo se da je romb Cetverokut kojemu su dijagonale medusobno okomite, a ujedno su i

simetrale unutrasnjih kutova romba (tj. kutova « i ). Promotrimo bilo koji od Cetiriju pravokutnih trokutova

f

na koje je romb podijeljen svojim dijagonalama. Duljine kateta toga trokuta su g i 3 duljina hipotenuze q, a

mjere Siljastih kutova g i g Primjenom (4) i osnovnih trigonometrijskih relacija u pravokutnom trokutu

dobivamo:
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fd)-nld)=2=1e0

Odatle slijedi:

1 V51

o= Zarctg(—) = Zarctg(
»

)

\5-1

1
p= 2arcctg(*) = 2arcctg( )
1) 2

Sto je i trebalo dokazati. (Pretvorbe mjera kutova u stupnjeve prepustamo citatelju.) &
Korolar 1. Svi zlatni rombovi su sli¢ni.

Dokaz: Prema Propoziciji 1, mjere svih unutrasnjih kutova romba su konstante. Zbog toga tvrdnja korolara
izravno slijedi iz definicije slicnosti dvaju mnogokuta (vidjeti npr. [2]). O

Zbog netom dokazanoga svojstva, zlatni romb je potpuno odreden zadavanjem jedne od dviju dijagonala ili
osnovice romba. Razmotrimo zasebno svaki pojedini slucaj. Radi jasnoce i preglednosti, relacije formuliramo
u obliku propozicija.

Najprije iskazimo jednakost koju ¢emo Cesto koristiti u nastavku teksta.

Lema 1. Za zlatni broj ¢ vrijedi jednakost:

¢2=¢+1. (6)

1445
2
jednadZbe x> - x - 1 = 0. Detalje prepustamo ¢itatelju. o

Dokaz: Izravnim uvrStavanjem ¢ = u navedenu jednakost ili uoCavanjem da je ¢ rjeSenje kvadratne

Propozicija 2. Neka je zadan zlatni romb cija je duljina osnovice a. Tada su:

50 + 1045

e . a, (7)
50 - 1045
= (8)
Dokaz: Prema Pitagorinu poucku vrijedi:
2 +f2 = 442, (9)

Iz (3) slijedi e = ¢f, pa uvrstavanjem te jednakosti u (9) i koristenjem (6) dobivamo:
o2+ = 4,
(9% + Df* = 4,

(g + D)+ Df? = 4a°,

2 442
= )12
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5 106 -5)

\/ﬂ_xﬁ 1065 - \/E)a )
2

\10(5 = 5)
=————a
5

50 - 1045
= a.

5

1z (4) slijedi f= 2, pa uvrstavanjem te jednakosti u (9) i koristenjem (6) dobivamo:
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\/3+\/§
? 2 1065 -~5)
) \/ﬁ \/10(5—\/§)a=

2

\53 + 55 -5
= a
5

50 + 1045
= _ __a.
5

Time je propozicija dokazana. O
Propozicija 3. Neka je zadan zlatni romb kojemu je duljina vece dijagonale e. Tada su:
\5-1

2

\10 - 245
a=—"""e,

4

f= e, (10)

(11)

Dokaz: Prva jednakost odmah slijedi iz (4), a druga iz (7). Detalje prepustamo citatelju. &

Propozicija 4. Neka je zadan zlatni romb kojemu je duljina manje dijagonale f. Tada su:

\/§+1

e = 5 f, (12)
10 +2~/5
a=\/7\/f_ (13)
4

Dokaz: Prva jednakost odmah slijedi iz (3), a druga iz (8). Detalje prepustamo citatelju. &

Izvedimo sada izraze za povrsinu zlatnoga romba.

Propozicija 5. Povrsina zlatnoga romba (P) dana je sljedecim izrazima:

N5-1 0 A+t

el =
4 4

p- = 25 (14)

Dokaz: Romb je Cetverokut s okomitim dijagonalama, pa se njegova povrsina moze izraCunati prema
formuli:

~
I
g

(15)

Sada prva jednakost odmah slijedi uvrstavanjem (10) u (15), a druga uvrStavanjem (12) u (15). Pomnozimo
li jednakosti (11) i (13) i ponovo iskoristimo (15), dobijemo:

2_\/100—20f_4_\/§e_]c_\/_§P
T 9T g 2T 2

50f 15
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a odatle izravno slijedi tre¢a jednakost. O

Svakom rombu se moze upisati kruznica. Njezin je promjer jednak visini romba. Ekvivalentno, polumjer
rombu upisane kruznice jednak je polovici visine romba. Izraze za izracunavanje toga polumjera u slucaju
zlatnoga romba navodimo u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 6. Polumjer zlathom rombu upisane kruznice (r) dan je sljedeéim izrazima:

NS0- 1045  A50+10\5 <5

_ 16
20 w0 TS5 (16)

Dokaz: Neka je v duljina visine romba. Znamo da je v = 2r, pa uvrstavanjem toga izraza u formulu za
povrsinu romba P = av dobijemo:

P = 2ar,

a odatle je
P
"= 2a’ (17)

Ako u (17) uvrstimo prvu jednakost iz (14) i jednakost (11), nakon sredivanja dobivamo prvu jednakost u
(16).

Ako u (17) uvrstimo drugu jednakost iz (14) i jednakost (13), nakon sredivanja dobivamo drugu jednakost u
(16).

Naposljetku, ako u (17) uvrstimo trec¢u jednakost iz (14), odmah dobivamo preostalu, tre¢u jednakost u
(16). Detalje prepustamo citatelju. O

Napomena: Zlatnom rombu nije moguce opisati kruznicu. Podsjetimo, rombu se moze opisati kruznica ako i
samo ako je romb kvadrat.

. oy . . . . ) 1
Propozicija 7. Diralista zlatnom rombu upisane kruznice dijele stranice romba u omjeru ¢: V"

Dokaz: Bududi da dijagonale bilo kojega romba dijele romb na Cetiri sukladna trokuta, tvrdnju propozicije

dovoljno je dokazati samo za jednu stranicu romba. Stoga bez smanjenja opcenitosti odaberimo stranicu AB i
diraliste E. 1z (5) slijedi

B SE|

=t )=,
v g(z) -
| BE|

1 a SE|

—=gl )= ——"
1) g(2) B

|AE|

, Sto je i trebalo pokazati. O

1
Dijeljenjem tih jednakosti odmah dobivamo |AE|: |BE| = 0t

5 Konstrukcije zlathoga romba

U prethodnoj smo tocki pokazali da je za jednoznacno odredivanje zlatnoga romba dovoljno zadati jednu od
dijagonala ili osnovicu romba. Zbog toga razlikujemo tri osnovne konstrukcije zlatnoga romba:
1.Konstrukcija ako je zadana duljina osnovice (a).

2.Konstrukcija ako je zadana duljina vece dijagonale (e).
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3.Konstrukcija ako je zadana duljina manje dijagonale (f).

Svaka od ovih konstrukcija zasniva se na konstrukciji pravokutnoga trokuta kojemu je omjer duljina kateta
jednak zlatnom broju. Stoga ¢emo najprije opisati tu konstrukciju.

5.1 Konstrukcije pravokutnoga trokuta kojemu je omjer duljina kateta
jednak zlathom broju

Dokazimo najprije sljedecu propoziciju.

Propozicija 8. Neka je AABC pravokutan trokut kojemu su duljine kateta a i b. Pretpostavimo da je a:b = ¢.
Tada je AABC jednoznacno odreden zadavanjem duljine bilo koje svoje stranice.

Dokaz: Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su kutovi u trokutu AABC oznaceni standardno
(tj. nasuprot katete a se nalazi kut « itd.).

Pretpostavimo najprije da je zadana duljina bilo koje katete. Tada iz omjera a:b = ¢ najprije izraCunamo
duljinu preostale katete. Duljinu hipotenuze ¢ potom izraCunamo npr. koristeéi Pitagorin poucak. Time je
dokazana tvrdnja propozicije za ovaj slucaj.

Preostaje razmotriti slucaj kad je zadana duljina hipotenuze c. Iz pretpostavke
a:b = ¢ slijedi:

1ga =7 =g, (18)

SR

pa primjenom trigonometrijskih relacija u pravokutnom trokutu (vidjeti [3])i relacije (6) dobivamo:

o 4 4
=c

1g _
Ji+g?a p?+1 T Ner2

a = csino. = ¢

1
b = ccosa = ¢

1 1
: =c =c .
\/1+tg2a \/¢2+1 \/40"'2

Odatle slijedi da su jednoznacno odredene i duljine obiju kateta, Sto smo i htjeli pokazati. &

Radi jednostavnosti, u nastavku pretpostavljamo da je AABC pravokutan trokut kojemu su duljine kateta a i b
takve da je a:b = 9. Analogno kao u dokazu Propozicije 8., pretpostavljamo da su sve ostale oznake veli¢ina u
AABC standardne.

Pokazimo da se AABC moze konstruirati ako je zadana duljina bilo koje njegove stranice. Sve konstrukcije
izvodimo ravnalom i Sestarom. Radi jasnoce i preglednosti izlaganja, svaku od triju mogucih konstrukcija
formuliramo u obliku zadatka.

Zadatak 1. Konstruirajte AABC ako je zadana duljina katete a.

Rjesenje: Iz pretpostavke zadatka i ranije pretpostavke o standardnim oznakama veli¢ina u AABC

zakljucujemo da je zadana duzina BC takva da je |BC| = a. Trokut ¢e biti potpuno konstruiran kad odredimo
preostali vrh A. Tocka C mora biti vrh pravoga kuta trokuta AABC, pa su koraci konstrukcije sljededi:

Korak 1. 1z tocke C uzdignemo okomicu p na polupravac CB. Radi odredenosti, u daljnjem smatramo da je p
polupravac kojemu je C pocetna tocka.

Korak 2. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki C i polumjerom r, = BC. Taj kruzni luk sijece polupravac p
u tocki D.
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Korak 3. Odredimo poloviste P duzine BC.

Korak 4. Nacrtamo kruZzni luk sa srediStem u tocki P i polumjerom r, = PD. Taj luk sijee pravac CB u tocki E.

Korak 5. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki C i polumjerom ry = CE. Taj luk sijece polupravac p u
trazenoj tocki A.
Dokaz konstrukcije: Vidjeti rjeSenje Zadatka 1 u [1].

Zadatak 2. Konstruirajte AABC ako je zadana duljina katete b.

Rjesenje: Iz pretpostavke zadatka i ranije pretpostavke o standardnim oznakama veli¢ina u AABC

zaklju¢ujemo da je zadana duzina AC takva da je |AC| = b. Trokut ¢e biti potpuno konstruiran kad odredimo
preostali vrh B. Tocka C mora biti vrh pravoga kuta trokuta, pa su koraci konstrukcije sljedeci:

Korak 1. 1z tocke C uzdignemo okomicu p na polupravac CA. Ponovno radi jednostavnosti i jednoznacnosti
rjieSenja, u daljnjem smatramo da je p polupravac kojemu je C pocetna tocka.

Korak 2. Odredimo poloviste P duzine AC.

Korak 3. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki C i polumjerom r, = CP. Taj luk sijeCe polupravac p u tocki
D.

Korak 4. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki D i polumjerom r, = AD. Taj luk sijece polupravac p u
trazenoj tocki B.

Dokaz konstrukcije: Zapravo treba dokazati da je |BC| = a. Iz Koraka 3 i 4 slijedi B, D € p. 1z Koraka 1
zakljucujemo da je p okomit na polupravac CA, pa su trokutovi ABC i ACD pravokutni trokutovi s pravim

b
kutom u vrhu C. 1z Koraka 2 i Koraka 3 slijedi |CD| = |CP| = Y dok iz Koraka 4 slijedi |BD| = |AD]|.
Primjenom Pitagorina poucka na trokut ACD dobivamo:

b

- - - - - b - = - - -
|BC| = |CD| + |BD| = |CP| + |AD| = 3 +\/|AC|2+ |cD|? = 5 +\/|Ac|2+ |cp|? =

S druge strane, pretpostavka a:b = ¢ je ekvivalentna s a = ¢b, pa iz dobivenih jednakosti zaklju¢ujemo da je

|BC| = a, Sto smo i zeljeli dokazati. O
Zadatak 3. Konstruirajte AABC ako je zadana duljina hipotenuze c.

Rjesenje: AABC je najbrze i najlakSe konstruirati tako da se najprije konstruira zlatni romb ¢ija osnovica ima
duljinu ¢. Ovu konstrukciju izlozit ¢emo u sljedecoj tocki.

Dokaz konstrukcije: Pretpostavimo da smo konstruirali zlatni romb ABCD kojemu je ¢ duljina osnovice.
Neka je S sjeciste njegovih dijagonala. Tada je trazeni trokut npr. AABS (ili, opcenito, bilo koji trokut odreden
dvama susjednima vrhovima romba i tockom ). Ispravnost ovoga zakljucka slijedi iz definicije zlatnoga
romba i ¢injenice da su dijagonale bilo kojega romba medusobno okomite. Detalje prepustamo Citatelju. O

5.2 Konstrukcije zlathoga romba

Vec smo ranije istaknuli (vidjeti primjedbu neposredno iza Korolara 1) da je zlatni romb jednoznac¢no odreden
zadavanjem bilo koje njegove dijagonale ili njegove osnovice. Stoga ¢emo razmotriti konstrukciju romba u
svakom od tih slucajeva. Radi jasnoce i preglednosti, konstrukcije ¢emo ponovno formulirati u obliku
zadataka.

U svim konstrukcijama pretpostavljamo da je ABCD zlatni romb kojemu su AC veca dijagonala, BD manja
dijagonala i S sjeciste tih dijagonala.
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Zadatak 4. Konstruirajte zlatni romb kojemu je zadana duljina vece dijagonale e.

Rjesenje: U skladu s pretpostavkama, zadana nam je AC takva da je |AC| = e. Koraci konstrukcije su
sljededi:

Korak 1. Odredimo poloviste P duzine AC.

Korak 2. Konstrukcijom opisanom u rjeSenju Zadatka 1 konstruiramo pravokutan trokut APB Cija je veca

kateta AP.

Korak 3. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki P i polumjerom » = PB. Taj luk ¢e presjeéi pravac PB u
tockama B i D.
Korak 4. Cetverokut ABCD je trazeni zlatni romb.

Dokaz konstrukcije: Prema Koracima 1 i 3, P je zajednicko poloviste duzina AC i BD. To znaci da je

Cetverokut ABCD paralelogram. Prema Koraku 2, trokut APB je pravokutan trokut, pa su dijagonale AC i BD
Cetverokuta ABCD okomite. Odatle slijedi da je Cetverokut ABCD romb. Prema konstrukciji iz Koraka 2 vrijedi

omjer |4P|: |BP| = p. Buduéi da su [AP| = £ i [BP| = %, zakljuéujemo da je ¢ = |AP|: |BP| = 5:% = ¢:f, pa je
ABCD zlatni romb. O

Zadatak 5. Konstruirajte zlatni romb kojemu je zadana duljina manje dijagonale 1.

Rjesenje: U skladu s pretpostavkama, zadana nam je BD takva da je |BD| = f . Koraci konstrukcije su
sljededi:

Korak 1. Odredimo poloviste P duzine BD.

Korak 2. Konstrukcijom opisanom u rjeSenju Zadatka 2 konstruiramo pravokutan trokut APB Cija je manja

kateta BP.

Korak 3. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki P i polumjerom r = AP. Taj luk ¢e presjedi pravac AP u
tockama A i C.

Korak 4. Cetverokut ABCD je traZeni zlatni romb.

Dokaz konstrukcije: Jednak je dokazu konstrukcije iz Zadatka 4, pa ga izostavljamo. O

Preostalo je razmotriti slucaj konstrukcije zlatnoga romba u slucaju kad je zadana duljina osnovice romba. U
tu ¢emo svrhu najprije rijesiti sljededi zadatak.

Zadatak 6. (prilagodeno prema [5]) Konstruirajte zlatni romb cija je duljina osnovice \/5 (jedinica duljine).

Rjesenje: Promotrimo pravokutnik A,B,C,D, Cije su duljine stranica 4 i 2. Radi odredenosti, zapiSimo:

|AB{| = |CiDy| =4, |B\Cy| = |DA{| =2.

U taj pravokutnik upiSimo kruznicu k polumjera 1 dije je srediste u sjeciStu dijagonala pravokutnika.

Dijagonala B,D, sije€e kruznicu k u to¢kama S, i S,. U tim tockama povucimo tangente ¢, i 7, na kruznicu k.
Neka su:

A:=1,NA B,

B:=1t,NAB,

C:=1,N C,D,,

D:=t, N C|D,.
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Tada je Cetverokut ABCD trazeni zlatni romb (vidjeti Sliku 3).

e an

Ay A‘ a E B G

Slika 3: Zlatni romb ¢&ija je duljina osnovice /5

Dokaz konstrukcije I. Naznacit ¢emo samo glavne korake dokaza, a detalje prepustamo citatelju.
Smjestimo pravokutnik A,B,C,D, u pravokutni koordinatni sustav u ravnini tako da srediSte pravokutnika, tj.
sjeciste S njegovih dijagonala bude u ishodistu koordinatnoga sustava. Neka su vrhovi pravokutnika

A =(-2,-1,B, =2, -1,C;=Q2,1),D, =(-2,1). Jednadzba kruZznice k sa sredistem u $ = (0,0) i polumjerom

v ) v s ) 1 ) oy .
r=1je x2+y? = 1. Jednadzba pravca na kojemu leZi dijagonala B\D jey= -x. Taj pravac sijeCe kruznicu & u

Y 2 = 1 o=\ 2 -1 = v \ - Vi oo s
totkama S, = (5\/5, - E\/S) iS,= (— FRVEE E\IS)' Jednadzba tangente povucene na kruznicu k u tocki S, je

f...y=2x- \/5, a jednadzba tangente povucene na kruznicu k u tocki S, je 1,...y = 2x + \/5. Presije¢emo li

pravce 1, i 1, s pravcima y = — 1 (pravac na kojemu lezi stranica A|B,) i y = 1 (pravac na kojemu leZi stranica

C,D,), uz oznake definirane u opisu konstrukcije dobit ¢emo:

1+45 \5-1 1+45 \5-1
_ ,—-1),B= , — = ,1),D=(— ,1).
2 2 2 2

Sada se lako provjeri da je ABCD romb cija osnovica ima duljinu \/5. Preostaje provijeriti da je ABCD zlatni
romb. Sjeciste dijagonala romba je takoder tocka S, odnosno ishodiste. Lako izracunamo:

- \/\/5(\/5 +1)

e = |AC| _2|AS| =2

= |BD| -2|BS| =2

- \/ 535 -1)

pa je:

3N

=0,

\5+1 \/ (5+1)2 \/(\/§+1)2 \5+1
FoV-1 T YaB-nas+n 4 T 2

Sto smo i zeljeli pokazati. O

Dokaz konstrukcije II. Ovaj dokaz je elegantniji od prvoga jer ne koristi koordinatizaciju. Zbog toga ¢emo
u potpunosti obrazloZiti svaki njegov korak. Koristimo oznake sa Slike 3 i iz konstrukcije. Pritom

napominjemo da je tocka E poloviSte stranice A B,, a to¢ka F poloviste stranice C,D,.

Pokazimo najprije da je Cetverokut ABCD paralelogram. Prema konstrukciji, pravac na kojemu lezi dijagonala

Vol 35
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BD prolazi sredistem kruznice k, pa je duzina §,S, promjer kruznice k. Pravci ¢, i 1, su tangente na kruznicu &,

pa su okomiti na duzinu $,S5,, a time i na dijagonalu BD. To znaci da su pravci ¢, i t, usporedni (okomiti su na

istu duzinu §,S,). Odatle slijedi da je stranica BC Cetverokuta ABCD usporedna sa stranicom AD. Usporednost

stranica AB i CD slijedi izravno iz usporednosti stranica A|B, i C\D, koja vrijedi jer je A;B,C,D, pravokutnik.
Time smo pokazali da je Cetverokut ABCD paralelogram.

Pokazimo da je paralelogram ABCD romb. U tu je svrhu dovoljno dokazati da je |AB| = |AD|. Povrsina

paralelograma ABCD dana je izrazima P, = |AB|v, = |AD|v,, gdje su v, i v, duljine visina povucenih na

stranicu AB, odnosno AD. Primijetimo da je duzina EF visina na stranicu AB (jer sa stranicama AB i CD zatvara

pravi kut), te da je iz analognoga razloga duzina §,S, visina na stranicu AD. No, |EF| = |5,S,| =2 jer su te

duzine promjeri kruznice k. Dakle, vrijedi jednakost v, = v,, pa sada iz |AB|v, = |AD|v, izravno slijedi

|AB| = |AD].

IzraCunajmo duljinu stranice romba ABCD. Uo¢imo da je AEBS = ASS,D. Oba trokuta su pravokutna (prvi ima

pravi kut kod vrha E, a drugi kod vrha §,) i imaju dva para medusobno sukladnih stranica (|BS| = |SD| = % [

|SE| = |SS,| =2), pa primjenom Pitagorina poucka zaklju€ujemo da je i preostali par stranica medusobno
sukladan. Preciznije, vrijedi jednakost:

|S,D| = |S,B]. (19)

Nadalje, uo¢imo da je AEB,S ~ AS,BB,. Oba trokuta su pravokutna i imaju zajednicki (Siljasti) kut kod vrha B,

pa su i preostala dva kuta tih trokutova sukladna. Stoga navedena sli¢nost slijedi iz poucka K-K o sli¢nosti
trokutova (vidjeti npr. [2]). Tako dobivamo razmjer:

ISE|:|EB,| = |S,B|:|SB].

U taj razmjer uvrstimo:

) 1
|SE| =1, |EB,| = -4 =2,
2

) 1 5 1 — 1 - _
|SlBl|=|SB1|—|SSI|=§\/42+22—1=5\/20— =§2\/5—1=\/5-1,

pa dobijemo:

o ISEIISBy| 1G5 A5

SB| =
| 1 - 2 2
|EB |

(20)

Naposljetku, uocimo da je AEB|S ~ AS,AB, iz istih razloga kao i AEB,S ~ AS,BB,. Tako dobivamo razmjer:

ISE[: |EB,| = [SyA]:]S,B,].
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Bududi da su
|SE| =1, |EB,| =2,

|,B11 = 1558,| + 18,8, =2+ (5- D =5+1,

slijedi:
©ISES,By] 1G5+D A5+l
SAl=———=—5 =5 (21)
|EB, |

Tako iz (19), (20) i (21) dobivamo:

- - - s+l 45—t
a=AD| = |4S,] + |S,D| = ——+—

- 5.

Preostaje pokazati da je ABCD zlatni romb. Uolimo da je AASD ~ AASS,. Oba trokuta su pravokutna i imaju

zajednicki kut kod vrha A, pa sli¢nost ponovno slijedi iz poucka K-K o sli¢nosti trokutova. Tako dobivamo
razmjer:

|AS|:|SD| = |AS,]|:|SS,], (22)

pa zbog |SS,| =1, (21) i (22) slijedi

e:f=|AC|:|BD| = (2|AS|):2|SD|) = |AS|: |SD| =

- - \5+1 \5+1
= |AS,|: |SS,| = 1= 5

®,

Sto smo i htjeli pokazati. Time je dokaz zavrSen. O
Zadatak 7. Konstruirajte zlatni romb kojemu je zadana duljina osnovice a.

Rjesenje: Koristimo rjeSenje Zadatka 6. Koraci konstrukcije su sljededi:
Korak 1. Postupkom opisanim u rjeSenju Zadatka 6 konstruiramo zlatni romb ABCD cija osnovica ima duljinu

5.

Korak 2. U Sestar uzmemo duzinu duljine a. Zabodemo Sestar u vrh A i presijeCemo polupravce AB i AD. Tako
dobivamo tocke P € ABi T € AD.

Korak 3. Zabodemo Sestar u vrh P i nacrtamo kruZnicu polumjera a sa sredistem u P. Potom zabodemo
Sestar u vrh Ti nacrtamo kruznicu polumjera « sa srediStem u 7. Nacrtane kruznice se sijeku u tockama A
(koju znamo otprije) i R. Cetverokut APRT je trazeni zlatni romb.

Dokaz konstrukcije: Prema Korolaru 1, svi zlatni rombovi su sli¢ni. Stoga je dovoljno dokazati da su
rombovi ABCD i APRT sli¢ni, odnosno da su im odgovarajudéi kutovi sukladni. Oba romba imaju zajednicki
(Siljasti) kut a kod vrha A, pa i njihovi tupi kutovi moraju biti sukladni (mjera tih kutova jednaka je 7 -«
radijana). O

Konstrukcija zlatnoga romba opisana u rjeSenju Zadatka 6 ima neke zanimljive posljedice. Naime, u toj smo
konstrukciji, osim zlatnoga romba, konstruirali i duZinu AS, Cija je duljina jednaka ¢, te duzinu Ds, ¢ija je

\5-1 1
duljina jednaka — odnosno zbog (4), pe Osim tih dviju duzina, pomocu opisane konstrukcije mogude je
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1

;02

jednostavno konstruirati i duZine &ije su duljine ¢? i Preciznije, vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 9. (prema [5]) Neka su G € EB, i H € FD, takve da je |EG| = |FH| = 1 (vidjeti Sliku 3). Tada su:

! 2
|BG| = —. |CH| = ¢".
o2

Dokaz: Radi kratkoce zapisa, oznadimo x:= |AE|,y:= |BE|,z:= |BG|,w:=|CH|. UoCimo da vrijede relacije:

AAES = AASS,, ABES = ADSS,.

Zbog njih, te zbog (3) i (4), vrijede jednakosti:

- \5+1

x = |AS,| = 5

1

;02

Pokazimo da je z = —. Prema pretpostavci je |EG| = 1, pa koriste¢i Lemu 1 imamo:

1 9-1 ¢°-9p (@+D-9p 1
o ® (02 (02 (/)2

Preostaje pokazati da je w = ¢%. Uo&imo da je AFDS = ASEB. To znali da je |FD| = |EB| =y =

R

. Prema

S| =

pretpostavci je |FH| =1, pa slijedi:

|DH| = |FH| - |FD| =1-y=z.

Tako ponovno koristeéi Lemu 1 dobivamo:

. B o X
w= |CD| + |DH| =\/5+z=\/5+—2=x+y+1—y=x+l=go+l=go,
4

Sto je i trebalo pokazati. Detalje prepustamo citatelju. O

Spomenimo zaklju¢no i posebnu zanimljivost vezanu uz zlatni romb. On se pojavljuje usko vezan uz
dodekaedar Bilinskoga (vidjeti Sliku 4). Taj dodekaedar je 1960. otkrio hrvatski matematicar Stanko Bilinski
(1909. - 1998.) i nazvao ga rompski dodekaedar druge vrste. RijeC je o konveksnom poliedru kojemu su svih
12 strana sukladni zlatni rombovi. Tim je otkricem profesor Bilinski pokazao da postoji i rompski dodekaedar
kojemu je omjer dijagonala bilo koje strane razlicit od \/2. Dotad se, naime, smatralo da su strane svakoga

rompskoga dodekaedra rombovi kojima je omjer dijagonala \/5: 1. Zbog toga je novootkriveni rompski

dodekaedar nazvan prema profesoru Bilinskom, ¢ime je svjetska matematicka zajednica dala (jos jedno)
zasluzeno priznanje istaknutim hrvatskim matemati¢arima. Zainteresiranoga Citatelja upu¢ujemo na c¢lanak

[6].
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Slika 4: Dodekaedar Bilinskoga

6 Zlatni romb - konstrukcije u GeoGebri

Konstrukcije koje su opisane u ovom c¢lanku jednostavno je izvesti u GeoGebri. Primjeri koje su izradili autori
¢lanka dostupni su na Internetu zajedno s uputama namijenjenima korisnicima, i to:

1) Primjer za pravokutni trokut kojemu je omjer duljina kateta jednak zlathom broju, odnosno konstrukciju
opisanu u Zadatku 2:

https://www.geogebra.org/m/WnUgk86T

2) Primjer za zlatni romb kojemu je zadana duljina vece dijagonale, odnosno konstrukciju opisanu u Zadatku
4:

https://www.geogebra.org/m/X6eSRuMQ

3) Primjer za zlatni romb kojemu je zadana duljina manje dijagonale, odnosno konstrukciju opisanu u
Zadatku 5:

https://www.geogebra.org/m/tgAUNwWM6

4) Primjer za zlatni romb kojemu je zadana duljina stranice, odnosno konstrukciju opisanu u Zadatku 7:
https://www.geogebra.org/m/rsksFeGv 3

U istom primjeru pokazana je i konstrukcija zlathoga romba kojemu je duljina stranice \/5 jedini¢nih duzina,

odnosno konstrukcija opisana u Zadatku 6.

7 Zakljucak

U ovom smo c¢lanku izlozili jos jednu od mnogobrojnih primjena zlatnoga reza u geometriji. Definirali smo
pojam zlatnoga romba, naveli njegova osnovna svojstva i detaljno opisali mogucée nacine njegova
konstruiranja. Pritom treba posebno istaknuti da su sve opisane konstrukcije izvodljive samo ravnalom i
Sestarom, a za dokazivanje njihove valjanosti posve je dovoljno poznavanje elementarne (srednjoskolske)
geometrije.

I ovim radom nastojali smo dati svoj doprinos nastojanjima da se potpuno neopravdano zanemarene
geometrijske teme uvrste u nastavne programe matematickih predmeta na tehnickim stru¢nim studijima koji
se izvode na nasim veleudiliStima i samostalnim visokim Skolama. Uvjereni smo da bi takve teme vrlo
pozitivho utjecale na zanimljivost tih predmeta, a samim time i na popularizaciju matematike, odnosno
nastavak "razbijanja" tradicionalnih stereotipa o matematici kao "bauku".
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