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Sazetak

U ovom radu pomocu dualnih vremena zaustavljanja dokazana je Wiener-
Hopfova faktorizacija slucajne Setnje na R te je primijenjena u dokazu

Baxterovih jednakosti.

Uvod

Osnovni matematicki objekt koji ¢emo proucavati je slu¢ajna Setnja na R. Neka je
{X,:n > 1} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli definiranih na

vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P). Tada za slucajni proces {S,:n > 0} definiran sa:

Sy=0, §,=X;+...+X, n=>1,

kazemo da je slucajna setnja na R. Neka je:

N, = inf {n>1:5, > 0}, uz dogovor inf & = co.

N, je prvi trenutak u kojem je vrijednost sluCajne Setnje strogo pozitivna, a S je
1

vrijednost slucajne Setnje u trenutku N,. Ako stavimo N, = 0 tada N, mozemo

promatrati kao prvo vrijeme u kojem je prirast slu¢ajne Setnje strogo pozitivan od

trenutka N, tj:

N, = inf{n>NO:Sn—SN0=XN0+1+XN0+2+... +X, > 0}.

Kao interesantno pitanje vezano za slucajnu Setnju namece se pitanje distribucije

slu¢ajnog vektora (N, - N, SN1 _SNO)' Nadalje, na izmjerivom prostoru:

QN (N, < o}, FN{N, < w})

mozemo definirati:

N, = inf {n > N:§, > SNl}’ uz dogovor inf & = co.
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N, je prvi trenutak od trenutka N, u kojem je prirast slucajnoj Setnji strogo pozitivan,
a Sy, =Sy, je prirast slucajne Setnje od trenutka N, do trenutka N,. Ponovno kao

interesantno pitanje namece se poznavanje distribucije slu¢ajnog vektora
(N2_N1’SN2_SN1)' Potpuno analogno na izmjerivom prostoru:

@N (NN < o)), F0 (NN, <o)

mozemo definirati N, = inf {n > N,_,:S, > Sy,_,}» uz dogovor inf & =0, k= 1.

N, je prvo vrijeme od trenutka N, _, u kojem je prirast slu¢ajnoj Setnji strogo
pozitivan, a Sy - Sy  je prirast slucajne Setnje od trenutka N, _, do trenutka N,.
Zanima nas distribucija slucajnog vektora (Ny=Ny_1, Sy, ~Sy,_)- Pokazat ¢emo da za

n € N na vjerojatnosnom prostoru:

@N (N (N, <o}). FN (N (N <oo}), P(- [{ N (N, <))

vrijedi:
D
N =N Sy, =Sy, _ ) =N, Sy, k=n

pa pitanje distribucije sluc¢ajnog vektora (Nl,SNl) postaje jedno od najvaznijih pitanja

vezanih za slucajnu Setnju. Glavni rezultat koji vodi ka odredivanju distribucije
slucajnog vektora Ny, Sy) je Baxterov teorem u Cijem dokazu klju¢nu ulogu igra

Wiener-Hopfova faktorizacija.

1 Konvolucija

Definicija 1. Neka su u i vo-konacne mjere na (R, B). Tada definiramo konvoluciju
mjera u i v na sljededi nacin:

(5 VIA)= [,y cpd x VX Y), A €B (1)

Bududi da su mjere s-konacne, iz definicije konvolucije primjenom Fubinijevog
teorema odmabh slijedi:

(1 * VA) = [puA = y)dvy), A € B. (2)

Iz (2) koristeci Beppo-Levijev teorem i s-aditivhost mjere u pokaze se da je
konvolucija x * v mjera na (R, B). Takoder, g-konacnost, odnosno konacnost mjera x i v
povlaci s-konacnost, odnosno konacnost mjere u * v.

Definirajmo funkciju A: B — R na sljedeéi nacin:
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1 ,0e€A
A(A)::{O bea AEB (3)

Sa (3) definirana je mjera na B. Za kona¢nu mjeru y na izmjerivom prostoru (R, B)
definiramo Fourierovu transformaciju od y kao kompleksnu funkciju realne varijable:

)}(O::J‘Reicxd)((x), {eR. (4)

Teorem 2. Neka su u, v i lo-konacne te y i w konacne mjere na (R, B). Neka je f
Borelova funkcija. Tada vrijedi:

(1) 4 *u=pu

(2 u*v=vx*u

(3) (u+v) *h=p*d+pu=l
(4) (w*v) #A=u=*(v=i)

(5)x*w=yy

Definicija 3. Neka su u,, 1, v, v, konacne mjere na (R, B). Stavimo, o = u; - v, i
B = 1, — v,. Definiramo konvoluciju realnih mjera o i p na sljedeci nacin:

a*B =g = vy * (g = Vo) iS g Fpy =y KV =V KUy + V) Ay (5)

Konacnost mjera u definiciji je bitna jer izraz « — « nije definiran.

Za a = u—v, gdje su u i v konaéne mjere na (R, B), definiramo:

.[Rfd"“:.[Rfd/‘ _JRde’ (6)

gdje je f Borelova funkcija integrabilna u odnosu na x i v. Iz (4) i (6) slijedi:

aO) = -0, (R (7)

Lebesgueovom indukcijom pokaZze se da je integral u odnosu na zbroj mjera jednak
zbroju integrala, tj.:

[ +v) = [yt + [, (8)

u smislu da ako jedan od integrala postoji, tada postoji i drugi te su jednaki.

Teorem 4. Neka su u, uy, 13 v), v, vz konacne mjere na (R, B). Definiramo a = u; - v,,
B =u,—vytey=pu;—v; Tada vrijedi:
a

(1)axf=fra

(2 (a+p)ry=ary+ax*y

(3 (a*p)ry=ax(f*y)

A

() a+f = if
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Ako je funkcija F:R — R monotono rastuca te neprekidna zdesna tada postoji
jedinstvena Lebesgue-Stieltjesova mjera p, na B takva da vrijedi:

up((a,b]) = F(b) — F(a), a,b €R, ac<b. (9)

Relacija (9) opravdava izraze oblika: F generira mjeru u. Integriranje na prostoru
mjere (R, B, uy) integrabilne Borelove funkcije f ¢esto oznacujemo IRde, a oznaku
interpretiramo na sljededi nacin:

[fdF = [ ofdu. (10)

Neka je funkcija F:R — R ograni¢ena, rastuca i neprekidna zdesna. Tada definiramo:

FQO=pp0, (eR (11)

Definicija 5. Neka su funkcije F, G:R — R ogranicene, rastuce i neprekidne zdesna.
Tada definiramo konvoluciju od F i G, u oznaci F » G, na sljedeli nacin:

(F * G)(x):= (up * (= 0, x]) = [gF(x = y)dG(y), x €R, (12)

gdje je mjera uy inducirana sa F te mjera ug; inducirana sa G u smislu relacije (9).

Pokaze se da je funkcija F » G nenegativna, ograni¢ena, rastuéa i neprekidna zdesna
te stoga generira mjeru ur, ;, a@ zbog relacije (12) slijedi up, ; = up * 1. Takoder, zbog

relacije (12), svojstva konvolucije mjera iz teorema 2 preslikavaju se na svojstva
konvolucije rastudih i zdesna neprekidnih funkcija. Ulogu neutralnog elementa ima
funkcija koju generira mjera A, a to je funkcija Fy =1, . Funkciju F, oznaCavamo

sa d.

Definicija 6. Neka su funkcije F,, F, G, G,:R — R ogranicene, rastuce i neprekidne
zdesna. Definiramo:

(F)=G)) #(Fy=G,):=F; *F, —F; Gy~ G; F,+ G, * F,. (13)

Zbog relacije (13), svojstva konvolucije iz teorema 4 preslikavaju se na svojstva
operacije definirane sa (13). Neka su X i Y nezavisne sluc¢ajne varijable sa funkcijama
distribucije F i G. Iz Fubinijevog teorema i (10) slijedi:

Fx (0 =P{X+Y=1} =,[Ql (X+v<1} 9P =Ix+y§th(X,Y)(x’y)

= [RIR! (vayr) @Py@APy) = [ dPy)dP () (14)

= I OfooF(t -»dG(y) = (F = G)(r), t€R.

Dakle, konvolucija funkcija distribucije je funkcija distribucije zbroja dviju nezavisnih
slucajnih varijabli kojima su faktori konvolucije funkcije distribucije. Induktivno se ta
tvrdnja moze generalizirati.
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Korolar 7. Ako su X, ..., X, nezavisne sluCajne varijable s funkcijama distribucije
F, ..., F, tada je:

FX,+~-+X =F;p*-#xF, (15)

n

Neka je F funkcija distribucije. Zbog korolara 7 dobro je definirano potenciranje:

FO* =9, Frx =F(”_l)* «F, neN. (16)

Korolar 8. Ako su X,,..., X, nezavisne i jednako distribuirane sluajne varijable s
distribucijom F, tada je:

FX1+~--+Xn=Fn*' (17)

Propozicija 9. Neka je F funkcija distribucije. Za svaki n € N vrijedi:

AN

FO"=F"*(0), (€R. (18)

Dokaz. Neka su X,,...,X, nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable s
funkcijom distribucije F. Tada je:

FQ" = (Jge™dF ()" = B[],

Iz korolara 8 slijedi:

A

F”*(O - J‘ReiCXdF”*(x) — E[eiC(Xl+ . +Xn)] - E[el[Xl]H'

Neka je funkcija F:R — R rastuca i neprekidna zdesna te neka je u, pripadna
generirana mjera. Neka je ¢ > 0. Bududi da je Har = Gl Lebesgueovom indukcijom
pokaze se da za Borelovu funkciju f vrijedi:

[t g = a fdi (19)

u smislu da ako jedan od integrala u (19) postoji da tada postoji i drugi te da su
jednaki. Jednakost (19) pomocu (10) mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

[fd(qF) = q pfdF. (20)

Iz (20) slijedi:

qF=qﬁ. (21)
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Propozicija 10. Neka je F funkcija distribucije te q € (0, 1). Tada vrijedi:

(D q"F"*) + (5 - qF) = 6. (22)
n=0

Dokaz. Vrijedi:
Zq”F”* =6+ ZQ”F”*.
n=0 n=1

Za dokaz jednakosti (22) dovoljno je dokazati:

D q"F" = (D, q"F") * gF. (23)

n=1 n=0

Iz Beppo-Levijevog teorema, relacije (20) te (16) slijedi:

(D q"F™) * gFI@) = [g 2 ¢"F"* (@ = »d@F)y) = ., q"[gF"* (x = »d(gF)()
n=0 n=0 n=0

0

Z qn+1.|.RFn*(x_y)dF(y) — Z qn+1F(}’l+1) *(x)

n=0

o0
n=0
o0
= (). ¢"F")x), xeR.
=1

n

Neka je {u,:n > 1} niz mjera na (R, B). Definiramo:

wA) = Y u,A), AeB. (24)

n=1

MozZe se pokazati da je sa (24) zadana mjera na izmjerivom prostoru (R, B). Sljedeca
propozicija je generalizacija tvrdnje (8).

Propozicija 11. Neka je f Borelova funkcija. Tada vrijedi:

[ X i) = 2 [t (25)
n=1 n=1

u smislu, da ako jedan integral u (25) postoji da tada postoji i drugi te da su jednaki.

Neka je {F,:n > 1} niz rastucih funkcija koje su neprekidne zdesna. Neka je {g,:n > 1}
niz nenegativnih realnih brojeva. Za svaki n € N sa u;; oznacimo pripadnu generiranu

mjeru. Moze se pokazati da je funkcija Zfz 14 rastuca te neprekidna zdesna pa
stoga generira pripadnu mjeru Ks® g F: Takoder, moze se pokazati:
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Hyr g, = 2, (26)
n=1

Iz (20), (25) te (26) slijedi:

I gk = [afns_q,r, = [t 2 auur)
" " (27)

o0 o0
= Zlqn,[RfdﬂFn = Zlqn,[Rden'
n= n=

2 Vremena zaustavljanja

2.1 Niz iteracija
Definicija 12. Neka je (Q, 7) izmjerivi prostor. Familija F = {F,:n > 1}o - podalgebri

od Ftakvih da je 7, c F,,, za svaki n > 0 zove se filtracija.

Definicija 13. Neka je (Q, 7 izmjerivi prostor s filtracijom F. Za slu¢ajnu varijablu
a:Q — N U {o} kaZemo da je vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju F ako vrijedi:

o =n) € F, zasven > 1. (28)

n

Neka je {X,:n > 1} niz slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P). Neka je
a konacno vrijeme zaustavljanja (P{a < ©} = 1) obzirom na filtraciju
{F,=0(X,,....X,):n>1}. Bududi da je F, = (X,,...,X,)"'(B"), za svaki n € N postoji

B, € B" takav da vrijedi:

{a =n} ={(X;,....X,) € B,}. (29)

Definiramo: a(0) = 0, a(1) = a, f(1) = a(1). Neka je a(2) neka slucajna varijabla definirana
na izmjerivom prostoru (Q, ) sa svojstvom:

(@ =n) = {Kg(1y - Xp(yem) € Byl n= 1.

Definiramo: A(2):=4(1) + a(2). Za k> 1 i zadano p(k): neka je a(k + 1) neka slucajna
varijabla definirana na izmjerivom prostoru (Q, ) sa svojstvom:

{a(k+ 1) =n} = {(Xﬁ(k)+1’ . "’Xﬂ(k)+n) €B,}, nk=z=1. (30)

Definiramo: Bk + 1):=p(k) + a(k + 1). Slijedi: pk) = a(1) +... + a(k), k> 1, uz dogovor
B0) = 0.

Definicija 14. Niz sluCajnih varijabli {p(n): n > 0} zovemo niz iteracija generiran
vremenom zaustavljanja a.
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U uvodu smo na izmjerivom prostoru (@ N (N2 {N; <w}), FN (NN, < »}))
definirali:

N,= inf {n> N, _,:§,> SNk-1}’ k> 1, uz dogovor inf @ = o0iNy:=0,

gdje je:

N, =N:=inf {n>0:5,> 0}.

Bududi da je:

{(N=n}={X;<0,....X;+... +X, 120, X; +... +X,> 0}, (31)

slijedi da je N vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {F, = o(X|,...,X,),n € N} pa
postoji B, € B" takav da je:

{(N=n}={(X,...,X,)€B,}, neN (32)

1z (31) i (32) slijedi:

X;=0,.... X+ +X,_ 1 =0,X+... +X, >0} = {(X,...,X)) € B,} (33)

za svaki n € N. 1z (33) slijedi:

o0

(Ny=N,_;=n}={N,=N,_;+n} = U(N,_ | =N =n+1)
=0

0

= (Ne_1=0LX, 120, .. X+ + X, 120X+ +X;,,> 0}
1=0

0

= UV = L&y XL, €B,)
1=0

= {(XNk_1+1""’XNk_1+”) €B,}, neN

Vidimo da slucajna varijabla N, - N, _, zadovoljava jednakost (30) pa stoga slijedi da
je niz slucajnih varijabli {N,:k > 0} niz iteracija generiran vremenom zaustavljanja N.
Dakle, dokazali smo sljedec¢u lemu.

Lema 15. Niz slucajnih varijabli {N,:k > 0} je niz iteracija generiran vremenom
zaustavljanja N.

Sljededi teorem kaze da se niz nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli

pomocu konacnog vremena zaustavljanja razlaze na nezavisne i jednako distribuirane

slu¢ajne elemente. Dokaz teorema moze se pronadi u [1].
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Teorem 16. Neka je {X,:n > 1} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih

varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7 P). Neka je a konacno vrijeme
zaustavljanja obzirom na filtraciju {o(X,, ..., X,):n>1}, a{p(k):k >0} niz iteracija
generiran s a. Tada su slucajni elementi:

{(Bk) = Ptk = 1), Xpx_ gy pp- - Xpiy)) k= 1)

nezavisni i jednako distribuirani.

U slucaju da a nije gotovo sigurno konacno vrijeme zaustavljanja, tj. P{a = x} > 0, iz
teorema 16 slijedi da su:

{(ﬁ(k)_ﬁ(k_ 1)7X/5(k_1)+1,.-.,Xﬁ(k))ikfI’l}

nezavisni i jednako distribuirani slucajni elementi na vjerojatnosnom prostoru:

({B(n) < oo}, FN {B(n) < oo}, P(- [{B(n) < }))

Posljedice teorema 16 su znacajne, a iznosimo ih u sljedeca tri korolara Ciji dokazi se
mogu pronadi u [1].

Korolar 17. Slucajni 2-dimenzionalni vektori
{(ﬂ(k) _ﬂ(k - I): Sﬂ(k) - Sﬂ(k—]))k 2 ]}
su nezavisni i jednako distribuirani.

Korolar 18. Neka je ¢:R — R Borelova funkcija. Tada je:

B(k)

Y= Y, oX,): k=1)
Blk—1)+1

niz nezavisnih i jednako distriburianih slucajnih varijabli.

Korolar 19. Vrijede sljedece tvrdnje:[label={(\roman*)}]
(1) {B(k) - Btk — 1): k > 1} je niz nezavisnih i jednako distribuiranih sluéajnih varijabli.
(2) Spiky = Spk—1) = Xgk—1)+1+--- +Xg(x) k2 1] je niz nezavisnih i jednako
distribuiranih slucajnih varijabli (S, = 0).
(3) {p(k): k > 0} je proces obnavljanja.

2.2 Dualna vremena zaustavljanja

Neka je # = {X,:n > 1} sluCajan proces, gdje je {X,:n > 1} niz nezavisnih i jednako

distribuiranih slucajnih varijabli definiranih na vjerojatnosnom prostoru (R*, B*, P).
Ovdje su:



Wiener-Hopfova faktorizacija | math.e Vol 35

10 of 23

P(A)=P{H € A}, A e B”

X, (x,%,...)=x,, (X,%,...) ER",n€N.

Neka je a vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {F,:=o(X,,...,X,):n > 1}. Neka je
{B(n):n >0} pripadni niz iteracija. Definiramo:

M (@)= (fm)(@):n >0}, o €R" (34)

M, zovemo slucajni skup niza iteracija generiranog vremenom zaustavljanja «, a
M (w) nije nista drugo nego vrijednosti niza iteracija {f(n):n > 0} izraCunatih u w.
Definirajmo preslikavanja r,:R* — R za n € N na sljedeci nacin:

o0
P XX oo Xy Xy oo ) = (X Xy e s X Xy -2 )y (X5 Xg, ... ) € R™, (35)

Definicija 20. Neka su iy vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju {F,:n > 1}.
Za vrijeme zaustavljanja t kaZzemo da je dualno za n ako za svaki n € N vrijedi:

{o:n e M(w)} ={w:n<nyer(w) (36)

Neka je o fiksirana tocka. Tada je n vrijednost neke varijable niza iteracija
generiranog vremenom zaustavljanja r izracunate u tocki o ako i samo ako gledajudi
prvih n trenutaka promatranog procesa unatrag (obzirom na toc¢ku ») ne opazamo
fenomen kojeg prati vrijeme zaustavljanja .

Buducdi da je definicija dualnosti komplicirana, od izuzetne je vaznosti naéi neku
jednostavniju karakterizaciju. U tu svrhu za fiksni n € N definiramo:

L(z,n)(w):= max {i <n:i € M (w)}. (37)

Iz korolara 19 slijedi da je niz iteracija proces obnavljanja pa L(z, n) moZzemo
promatrati kao vrijeme pocetka zadnjeg obnavljanja do trenutka » koje nije zavrsilo.

Sljededi teorem daje jednostavniju karakterizaciju dualnosti i klju¢an je za daljnja
razmatranja. Dokaz teorema moguce je pronadi u [2].

Teorem 21. Neka su tin vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju { 7, :n > 1).
Tada je  dualno za n ako i samo ako vrijedi:

n—-Ltn)=Lnn) er, YnéeN (38)

Prva znacajna i pomalo neocCekivana posljedica teorema 21 kaze da je definicija
dualnosti simetri¢na.

Korolar 22. Ako je r dualno vrijeme zaustavljanja za n tada je i n dualno vrijeme
zaustavljanja za t.

Dokaz. 1z teorema 21ir -1=r, n €N, slijedi:
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rjedualnozan <= n-L(t,n)=L(n,n)er, neN
= n-L,n)er,=Lnn, neN
= n-L@n,n) =Ltn)°r, neN

< 7 je dualno za 7.

Iz nezavisnost i jednake distribuiranosti varijabli {X,:n > 1} slijedi:

D
H:rnOH, n € N. (39)

Iz relacije (39) dobivamo:

P=Porn_1,neN. (40)

Direktna posljedica teorema 21 i jednakosti (40) je sljededi korolar.

Korolar 23. Neka su 7 i n dualna vremena zaustavljanja. Za svaki n € N vrijedi:

D
L(n,n) = n - L(t, n). (41)

Lema 24. Neka su tin dualna vremena zaustavljanja. Za svaki n € N vrijedi:

L(t,n) D n
Z X; = z X; (42)
i=1 i=L(n,n)+1
Dokaz. Neka je n € N fiksan. Iz relacije (40) i teorema 21 slijedi:

L(z,n) g L(z,n) L(z.n)er, n—L(n,n)
ZXiz(ZXi)°rn= Z Xjor,= Z X;or, (43)
i=1 i=1 i=1 i=1

Buduéidazai=1,...,nvrijedi X;°r,=X,_,,,, iz (43) slijedi:
n—L(n,n) n—L(n,n) n
Z Xi °or, = Z Xn—i+1 = Z Xi' (44)
i=1 i=1 i=L(n,n)+1

Iz (43) i (44) slijedi tvrdnja leme.
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Propozicija 25. Neka su i n dualna vremena zaustavljanja. Tada za u € (0, 1)

vrijedi:
Z u"P{t > n} = Z E[u]",
n=0 n=0
odnosno:
1 - E[u"] 1
1-u 1 - E[u"]
Dokaz.

Iz relacije (40) slijedi:

D u'Ple> ny= ) u"Plr) (t7 (o))} = Y u"Pzer, > n}
n=0 n=0 n=0

Iz (36) te korolara 22 slijedi:

0 o0

Z u'P{ror,>n}= Zu"P{n €M,}
n=0 n=0

Buducdi da je u € (0, 1), za proizvoljno vrijeme zaustavljanja « vrijedi:

0

Bl = Y u'Plx = n) +u*Plk =) = ) u"Plx = n}.
n=0 n=0

Definirajmo funkcije f, na N, na sljedeci nacin:

f(o:=u"P{n, =n}, kn €N,

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

gdje je {,:k € Ny} proces iteracija generiran vremenom zaustavljanja . Neka je v

broje¢a mjera na (N, P(N,)). Koristeci Beppo-Levijev teorem, definicijsko svojstvo niza
iteracija primijenjeno na {z,:n >0}, korolar 19 (da su a,:=4, - #,_;, n > 1, nezavisne i

jednako distribuirane) te relaciju (49) raspisimo (48):

0 0 0

Zu"P{r °or,>n} = Z u"P{n € Mn} = Z u”P(U {n,=n})

n=0 n=0 k=0

n=0
= 2w Y Plng=n) = 2 [\ fudv
n=0 k=0 n=0

S IONTEDIPWAC
n=0

k=0n=0

— z E[u'¥] = z E[ual+ - +ak] — z E[u”]k.
k=0 k=0 k=0

(50)
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Iz (17) i (20) slijedi tvrdnja (45). Bududi da je u € (0, 1) slijedi 1 — 4" > 0. Dakle, vrijedi
E[u"] € (0, 1). Slijedi:

Z B = ———— (51)
1 -Eu"’

Stavimo: p, = P{r = k}, k € N,. Definirajmo nove funkcije f, na N, na sljedeci nacin:

u'p, ,k<n
k):= k € Ni,.
k) 0 ks 0

Tada iz Beppo-Levijevog teorema i (49) slijedi:

Zu”P{r>n} ZM —ZZupk Zu —ZINOde

n=0k=0
-Zu -Ix, Zfdv—Zu —Z(Zf)(k)
- o k=0 n=0 (52)
=D u"- ZZupk—Zu —Zukau
n=0 k=0n=k
— 1 k L_L _ T
= -u‘(ZO””k)l-u‘l-u“ Elu’).

Iz (45), (51) i (52) slijedi (46).
I J

3 Slucajna setnja

Neka je {X,:n > 1} nezavisan i jednako distribuiran niz slucajnih varijabli. Prisjetimo se
dajesas,=0,S,=X,+... +X,, n € N, definiran slucajni proces kojeg zovemo
slucajna Setnja. Slucajne varijable {X,:n > 1} nazivamo koracima slucajne Setnje.
Funkciju distribucije slucajne varijable X, zovemo distribucijom koraka.

Definicija 26. Neka je (X, :n > 1} nezavisan i jednako distribuiran niz slucajnih
varijabli. Definiramo:

N:= inf{n>1:5, > 0]

o (53)
N:=inf{n=1:§5,<0).

N zovemo prvo striktno uzlazno vrijeme, a N prvo silazno vrijeme sluéajne Setnje
{S,:n =0}

Sa (53) definirana su vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju
{(F,=0X,....X,):in=1}.



Wiener-Hopfova faktorizacija | math.e

14 of 23

Slicno kao Sto smo u lemi 15 pokazali da je niz slucajnih varijabli {N,:k > 0} niz
iteracija generiran vremenom zaustavljanja N, moze se pokazati i analogna tvrdnja za
vrijeme zaustavljanja N.

Lema 15 i korolar 17 opravdavaju sljedec¢u tvrdnju iz uvoda:

Teorem 27. Na vjerojatnosnom prostoru:
(QN (NI IN; < o}), FO(NY_IN; < o}), P(-[{NI_,IN; < 0} ))

vrijedi:

D
(Ny=Ny_p SNk_SNk—j) = (N, SN1)’ k<n, ne€eN. (54)

Lema 28. N je dualno vrijeme zaustavljanja za N.
Dokaz.
Neka je n fiksan prirodni broj te v, € {w:n € M\(w)}, slijedi:

n € Mylwg) <= Ik €N, n=N o,

= Sn(w())>sj(w0), j=0,1,...,n-1
Sy_j(rywg) >0, j=0,1,....n-1
Sj(rnw())>07 j=12,...,n

n<No r,(wg)

[

wy € {w:n < No r ()}

4 Wiener-Hopfova faktorizacija

Neka je (R%, B°°,P') vjerojastnosni prostor na kojemu je niz koordinatnih slucajnih
varijabli (X :n>1} nezavisan i jednako distribuiran. Neka je (Q ",]-'”,P") vjerojatnosni

prostor induciran geometrijskom slu¢ajnom varijablom T s parametrom p € (0, 1) tako
da vrijedi : P{T > n} = 4", g = 1 — p. Definiramo:

QF P)=Q xQ",F xF ,P xP),
X (w)=X, (0,0 ):=Xn(co ), @ €Q,n€N,

Tw)=Tw,0 )=T (@), ©eQ.

Sljedecéa lema je tehnickog karaktera, a njen dokaz moze se pronaci u [1].
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Lema 29. Neka su Y, ..., Y, nezavisne, jednako distribuirane, nenegativne

cjelobrojne slucajne varijable nezavisne s geometrijskom slu¢ajnom varijablom Y.
Tada vrijedi:

PY>Y,+... +Y ) =PY>Y,)" (55)

Sljedecéa lema je svojevrsno poopcéenje leme 24.

Lema 30. Neka su tin dualna vremena zaustavljanja. Vrijedi:

T pL(n.T)
X, = Y X, (56)
i=L(t,T)+1 i=1
Dokaz. 1z korolara 24 slijedi:
L(n,n) D n
Y X;= > X, neN, (57)
i=1 i=L(z,n)+1

Bududi da su slucajne varijable L(z, n) i L(n, n)F,-izmjerive za n € N slijedi da su
nezavisne sa slu¢ajnom varijablom 7. Iz (57) slijedi:

T © n n
Py Y X;<xy=2 Y P{Y, X;<x,T=n1Lxn) =k

i=L(z7,T)+1 n=0k=0 i=k+1

=Y > P{D, X,<xL@n) =kP{T=n}

n=0k=0 i=k+1

8

n

=) Py X; < x}P{T = n)
n=0 i=L(r,n)+1
© L(n,n)
=Y P{ ), X;<x}P{T=n}
n=0 i=1
L(n,n) L(n,T)

M s

P{ Y X;<x,T=n}=P{ ). X,<x}, x€R

n=0 i=1 i=1

Za vrijeme zaustavljanja y definiramo:

Hy’q(x):zP{Sy <x,y<T}, x€eR. (58)

Sljedeca lema nam je potrebna kako bi dokazali lemu 32, a njen dokaz moze se
pronaci u [1].

Lema 31. Neka je {y(i):i > 0} proces iteracija generiran vremenom zaustavljanja y.
Zax; €R,i=1...k k €N vrijedi:

k k
POOVS, i) = Syiop) <xibh ok <T) = []H, (x).
=1 i=1

i=

15 0f 23
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Lema 32. Neka je y vrijeme zaustavijanja. Vrijedi:

L(y,T) o
P ), X;<x)= D H) ()1 -Ply<T)) x€R (59)
i=1 k=0

Dokaz. 1z leme 31 koristeéi korolar 19 i lemu 30 dobivamo:

k k
H,6 (x;)
PN (S, ) =S,ion) s <D= [[ 77— keN (60)
T T = no=40=1 Py <TY ’
1= 1= -
Iz korolara 19 slijedi da su slucajne varijable S, ;) =S,;_y), i =1,....k nezavisne i

jednako distribuirane na vjerojatnosnom prostoru:

() < TV, FO{yt) < T), P{- [y(k) <T}), keN.

Dakle, iz (60) slijedi da je distribucija slu¢ajne varijable Sy = Syi=1y dana sa:

Hy’q(x)
P{y<T})’

G(x) = x € R. (61)

Bududi da je Sy = Zf.‘zl(sy(i) =S, i-1))r iz relacija (17) i (61) slijedi:

L(y,T) 0 y(k)
PL Y X,<x}= Y P{Y. X, <x.yk) <T<pk+1))
i=1 k=0 i=1

o0

= kZ_:O(P{Sy(k) <x k) ST} = P{S, ) Sxpk+ D) <T})

8

(H) " () - H}" P{y<T})
0

~
1l

I
M s

Hy" (1 =Py < T)).

b
I

0

Dokaz sljedecée leme moze se pronadi u [1].

Lema 33. Neka je y vrijeme zaustavljanja. Tada su sluCajne varijable:

L(y,T) T
2 X XX
i=1 i=L(y,T)+1

nezavisne.

Lema 33 posljednji je rezultat koji nam je potreban kako bi dokazali Wiener-Hopfovu

faktorizaciju te ujedno i prvi korak u dokazu. Budu¢i da smo dokazali sve potrebne
rezultate, dokaz Wiener-Hopfove faktorizacije i¢i ¢e poprilicno glatko.

Vol 35
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Teorem 34. [Wiener-Hopf] Neka su t i n dualna vremena zaustavljanja. Funkciju

koraka slucajne setnje F moZemo faktorizirati na sljedeci nacin:

6-qF =(0-H, ) *©O~-H, ).

Dokaz.
Vrijedi:
L(z,T) T
Y X+ Y X,
i=1 i=L(7,T)+1
Iz (63), koriste¢i lemu 33 i relaciju (14) dobivamo:
FS - FZL(T T)X * le L(z, T)+1X1

Iz (64) koriste¢i lemu 30 dobivamo:

FS = FZL(T Dy, * FZ_L_ulz,T)X,
Iz (65) primjenjujuéi lemu 32 dobivamo:

= (XH! (1-Plz<Th) » (LH)" (1-Ply<T)).
n=0 n=0

Uvedimo oznake:

C(x):=P{S <x|t<T}, x€R, ¢q=P{t<T}=1-p,
Cq(x):=P{S,7§x|i7§T}, x€R, ¢, =P{n<T}=1-p,

Iz Cinjenice da vrijedi:

a.C=H, o 4,Cp=Hy

iz (14) slijedi:

L HI(I-Pr<T) = Zprq cr,

n=0 n=0

o0 o0

2 H P{n<T})—Zp,7q"
n=0

1z (66) i (67) slijedi:

Fs. —-(EZIGQHCH (§:pnq”C”*
n=0

S druge strane, iz korolara 8 i nezavisnosti slu¢ajne varijable T sa slu¢ajnom Setnjom

slijedi:

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

Vol 35
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Fg () = P{Sp<x} = ZPS <x,T=n)

oo (69)
= Z P{S,<x}P{T=n} = ) pq"F"*(x), x€R.
n=0 n=0
Iz (68) i (69) slijedi:
2 pa"F" = Y pglCl ZP:ﬂ"CW (70)
n= n=0

Izraz (70) konvoluiramo sa ¢ — gF. 1z asocijativnosti konvolucije i propozicije 10
slijedi:

po= D pdiCl D p,diCh % (6= qb). (71)
n=0

n=0

Izraz (71) konvoluiramo redom sa 6 - ¢,C, i d - 4,C,- 1z komutativnosti i asocijativnosti
konvolucije te propozicije 10 slijedi:

p(0-q,C) *(0-q,C,) =pp, 6 —qF). (72)

Bududi da su 7 i T nezavisne slucajne varijable, a ¢ € (0, 1), slijedi:

0

P(t<T)= ZP{r—n n<T}= ) Plt=n}P{n<T)

n=0 n=0

= Y Plr=n}q" = ), P{t = n}q" + ¢°P{r = }
n=0 n=0

= E[q°].

Ista tvrdnja vrijedi i za 5. 1z (73) i propozicije 25 slijedi:

ppy,=0-Plr<TH( -P{n<T})) =1 -Elg'DI -E[g"]) =1-q=p. (74)

1z (72) i (74) slijedi tvrdnja teorema.

5 Baxterove jednakosti

U ovom poglavlju primjenom Wiener-Hopfove faktorizacije na dualna vremena

zaustavljanja N i N dokazujemo Baxterove jednakosti. Prije nego li iskazemo Baxterov
teorem potrebno je dokazati nekoliko lema. Oznacdimo:

Hq(x):=P{SN§x,N§ T}, x €R,

H,(x)=P{Sy<x,N<T}, xe€R

Iz nezavisnosti sluCajne varijable T sa sluajnim varijablama {X,:n > 1} slijedi:
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0
H,(x)=P{Sy<x,N<T} =) P{S,<xn<T,N=n}

=
—

M s

P{S,<x,N= n}q", x €R.
1

n

Iz (75) primjenom relacije (27) slijedi:
0.yt )= [ (g o)X "PLS, < - N = n))0)
n=1
(76)

o0
= qn.[(o w)eideP{Sn < -,N=n}x), (€R
n=1

Lebesgueovom indukcijom pokaZe se da za Borelovu funkciju fi proizvoljan n € N
vrijedi:

[ i) 50,00 fOOF (3 5 0230 = [ () fOAPLS, < - N = n}(@), (77)

u smislu da ako jedan od integral u (77) postoji da tada postoji i drugi i da su
jednaki. Koristeci (77) i teorem o dominiranoj konvergenciji kao i ¢injenicu da je na
skupu {N =n}, S, >0, n € N, slijedi:

o0 o0

E[quiCSN] = E[Z qneiCSHI {N:n}] = z an[eiCS,,l {N:n}]

n=1 n=1

iMs ilMs il s

CI"IQeiCS”l {N=n}dP
1
(78)

lqnj{n}x(o,w)elcxdF(N,sN)(yvx)

0"f (.0 eTdP(S, < - N=n)(®. CER.
1

Iz (76) i (78) slijedi:
E[¢NeSN] = J (0.0)¢ dH ). (€R,

- o (79)
E[qNeN] = j (—.0]€ " dH (), (€R.

Druga jednakost u (79) pokazuje se analogno kao prva.

Lema 35. Vrijjedi:

H,(0) = E[¢"eN], (€R,
_ _— (80)
H(0) = E[q"e"¥], (eR

Vol 35
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Dokaz. Bududi da je Hx)=0zax<0 iz relacije (9) slijedi da je mjera generirana sa
H, koncentrirana na (0, ») pa je I(_w,o]eiCXqu(x) = 0. Iz relacije (79) slijedi:

A

Hy(O = [xedH ) = [ g,y ¢ Va0 = Elg"e. - L€ R

Druga jednakost u (79) pokaze se analogno koristeci ¢injenicu da je mjera generirana

Sa Hq koncentrirana na (- o, 0]. | )

Lema 36. Neka je G funkcija distribucije te neka je q € (0, 1),p = 1 — q. Vrijedi:

107— (e’ — 1)d( G”*)(x) lER (81)
1-46(0) j Z

Dokaz. Buduéi daje |G| <1, €R, te |¢| <1 slijedi |G()g| < 1. Razvojem u
Taylorov red dobivamo:

log—"—— = log(1 - ¢) - log(1 - 4G(©))
1 -G

(82)

——Z—+Z G(o

Bududi da iz korolara 8 slijedi da je G"* funkcija distribucije za n € N, iz propozicije 9 i
relacije (27) slijedi:

0 0

q > q q * lx n*

(83)
= [l - l)d(z %G”*)(x).
n=1

Iz (82) i (83) slijedi tvrdnja leme. L

Baxterove jednakosti izrazavaju E[¢"e™S~] u terminima funkcija distribucije F"*, n € N,
te predstavljaju znacajan korak pri odredivanju distribucije slucajnog vektora (v, S,).

Teorem 37. [Baxter] Za 0 < q < 1, { € R vrijedi:
© n
1= E[q"e™N] = expf - q;f (0,00) € “dF" " (x)),
=1
" (84)
- n
1 - E[qNe™N] = expf - ). q;j( )€ AP (%)},
n=1

Dokaz.

Uvedimo oznake:

20 of 23
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Hq(x):=P{SN§x,N§ TY,q,=P{N<T},p,=1-q,,
Hx)=P{Sy<x,N<T},q_=PN<T),p_=1-q_,
C,(x)=P{Sy<x|N<T} = Hq(x)/q+,

C_(0):=P{Sy<x|N<T}= I:Iq(x)/q_.
Buduéi da iz leme 28 slijedi da su N i N dualna vremena zaustavljanja, iz teorema 34
slijedi:

§-qF=@-Hp)*@-H,. (85)

Takoder, bududi da je 0 < ¢,q,,q_ <1, analogno kao (74) pokaze se:

P=p.D_ (86)

Iz relacija (7), (21) i (85), teorema 4 te definicije 1.6 slijedi:

1-gFQ)=(1-q,C,0N1-q_C_). (eR (87)

Bududi da su F, C ., C_ funkcije distribucije i 0 < ¢.¢,.q
slijedi:

<1, iz relacija (87) i (86)

)4 Py p_
l—qﬁ(@ - (1 _q+é‘+(o )(1 —61_6_(0)’ ¢ER (88)

Logaritmiranjem relacije (88) i primjenom leme 36 slijedi:

[ - 1)d<Z F”*)( ) =

0 n 0 n

. q _ q"
= e - vy, 7+c"+*)(x) + Jpe® = DY, — " (89)
n=1 n=1

0 n o0 n

1 1 * T oonx*
= [p(e - 1)d(r§17+c’jr +nz::17c_ )x), CeR.

Iz korolara 8, relacija (26) i (86) slijedi:

q" g
pye Lpne®)= Y g ®)= Y,
n=1

n=1

—log(l —¢g) = —log(p) = —log(p ,p_)

—log(p,) —log(p_) = —log(l —¢q,)—log(l-¢q_)

® 4" (90)

Z Z — = Z —ﬂcn*(R)+ 2 —ner®)

n=1 n=1

- (Z — e + Z —pncr)(R).
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Bududi da je yzm_lf/_”Fn*(R) = —log(l - g) < 0, iz relacija (89) i (90) slijedi:

n n

ilx - q" n* ilx . T+ n* c - n*
jReCd(EI;F )(x):jReCd(n§17C+ +n§17c_ o, CeR. (91)

Iz (91) i teorema jedinstvenosti karakteristi¢nih funkcija slijedi:
i"—ﬂ* = i—c"qu—‘c"* (92)
n n *+ —n '

Bududi da je C,(x) =0 za x <0, iz relacije (9) slijedi da je mjera generirana s
funkcijom distribucije C, koncentrirana na (0, ). Stoga iz korolara 8 slijedi da je i
mjera generirana funkcijom distribucije C’i* (n > 2) koncentrirana na (0, ) pa je i

n
94
mjera generirana sa ¥*  —C"* koncentrirana na (0, «). Sli¢no se pokaze da je mjera
n=1n "+
n

q_
generirana sa zf=17c"_* koncentrirana na (-, 0]. Iz relacija (26) i (92) slijedi:

n

] “q,
wye Lo (0.9) =pgr T (0.0) = 2 - “uen ((0,)
n=1
o (93)
+
= Z — = —log(l-q,)= —logp,.
n=1 n
Iz leme 36 i relacije (93) slijedi:
logp—+ _j (e — l)d(i _ch*)(x)
- - 0,00
1-¢q,C.00 o
. * qn
= J.(o,w)(elcx— l)d(z ;F"*)(X)
} n=1 (94)
. qn .\
= J.(O’Oo)el(xd(z ;Fn*)(_x) —quao lq_Fy,* ((07 oo))
n=1 n=lin
. - q"
= [ (0. d(Y, —F"*)x) + logp,. (€R.
' n:ln
Iz (94) slijedi:
A . * qn
—log(1-¢,C.(O) = I(o,oo#—’l’(xd(Zl;F"*)(X), eR. (95)
n=

Bududi da iz relacije (21) slijedi ﬁq(o = q+6+((), { € R, aiz leme 35 slijedi
ﬁlq(o = E[¢Ne’SN], ¢ € R, primjenom eksponencijalne funkcije na relaciju (95) te
koristeci relaciju (27) dobivamo:
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o0
) q" ) .
1= Elg"e ) = expl = 3 )¢ dF (). CER.
n=1

Druga jednakost dobiva se sli¢no kao prva polazedi od relacije (92).
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