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Dugoroéna zavisnost

Danijel Grahovac; Lucijana Grgi¢

Sazetak

U analizi vremenskih nizova jedan od osnovnih ciljeva je pojave koje
opazamo u vremenu opisati slucajnim procesima. Neke pojave po-
kazuju karakteristi¢no jaku zavisnost tako da je ¢ak i daleka proslost
znacajno povezana s buduénosti. U ovom radu bit ¢e opisani neki mo-
deli dugoro¢ne zavisnosti i njihova svojstva te metode uocavanja du-
goroc¢ne zavisnosti u podacima. Primjena je ilustrirana na podacima o
vodostaju rijeke Nil.

Kljuéne rijeci: dugorocna zavisnost, stacionarni slucajni procesi,
autokorelacijska funkcija

Long-range dependence

Abstract

In time series analysis one of the main goals is to model time depen-
dent phenomena with stochastic processes. Some phenomena exhibit
strong dependence so that even the distant past is significantly related
to the future. In this paper we will describe some models of long-
range dependence, their properties and methods for detecting long-
range dependence in data. The application is illustrated on the yearly
water levels of Nile river.
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1 Uvod

Jedna od vaZnijih primjena statistike je modeliranje prirodnih pojava i pro-
cesa u raznim podrudjima poput hidrologije, geografije, ekonomije, klima-
tologije i agronomije. Kako se u tim podrugjima radi o procesima koji se ne
mogu kontrolirati i koje pokrec¢u komplicirani fizicki mehanizmi i zakoni,
za ocekivati je da medu promatranjima u razlicitim vremenskim trenut-
cima postoji zavisnost. Odgovarajuéi stohasticki modeli za takve pojave
obi¢no se biraju iz odredene klase slucajnih procesa. Pri tome struktura
zavisnosti modela treba Sto vjernije replicirati zavisnost opaZenu na poda-
cima.

Istrazivanja u podrudju primijenjene statistike pokazala su kako zavis-
nost medu promatranjima, osim $to se pojavljuje, moZze trajati duZzi period,
odnosno proslost u nekim procesima moze imati dugorocan utjecaj na bu-
duénost. Takve spoznaje izazivale su dosta prijepora u svoje vrijeme. Na-
ime, do sredine 50-ih godina proslog stoljec¢a prevladavali su modeli teme-
ljeni na slucajnim procesima s tzv. Markovljevim svojstvom prema kojem je
za ponaSanje procesa u neposrednoj buduénosti dovoljno poznavati samo
sadasnje stanje, a ne cijelu proslost i sadasnjost.

Zaceci ideje o procesima sa svojstvom dugorocnog paméenja pomalo neo-
¢ekivano potekli su iz hidrologije i rada hidrologa Harolda Edwina Hursta

[6]. Naime, zbog povecanih potreba za vodom, jedan od vaznih problema

H”rOIflggg’ijgggfj u hidrologiji je izgradnja akumulacija pregradivanjem rije¢nog toka bra-
britanski hidrolog  Nama kako bi se osigurala dostupnost vode. Pri tome visina brane diktira
kapacitet akumulacije. Kapacitet akumulacije za vremensko razdoblje iz-

medu trenutaka ¢ i t + k treba optimalno izabrati tako da izljev iz akumu-

lacije bude jednolik, da u vremenskom trenutku t + k akumulacija bude

jednako puna kao 5to je bila u vremenskom trenutku f i da akumulacija ni

u jednom trenutku ne bude prepunjena. Hurst je definirao tzv. prilagodeni

raspon kao mjeru optimalne visine brane na sljedeci na¢in. Ako je X; priljev

u vremenskom trenutkuiiY; = Z?zl X; cjelokupan priljev do vremenskog
trenutka j, tada je prilagodeni raspon
i i

R(t k) = max | Yiei = Yi — 3 (Yeuk — Yt)} — in {Ym‘ Y= (Y = Y1) |-

U svrhu istraZivanja svojstava koja su neovisna o skali, R(t, k) se standar-
dizira s

1 t+k

Stk = |1 L (Xi -T2,
i=t+1
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gdjeje X; i = + Zfifﬂ X;. Omjer

R(,k)
S(t k)

R/S(t,k) = 1)
se naziva reskalirani prilagodeni raspon ili R/ S statistika (vidi [1} str. 33]) te
predstavlja mjeru optimalne visine brane za period od k godina. Jasno je
da ¢e za odredivanje optimalne visine biti klju¢ne vrijednosti priljeva X;,
i=t,...,t+k. Kako se visina odreduje za buduce priljeve (vodostaje) koji
sunepoznati u trenutku izgradnje brane, prirodno je priljeve X; promatrati
kao slu¢ajne varijable, odnosno niz (X;) kao slu¢ajan proces. Optimalna vi-
sina brane znacajno ¢e ovisiti o svojstvima procesa koji modelira vodostaje.

Hurst je u svom radu [6] promatrao kako se R/S(t, k) statistika ponasa
za 690 razli¢itih vremenskih nizova vodostaja te doSao do zakljucka kako
je proporcionalna k" uz neku konstantu H. Iznenadujuée otkri¢e za Hur-
sta je bilo $to je u mnogim primjerima konstanta H znacajno veca od 0.5.
Naime, ako bi vodostaji bile nezavisne normalno distribuirane slu¢ajne va-
rijable, tada bi H morao biti priblizno 0.5. Cinjenica da R/S(t, k) statistika
u mnogim primjerima raste brze od k%> s povecanjem k postala je poznata
kao Hurstov fenomen. Fenomen ima izravne posljedice na dizajniranje brana
s obzirom da za duZe vremenske periode veca vrijednost H povlaci i ve¢u
optimalnu visinu brane.

Hurstovo istraZivanje privuklo je dosta pozornosti. Tako je primjerice i
istaknuti hrvatsko-americki matematic¢ar William Feller u radu [4] pokazao
da za svaki niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli kona¢ne varijance, R/S(t, k)
statistika raste kao k%>. Ubrzo je postalo jasno da je za neuobicajeno brzi
rast odgovorna jaka zavisnost medu opazenim vrijednostima. Medutim,
pokazalo se da se Hurstov fenomen ne moZe replicirati ni s jednim tada
poznatim slucajnim procesom. Tako je Hurstov fenomen ostao neobjas-
njen sve do ranih 60-ih godina proslog stoljeca kada je slavni francuski
matematicar Benoit Mandelbrot predloZio moguce objasnjenje problema
i potkrijepio ga odgovaraju¢im modelima. ViSe detalja o povijesti svojstva
dugorocéne zavisnosti moze se u vidjeti u radu [5] i tamo navedenim refe-
rencama.

Od pocetaka razvoja teorije do danas objavljeno je nebrojeno mnogo znan-
stvenih radova na temu dugoro¢ne zavisnosti i primjena. Razvijeni su brojni
modeli te statisticke metode detektiranja dugoro¢ne zavisnosti u podacima.
Pregled tema moZe se vidjeti primjerice u monografijama [1] i [8]. U nas-
tavku rada u odjeljku[2navodimo modernu definiciju dugoro¢ne zavisnosti
te u odjeljku |3| primjere slucajnih procesa sa svojstvom dugoroc¢ne zavis-
nosti. U odjeljku |4 prikazane su metode kojima se dugoroc¢na zavisnost
moze prepoznati u podacima. Na kraju, u odjeljku [5|dan je primjer stvar-
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nih podataka koji pokazuju svojstvo dugorocne zavisnosti.

2 Dugoro¢na zavisnost

Danasnje poimanje pojma dugorocne zavisnosti uglavnom se temelji na
specificnom ponasanju autokorelacijske funkcije slu¢ajnog procesa. Za po-
Cetak, pretpostavimo da imamo vremenski niz podataka x1, . . ., x,, zabilje-
Zen u uzastopnim vremenskim trenucima. U analizi vremenskih nizova,
svrha nam je slu¢ajnim procesom {X;, t € T} modelirati stohasti¢ki meha-
nizam koji dovodi do realizacija koje ¢ine vremenski niz. Pri tome je vazno
Sto vjernije replicirati strukturu zavisnosti vremenskog niza.

Strukturu zavisnosti slucajnog procesa mozemo promatrati kroz funkciju
autokorelacija:

p(t,s) = Corr(X;, Xs) = %, t,seT,
AR

gdje je v(t,s) = Cov (X, Xs) funkcija autokovarijanci procesa. Korelacija iz-
medu X; i X5, p(t,5), uvijek je u intervalu [—1,1] i pokazuje koliko dobro
se veza izmedu X; i Xs; moZe opisati linearnom funkcijom. Tako vrijednost
blizu 1 pokazuje da postoji jaka rastuca linearna veza (X raste poveéanjem
Xs), dok vrijednost blizu —1 pokazuje da postoji jaka padajuca linearna
veza (X; pada povecanjem X;). Ako je p(t,s) = 0, X; i X5 su nekorelirane.

U analizi vremenskih nizova posebno su vaZni stacionarni procesi kod
kojih se struktura zavisnosti ne mijenja kroz vrijeme. Proces {X;, t € Z} je
stacionaran ako ima konac¢nu varijancu, ocekivanje se ne mijenja u vremenu
EX; = EX; zasve t,s € Z i korelacija vrijednosti procesa u dva vremen-
ska trenutka t i s ovisi samo o udaljenosti tih trenutaka t — s. Tako je za
stacionarne procese funkcija autokorelacija funkcija jedne varijable

()
p(h) = p(0,h) 7 (0)’ heZ.
Ovakva definicija stacionarnosti poznata je i kao slaba stacionarnost. Za
detalje vidjeti primjerice [2], [3].

Pri modeliranju vremenskog niza stacionarnim procesom za pretposta-
viti je da je korelacija izmedu vrijednosti u dva vremenska trenutka manja
Sto su ta dva trenutka udaljenija tako da p(h) — 0 kad /1 — co. Za uobica-
jene modele vremenskih nizova korelacije na udaljenim koracima postaju
dovoljno male tako da je zbroj korelacija na svim vremenskim pomacima

konacan:
o0

Y lo(h)] < oo. )

h=—c0
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Procesi za koje to ne bi vrijedilo nisu razmatrani sve do kraja 60-ih godina
proslog stolje¢a kada ih je Benoit Mandelbrot predlozio kao moguce objas-
njenje Hurstovog fenomena. Danas se za takve procese obi¢no koristi slje-
deca definicija ([1) str. 42])).

Definicija 2.1. Neka je {X;} stacionaran proces za koji postoje realni bro-
jevia € (0,1)icp, > 0 takvi da vrijedi

. p(h)

Tada {X;} zovemo stacionaran proces s dugorocnim paméenjem ili dugoroc-
nom zavisnosc

Slucajni procesi s dugoroénom zavisno$¢u su stacionarni, no njihova za-
visnost medu trenutcima opada neuobicajeno sporo kako se ti trenutci uda-
ljavaju i to toliko sporo da funkcija autokorelacija nije apsolutno sumabilna,
odnosno vrijedi:

Y. lp(h)] = co.

h=—o00

Primijetimo da ako je « > 1 u (3), onda vrijedi (). Takve procese nazivamo
procesi s kratkorocnim pamcenjem ili kratkorocnom zavisnos¢

Parametar « u (3) obi¢no predstavljamo u obliku &« = 2 —2H i H na-
zivamo Hurstov parametar. Pri tome dugorocna zavisnost nastupa kada je
1/2<H<1

3 Modeli

Hurstov fenomen opisan u uvodu privukao je pozornost brojnih matemati-
cara. Veliki korak naprijed u¢inio je Benoit Mandelbrot koji je unizu radova
s koautorima ponudio objaSnjenje fenomena. Mandelbrot i John van Ness
su u radu [7] razmatrali frakcionalno Brownovo gibanje ¢iji prirasti daju prvi
primjer procesa s dugoroénom zavisno$¢u. lako se ovaj proces ve¢ pojavio
u radu Andreya Nikolaevicha Kolmogorova pocetkom 40-ih godina, tek
je Mandelbrot prepoznao njegovu vaznost, dao mu ime i istrazio njegova
svojstva ([9], [10]).

Lengl. long memory, long-range dependence
2engl. short memory, short-range dependence
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Definicija3.1. Za 0 < H < 1, slu¢ajan proces B = {BH,t > 0} koji
je Gaussovski (sve kona¢nodimenzionalne distribucije su Gaussove — nor-
malne), ima ocekivanje 0 i funkciju autokovarijanci

1
Cov(Bf!,BH) = 5(72 [tZH —(t—s)H +SZH:| ,

zovemo frakcionalno Brownovo gibanje.

Za H = 1/2, {B'/?(t)} je standardno Brownovo gibanje. Promotrimo za
i € IN priraste frakcionalnog Brownovog gibanja

X; = BH(i) — BH(i—1). (4)

Moze se pokazati ([9) str. 332]) daje {X;, i € N} stacionaran proces s funk-
cijom autokorelacija

v(h) = %az (|h+ 1127 —2|n|? + |h — 1|2H) , hez. (5)

Akoje H = 1/2, ondaje p(h) = 0 za h # 0 pa su prirasti nekorelirani.
Medutim, za 1/2 < H < 1 vrijedi ([1]])

, p(h) _
M R -y b

pa je {X;} proces s dugorotnom zavisno$¢u s parametrom « = 2H — 2.
Proces {X;, i € IN} ¢esto se naziva frakcionalni Gaussovski sum. Zavisnost je
jata 8to je parametar H blize 1. Na slici[I|prikazane su simulacije trajektorija
frakcionalnog Brownovog gibanja za neke vrijednosti H.

Osim frakcionalnog Gaussovskog Suma, danas postoje i brojni drugi mo-
deli koji imaju svojstvo dugoroc¢ne zavisnosti (vidjeti [1], [2]). Medu njima
posebno su popularni frakcionalni ARIMA procesi. Oni su prirodno pro-
Sirenje klasi¢énih ARIMA procesa i omogucavaju kombiniranje kratkoro¢ne
i dugoroc¢ne zavisnosti.

U analizi vremenskih nizova vazno mjesto zauzimaju tzv. ARMA(p, q)
procesi — autoregresivni pomicni prosjeci reda (p,q), p,q > 0. Proces { Xy, t €
Z} je ARMA(p, q) ako je stacionaran i ako je

Xi=p1 Xy 1+ + (PpXt_p +Zi+01Zy 1+ -+ Gth_q,t eZ, (6)

gdjesu @i, ..., ¢p, 01,...,0; € R koeficijenti i { Z;} bijeli sum, odnosno niz
nekoreliranih slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem nula. Osnovna ideja iza de-
finicije (6) je prikazati proces kao linearnu kombinaciju proslih vrijednosti
procesa i sadasnje i proslih vrijednosti nekog Suma.
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Slika 1: Simulirana trajektorija frakcionalnog Gaussovskog suma za H = 0.5,
H=07iH=09.

Ako s B oznacimo operator pomaka unazad koji vraca vrijeme procesa jedan
trenutak u proslost, BX; = X;_1, onda (6) mozemo zapisati i kao

¢(B)X; = 0(B)Zi,
gdje su ¢ i 6 polinomi:

§(B)=1—¢1B—-- — B,
0(B) =1+ 6,B+---+0,B".

ARMA procesi mogu imati samo kratkoro¢nu zavisnost. Poopéenje ARMA
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procesa koje dopusta i dugoroc¢nu zavisnost dano je frakcionalnim ARIMA
procesima.

Definicija 3.2. Neka je {X;, t € Z} stacionaran proces takav da vrijedi
9(B)(1—B)'X, = 0(B)Z,,

za —% <d< %, bijeli Sum {Z;} i polinome ¢, 6 stupnjeva p, q redom. Tada
{X:} zovemo frakcionalni ARIMA proces reda (p,d, q) ili FARIMA (p, d, q).

Razlika u odnosu na ARMA procese dolazi od toga §to jednadzba (6)
vrijedi za (1 — B)?X; umjesto za X;. Izraz (1 — B)? predstavlja operator
(frakcionalnog) diferenciranja i definiran je s

© T(d+1)

(1_B>d:,§r(k+1)r(d—k+1)

(—1)kBk,

gdjeje I'(z) = [;° x* le~*dx. Zad = 1imamo (1 — B)?X; = (1 - B)X; =
Xt — X;_1 Sto daje razlike procesa u uzastopnim trenutcima. Frakcionalno
diferenciranje moZe dovesti do dugoro¢ne zavisnosti to pokazuje sljedeca
propozicija ([1I).

Propozicija 3.1. Ako je {X;} FARIMA(p,d,q) procesi0 < d < 1/2, onda je

. p(h)
hlglolo cph*(1*2d) =1

pa {X;} ima svojstvo dugorocne zavisnosti s parametrom o« = 2d — 1.

Hurstov parametar FARIMA procesa slijedi iz jednakosti 1 —2d = 2 —
2H sto povlaci daje H = d + 1/2. ViSe detalja o FARIMA procesima moZze
se vidjeti u [1], [8].

4 Metode detekcije i procjene
Sad kada je postavljen teorijski okvir dugoro¢ne zavisnosti i pripadni mo-
deli, postavlja se pitanje kako uopée na osnovu podataka znati kada su

takvi modeli potrebni. Ovdje ¢emo spomenuti nekoliko metoda kojima se
moze naslutiti dugoro¢na zavisnost u vremenskom nizu.
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4.1 Korelogram

S obzirom da je dugoro¢na zavisnost definirana kao svojstvo funkcije auto-
korelacija, logi¢an pristup je prvo procijeniti funkciju autokorelacija na os-
novu podataka.

Za niz podataka x1, x, . . ., X, funkciju autokovarijanci procjenjujemo s

- 17 - -
y(h) = - Y (Xjpn —%n)(xj—%n), za 0<h<m,

j=1
i7(h) = 7(—h),za —n < h < 0, gdjeje X, = 1 j—1 Xj. Funkciju autoko-
relacija procjenjujemo s
- 7(h)
h) = ===,

za —n < h < n. Graf parova (h,p(h)) za h > 0 naziva se korelogram.

Dugoroc¢nu zavisnost karakterizira neuobicajeno sporo opadanje auto-
korelacijske funkcije u nulu jer je ona proporcionalna s h*~2 za neki % <
H < 1. To moze znaciti da su korelacije male, ali je opadanje u nulu ne-
uobicajeno sporo. Takvu asimptotsku karakteristiku tesko je uociti ¢ak i
kada imamo veliki uzorak.

Frakcionalni ARIMA(0,0.1,0) proces Frakcionalni ARIMA(0,0.4,0) proces

Slika 2: Korelogram simuliranog frakcionalnog ARIMA(0,d,0) procesa za d =
01(H =0.6)id = 04 (H = 0.9) i njihova teorijska autokorelacijska
funkecija (plavo).
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Na slici[2lmoZemo primijetiti kako je kod frakcionalnog ARIMA (0, 0.1,0)
procesa vecina vrijednosti procijenjene autokorelacijske funkcije vrlo mala.
Za H = d + 1 blize 1, dugoroéna zavisnost je uoljivija $to pokazuje kore-
logram frakcionalnog ARIMA (0, 0.4,0) procesa.

Prikladniji prikaz korelograma bi bio graf s logaritmiranim osima, tj.
graf log |p(h)| u odnosu na logh. Akoje p(h) ~ c,h?#=2 za h — oo, onda
¢e za velike h biti

log [o(h)| ~logc, + (2H — 2) log h.

Na osnovu te relacije, parametar H moZe se procijeniti kao koeficijent smjera
u linearnoj vezi log |p(/)| u ovisnosti log h. Takve procjene mogu popri-
liéno odstupati od stvarnih vrijednosti. Primjerice, procjene za podatke sa
slike[2]su A = 0.8364 i H = 0.7002 za stvarne vrijednosti H = 0.6 H = 0.9,
redom. Ipak, metoda moZe biti korisna u uoc¢avanju dugorocne zavisnosti.

4.2 R/S statistika

Najstarija metoda detekcije dugorocne zavisnosti potjece jos od Hursta i
temelji se na promatranju reskaliranog prilagodenog raspona ili R/S sta-
tistike R/S(t, k) definirane u (1)) kada k — oo. U okviru hidrologije radi se
o optimalnoj visini brane za dugo razdoblje u buducnost.

Koristenje R/ S statistike temelji se na sljedecoj heuristici koja se u velikoj
mjeri moZe opravdati uz dodatne pretpostavke. Za kratkoro¢no zavisne
nizove u pravilu vrijedi centralni grani¢ni teorem te se moZze pokazati da u
tom slucaju R/S(t, k) raste kao k/2 s porastom k. S druge strane, za nizove
sa svojstvima dugoro¢ne zavisnosti R/S(t, k) raste kao k' za1/2 < H < 1.
Za viSe detalja vidjeti [8].

Metoda uocavanja dugorocne zavisnosti preko R/S statistike moze se
sazeti na korake:

1. Izra¢unaj R/S(t, k) za sve moguce vrijednosti od ki .
2. Prikazi graf vrijednosti log R/S(t, k) u odnosu na log k.

3. Procijeni pravac y = a + blogk metodom najmanjih kvadrata. Tada
b predstavlja procjenu parametra H, tj. H.

Ono sto predstavlja problem u ovoj metodi je to Sto distribucija R/ S sta-
tistike ovisi o distribuciji podataka pa je upitno je li metoda najmanjih kva-
drata primjerena u ovom slucaju. Nadalje, raspolaZzemo konac¢nim i vrlo
¢esto manjim skupom podataka i problemati¢no je odrediti od kojeg k po-
¢inje ono ,grani¢no ponasanje”. Unato¢ ovim nedostatcima, R/S graf je
koristan i moZe nam dati prvu procjenu o dugoro¢noj zavisnosti.
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4.3 Druge metode

Osim spomenutih metoda postoje i druge metode koje se temelje na razli-
¢itim svojstvima procesa s dugoro¢nom zavisnoséu. Metoda varijance pri-
mjerice temelji se na ¢injenici da varijanca parcijalnih suma raste razli¢itom
brzinom za kratkoro¢no i dugoro¢no zavisne procese. Druga klasa metoda
temelji se na analizi u spektralnoj domeni i rastu spektralne gustoce u oko-
lini nule.

Procjenitelji metodom maksimalne vjerodostojnosti ili ML procjenitelji
su efikasni i asimptotski normalni, stoga se ova metoda cesto koristi za
procjenu Hurstovog parametra H. Metoda maksimalne vjerodostojnosti se
oslanja na distribuciju procesa zbog ¢ega se pretpostavlja da je proces Ga-
ussovski. Kako je izra¢un funkcije vjerodostojnosti za frakcionalne ARIMA
procese spor i zahtjevan, koristi se Whittleova aproksimacija funkcije vje-
rodostojnosti. U tom slucaju moguce je i oslabiti pretpostavku da je proces
Gaussovski. Dobiveni procjenitelj poznat je kao Whittleov aproksimativni
ML procjenitelj.

ViSe o ovim metodama moze se pronadi u [I, Poglavlje 5, Poglavlje 6] i

[8].

5 Primjer — vodostaj rijeke Nil

U ovom odjeljku promotrit éemo vremenski niz podataka o vodostaju ri-
jeke Nil koji je doveo do razvoja dugoroc¢ne zavisnosti kako je opisano u
uvodu. Vremenski niz {x;} sastoji se od 663 godisnja podatka o minimal-
nom vodostaju rijeke Nil u razdoblju od 622. do 1281. godine koji su mje-
reni na mjerilu na otoku Roda pokraj Kaira. Originalni podaci su dani u
monografiji [1].

Na slici ] je prikazan minimalni vodostaj rijeke Nil kroz vrijeme u raz-
doblju od 622. do 1260. godine. Neke numericke karakteristike vremen-
skog niza {x;} prikazane su u Tablici

Minimum | Donji kvartil | Medijan | Prosjek | Gornji kvartil | Maksimum
935 \ 1089 | 1146 | 1147 | 1200 \ 1466

Tablica 1: Numericke karakteristike niza podataka o godisnjem minimalnom vo-
dostaju rijeke Nil od 622. do 1260. godine.

Na slicif3jmoZemo uociti kako se izmjenjuju dugi periodi visokih i niskih
vrijednosti §to je karakteristika nizova s dugoro¢nom zavisnos¢u. Benoit
Mandelbrot je, osvréuéi se na Bibliju, ovo ponaSanje prozvao Josipov efekt.
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Slika 3: Godisnji minimalni vodostaj rijeke Nil u razdoblju od 622. do
1260. godine.

Naime, u Knjizi Postanka 41, 29-30, Josip je interpretirao faraonov san o
sedam lijepih i sedam ruznih krava: ,,Dolazi, evo, sedam godina velikog obilja
svoj zemlji egipatskoj. A poslije njih nastat ce sedam gladnih godina, kada ée se
zaboraviti sve obilje u zemlji egipatskoj.” Takoder, na slici [3| uo¢avamo puno
ciklusa razli¢itih frekvencija za $to ne mozemo reci da je posljedica nekakve
sezonalnosti.

Na slici 4] prikazana je procijenjena autokorelacijska funkcija promatra-
nog niza. Sporo opadanje uzoracke autokorelacijske funkcije u nulu koje je
za ovaj niz podataka o¢ito, sugerira postojanje dugoroc¢ne zavisnosti. U kla-
si¢noj analizi vremenskih nizova ovakvo ponasanje se tipi¢no pripisuje nes-
tacionarnosti te se razli¢itim transformacijama pokusava do¢i do niza koji
ima obiljeZja stacionarnosti. Medutim, modeli s dugoro¢nom zavisnoséu
pokazuju da je takvo sporo opadanje procijenjenih autokorelacija moguce
opisati u okviru stacionarnih procesa.

Kako bismo provjerili sumnju da je niz {x; } realizacija stacionarnog pro-
cesa s dugoro¢nom zavisnosti, moZzemo provesti metode za statisticku pro-
cjenu dugoro¢ne zavisnosti koje su opisane u odjeljku [4

Na slici[f|prikazani su grafovi tih metoda. Korelogram vremenskog niza
u logaritmiranim osima moZze se vidjeti na slici Procjena koeficijenta
smjera regresijskog pravca na osnovu podataka log | ()| u odnosunalog h
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Slika 4: Uzoracka autokorelacijska funkcija vremenskog niza vodostaja rijeke Nil

je —& = —0.3801, 3to znaci da je po ovoj metodi H = 0.80995.

Graf R/S statistike prikazan na slici pokazuje kako se vrijednosti
R/ S statistike gomilaju oko pravca s koeficijentom smjera veéim od % Pro-
¢jena koeficijenta smjera pravca koji aproksimira podatke R/ S statistike je
0.8248789 sto je ujedno i procjena za parametar dugorocne zavisnosti H po
ovoj metodi.

Procjena parametra H dobivena pomo¢u Whittleovog aproksimativnog
ML procjenitelja je H = 0.89656833. Ukoliko bi niz vodostaja modelirali
FARIMA modelom, za parametar d u FARIMA(p, d,q) modelu mozemo
uzetid = H — 3 = 0.397. Ako je takav FARIMA model zaista prikladan,
onda bi niz koji dobijemo primjenom operatora (1 — B)*3%7 na vodostaje
trebao zadovoljavati jednadzbu (f)). Procijenjena autokorelacijska funkcija
tog niza prikazana je na slici|6]

Primjec¢ujemo kako su vrijednosti korelacija vrlo male tako da se dobiveni
niz moZze opisati ARMA procesom, pa ¢ak i bijelim Sumom koji odgovara
ARMA(0,0) procesu.
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Slika 5: Statisticki procjenitelji za parametar dugorocne zavisnosti vodos-
taja rijeke Nil
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Slika 6: Uzoracka autokorelacijska funkcija frakcionalno diferenciranog vremen-
skog niza operatorom (1 — B)03%7
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