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REKURZIVNE RELACIJE I
POTENCLJE
KVADRATNIH MATRICA

U mnogim ekonomskim modelima cesto je
potrebno rijesiti odgovarajucu rekurzivnu rela-
ciju. Ne postoji metoda koja daje opce rjeSenje
svake rekurzivne relacije. No, premda za neke
klase rekurzivnih relacija postoje metode za
nalaZenje opceg rjelenja, Cesto je nemogude
eksplicitno navesti to rjefenje. U takvim
situacijama koristi se tzv. metoda sukcesivnog
radunanja. Ovim radom Zeli se ukazati da se
rjeSavanje linearne homogene rekurzivne rela-
cije s konstantnim koeficijetnima moZe svesti na
odredivanje n-te potencije jedne kvadratne
matrice i obratno, nalafenje n-te potencije kva-
dratne matrice svodi se na rjeSavanje linearne
homogene rekurzivne relacije s konstantnim
koeficijentima.

UDK 330.6:510.
Stru¢ni rad
Primljeno: 26. 8. 92.

1.UVOD

Nekaje(a_,ne N )nizbrojevasasvojstvomdase
n-ti ¢lan a, n2 r, toga niza moZe izraziti pomocu
prethodnih r ¢lanova u obliku:

(1) a,=cpa  +ca ,+..+ca

2 T nr

gdje suc,,....c, zadane konstante, ar &vrst broj S (1) je
dana lineama homogena rekurzivna relacija s kon-
stantnim koeficijentima reda r. Teorija rekurzivnih
relacija detaljno je obradena u (3), gdje se moZe naci
dokaz &injenica koje se navode u ovom uvodnom
dijelu.

Zamjenom u (1) a, sa x*i poslije skracivanja
sa x™ dobiva se:

2 x-cxtocx?- e =0.

Algebarska jednadZba (2) zave se karakteristi¢na
jednadZba rekurzivne relacije (1) i moZe se zapisati u
obliku:

(3) (x-x )X - x )2 (x - x)*=0,

gdje su x,,...x svi medusobno razli¢iti korijeni ka-
rakteristi‘ne jednadZbe (2). Pri tome je x, korijen
kramosti o, i=1,...,t,te:

o, +0,+..+0 =T

Opce rjesenje rekurzije (1) dano je s:

(4) a =k X" + A ,nx" + A %% + ..+
+ Ay KT+ Ay X, + A nx®, +
+ A X0 A, NI L A X+

231 A, 2,02
+ A 0X° + A %7 o+ A 0™

gdjesu kijneke konstante. To zna¢ida se za svakiizbor

pocetnih vrijednosti:

(5) a,=b,a,=b,.,a,=b,

moZe odabrati r konstanti 7\.u. tako da se posebno

rjefenje a_,n>01 odredeno s (5) moZe zapisati u obliku

@).

2. PRIMJER REKURZIJE U
EKONOMSKOM MODELU

Ova to&ka na investicijskom modelu razradenom
u (2), str. 393-408, ilustrira poteSkoée do kojih se
dolazi prilikom nalaZenja opéeg i posebnog rjeSenja
rekurzije (1). Opi$imo najprije model:

Poduzede investira u sredstva za rad. Vijek tra-
janja pojedinog sredstva je r perioda (npr. godina) i na
krajusvog vijekatrajanja seiskljudujeiz radnog procesa.
Pojedino sredstvo za rad nadomjesta se investiranjem
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nakraju svakog periodasvoga vijeka trajanja jednakim
dijelovima svoje po&etne investicije'. Poslovni proces
zapo&inje investiranjem I, nov&anih jedinica pocetkom
prvog poslovnog periodaZ.

$ a_oznadimo bruto fiksni kapital® koncem n-tog
perioda, tj. tijekom (n + 1)-vog perioda. Prema pret-
postavci modela, na kraju n-tog perioda dodajemo
investicije koje su jednake r-tom dijelu bruto fiksnog
kapitala s konca (n-1)-vog perioda, tj. dodajemo

1 . .
1= Y Bruto stanje koncem novog perioda a_

dobiva se tako da se bruto stanju koncem prethodnog
perioda a_, dodaju investicije uloZene na kraju novog
periodal ioduzmu investicije b, uona sredstva zarad
&iji vijek trajanja zavr$ava koncem novog perioda.
Buduci da je vijek trajanja sredstava za rad r perioda,
ove posljednje investicije jednake su investicijama
uloZenim prije r perioda (koncem (n-r)-tog perioda), tj.

b=1 = 1r a_, .Zan2r + 1 dobivamo:
a=a +I-b
1 1
an = an-l + r_an-l Tan-r-l
1
(6) an= (1 + }'_—) an»l _}—an-r.l.

Pocetni uvjeti su:

a=I,
1 1
a=(1+7)a,=(1 +r_')Io

a,=(1 +r1—)a1=(1 +ll,—)7'Io

' 1 1
ar_l = (1 + -r-’—) ar_2= (l +r—)r—l IO

a=(1+ -l!,—-) a -L=[1+ 11,—)r -111,

Karakteristi¢na jednad’ba rekurzivne relacije (6)
glasi: ) )

1= +) X -
@D -+ x*+1=0.

To je algebarska jednadZba stupnjar + 1. Dabi se
nadlo opce rjesenje rekurzije (6) treba odrediti sve
njene korijene, $to ¢esto nije mogude. Premda postoje
razne aproksimativne metode za odredivanje korijena
algebarske jednadZbe, zamjenom u (4) korijena x,,...x,
njihovim pribliZnim vrijednostimarezultira zna¢ajnom
greSkom aproksimacije ¢lana a_za dovoljno velik n.

1 Te investicije se u (2) zovu vuéenim investicijama.
2 Takva investicija se u (2) naziva autonomnom.
3 Stanje svih investicija.

Primjer 1. Neka je vijek trajanjar = 2,]) = 1.
Prema (6) dobivamo rekurziju:

1

3
an = 2_ an-] - 2— anJ

ipoletneuvjete a = 1,a, = 3/2, a,=5/4. Karakteristi¢na
jednadzba:
23-3x2+1=0

(x- 120+ 59 =0
ima dvostruki realan korijen x,=1 i jednostruki
X, = -1/2. Opce rje3enje rekurzivne relacije prema (4)
glasi:

a=c +c,n+c,(- %—)".

Uvritenjem podetnih uvjeta u gomji izraz dobi-
vamo sustav od tri linearne jednadZbe:

l=¢c +0-¢c,+¢,

3
2—~"‘C1+c2'— Czs

3—: c,+2c,+ -css——
iz koga za nepoznanice nalazimo:

4 1
c1=3——,c2=0,c.=-3—.

Stoga traZeno posebno rjeSenje rekurzivne re-
lacije uz dane podetne uvjete glasi:

_4 1,1
O S
Primjer 2. Zar=3,1 =1 imamo rekurziju:

_4 1
an - Tanvl- B_an-ti
i poCetne uvjete a_= 1,a, = 4/3,a, = 16/9,a, = 37/27.
Odgovarajuca karakteristi¢na jednadZba:
3x*-4x}+1=0
(x-12Gx2+2x+1)=0
ima dvostruki realan korijen x, = 1 i dva konjugirano

kompleksna korijena:

_-1+iVZ

x2.3 3

Prema (4) opce rjefenje rekurzivne relacije glasi:
a=c +cn +c3('1 +;‘/2- )+c4(‘1 ';‘&_ )ll

Podetni uvjeti daju 4 linearne jednadZbe po
€,1C,,C,,C, pa se dobiva:

13 3 1
1 =14—,Cz = 7—,03 = C4=2—§-.

C
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Stogaposebnorjefenje rekurzivnerelacijeuzdane

pocetne uvjete glasi:

3.3 .1 1+iV¥3y.1
==+ n+— (") +—
2t s ) g
Iz prethodnog izraza vidimo da je neke vrijednosti
do a_lak3e izraCunati tako da se sukcesivno ratunaju
a,,a,,4,..., nego pronaéi Korijene karakteristitne
jednadZbe, rijesiti sustav lineamih jednadZbi i izratunati
prethodni izraz za odredeni n. Osim toga, s ekon-
omskog stajaliSta varijabla n poprima samo kona¢no
mnogo vrijednosti:
0,1,2,...,n,.

-1-iVZ3
(LT,

3. MATRICNA METODA ZA
RJESAVANJE REKURZLJE
U ovoj tocki ée biti pokazano da je problem
nalaZenja reje$enja rekurzivne relacije (1) ekvivalen-
tan problemu nalaZenja n-te potencije odgovarajuce
kvadrame matrice. Podimo redom.

Treba rijesiti rekurzivnu relaciju(l) uz podetne
uvjete (5). Pomocu niza (a ,n €N,) definirajmo niz
jednostupdastih matrica:

ann-l

a pomocu konstanti ¢ ,...,c, T X r matricu:

0o 1 0o .. o o]
0 0 1 “w 0 0
A= 1. . . . .
0 0 0 0 1
cr cr 1 cl-Z 2 cl
Zamijetite da je :

|

[0 0. 00|[a

0 01 .. O0Of]|a

p—

>
Il
n

Uzastopnom primjenom prethodne formule dobi-
vamo:

) X, = A,

Clan a_, n2r, nalazi se u zadnjem redu od:

( n-r+l

n-r+2

i)

f

>
1l
)

nril n-r+3

L 4

Pa je za njegovo odredivanje dovoljno znati x 1z

(9) se dobiva:

n-r+1

10)x ., = A",

n-r+1

tj. za nalaZenje n-tog €lana a, dovoljno je odrediti
(n - r+ 1)-vu potenciju matrice A.

Primjer 3. Odredimo a; iz Primjera 2. Ovdje 2.
Ovdje je n=5, red rekurzije r=4,

010 O 1
001 O 473
A= b X, =
0 0 0 1 16/9
130 0 43 3727

n-r+ 1= 2 pa prema reenome treba odrediti x,.

o 01 0]1[1 ][1619]
0 00 1 ||an |37
x,= A¥x = ,
13 0 0 43 || 169 || 121/81
4/9 173 0 169 [ |37/27| |376/243

odakle je a = 376/243.

NalaZenje n-te potencije matrice A moZe se svesti
na rje$avanje homogene linearne rekurzivne relacije s
konstantnim koeficijentima. Naime, za svaku kvad-
ratnu matricu A k-tog reda postoji polinom:

px) =x"-pxt- -,k
takav da je p(A) =0, tj.

A=p Al + .. +p A+pl
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Za polinom p moZemo uzeti minimalni polinom
matrice A (vidi [1]). MnoZenjem prethodne relacije sa
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x2-5x+4=0
(x-1)x-4)=0.

A™" n2r, dobiva se:
A" =P AR 4L AT L AR

odakle za proizvoljne i, j slijedi rekurzivna relacija:

Stoga je za svaki par i,j opée rjeSenje jednako:
aij(“) =b, + cid"
Tako dobivamo: A®= B +4°C,
gdjesuB = (b,), C=(c,). Iz poetnih uvjeta Al=],
A! = A imamo:

() — (o-1) (o-r+1) (n-r)
3™ =pa e T
koju treba rijeSiti uz poetne uvjete koji su za svaki par
i,j odredeni matricama:

R s \ I1=B+C,
A =I,A,.A?,...,1.\ . . ) A=B+4C,
. Karakteristi¢na jednadZba te rekurzivne relacije odakle dobivamo:
je u(x)=0. 111
Primjer 4. Lako je provjeriti da je J(x) = x>- 5x + ] 1
4 minimalni polinom matrice: C= 3“(A - = 3 111
111
2 11 i
A= |1 2 1 2 -1 -1
=1 1| . i,
11 2 B—3—(4I-A)—3— 1 2 1
-1 -1 2
Za svaki par i,j odgovarajuca karakteristiCna L
jednadzba je:
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Summary
RECURSIVE RELATIONS AND POWERS OF SQUARE MATRIXES

In a number of economic models it is often necessary to solve the corresponding recursive
relation. There is no method which gives general solution of each recursive relation. But, though some
classes of the recursive relations have methods how to find out the general solution, it si frequently
impossible to cite this solution explicitely. In such situations, the so called successive calculating
method is being used. This work is meant to point out that the linear homogenous recursive relation
solution with the constant coefficients can be reduced to determining of n-power of one square matrix
and vice cersa: finding out n-power of square matrix is reduced to the solution of the linear
homogenous recursive relation with the constant coefficients.




