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U ekonomskim istraZivanjima Ce-
sto je potrebno, na osnovu zadanih
podataka i pretpostavljenog modela-
-funkcije, rijesiti odgovarajudi neline-
arni problem najmanjih kvadrata. O-
vakvi problemi nemaju uvijek rjese-
nja, a ako su rjesivi, tada numerié-
ki iterativni proces, kojim se rjela-
vaju, znatno ovisi o izboru pocletne
aproksimacije. Ovim radom Zeli se
ukazati na neke graficke moguénosti
primjene PC radunala prilikom defi-
niranja pocetne aproksimacije u o-
vim iterativnim procesima. Izborom
razlicitih ekonomskih primjera pri-
kazane su Siroke mogucénosti primje-
ne ovakvih modela-funkcija u eko-
nomskim istraZivanjima.

*) Rad  je raden u okviru potprojekta
»Zakon vrijednosti wu funkciji upravljanja
razvojenm, kojeg kao dio projekta »Funda-
mentalna istraZivanja u ekonomiji« financira
SIZ znanosti SR Hrvatske u razdoblju 1987—
—1990. godine.

UDK 519.8 + 681.3
Prethodno priopcenje
Primljeno: 26. 06. 1989.

1. UVOD

Procjenjivanje optimalnih parametara
trendova i regresija u ekonomskim istra-
Zivanjima obi¢no se svodi na rjeSavanje
nelinearnih problema najmanjih kvadrata.
Za rjeSavanje ovih problema postoje broj-
ne iterativne metode (vidi [2], [6], [11],
[12]) koje obi¢no pretpostavljaju »dobruc
pocetnu aproksimaciju. Ovim radom Zeli
se ukazati na graficke moguénosti PC ra-
¢unala prilikom odredivanja podetne apro-
ksimacije iterativnog procesa. Zbog toga
su svi primjeri u radu izabrani kao dvo-
dimenzionalni problemi najmanjih kvadra-
ta, kako bi se grafiCki mogla prikazati plo-
ha odgovarajuée minimizirajuée funkcije.
Da ovim nismo bitno umanjili opdéenitost
rada, vidi se iz {injenice da vedina vaZni-
jih ekonomskih funkcija, koje zahtijevaju
rjeSavanje nelinearnog problema najmanjih
kvadrata, imaju najvie dva nelinearna pa-
rametra.

Problem najmanjih kvadrata koji se
obraduju u radu kratko se mozZe definira-
ti na slijedeéi nadin:

Zadani su podaci (p, t, ), i =1,...,
m, gdje su t, vrijednosti nezavisne varijab-
le, f; vrijednosti zavisne varijable, a p, od-
govarajude teZine podataka.

Promatra se klasa funkcija-modela
t - f (t; b, ¢), gdje su b, ¢ realni para-
metri.

Treba odrediti optimalne parametre b*,
c* tako da bude:
(1) F (b*, ¢c*) = min F (b, ¢)
b, ¢
gdje je
m
2 Fb,oo=1 X p (f (t; b, c) — f )

i=1
(vise detalja vidi u [3], [12], [14])

2. POLINOMIJALNI TREND

Najjednostavniji tip funkcije-modela f
je polinom
3) f (t; ao,al,...,an)=a0+a, t+...+a to
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Problem odredivanja optimalnih para-
metara a,, ai,..., 4, U smislu metoda naj-
manjih kvadrata je linearni problem naj-
manjih kvadrata koji je vrlo detaljno ob-
raden u literaturi (vidi npr. [4]1, [71, [8],
[10]). Ovaj problem uvijek je rjediv, a za
njegovo rjeSavanje postoje efikasne meto-
de (vidi [7]). Odgovarajuéa ploha minizi-
rajuce funkcije (2) je paraboloid. U pri-
mjenama se najvise koristi linearna (n=1)
i kvadratna (n=2) funkcija — model.

PRIMJER 1. Promatramo podatke o
prinosu pSenice (u t/ha) na drustvenom
sektoru Zajednice opcina Osijek! u periodu

od 1965—1984. godine. Ako stavimo t =i,
i=1,..,, 20, gdje t;, odgovara 1965. godini,
a za teZine podataka uzmemo p;,=1 dobi-
vamo linearnu funkciju-model (linearni

trend):
“4) £ (t) =3.8199+0.095338 t

Originalni podaci, kao i teoretske vri-
jednosti dobivene na bazi linearnog tren-
da (4) prikazane su na Slici 1., a ploha
(dio paraboloida) odgovarajuée minimizi-
rajuée funkcije (2) prikazana je na Slici
22 Koeficijent prilagodavanja® iznosi 2.79,.

PRINOS PEENICE NA DRUSTVENOM SEKTORU ZAJEDNICA
OPCINAOSIJEE (ut/ba)
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1) SGZO0Os — 1985. str. 205.

2) Svi graficki prikazi u radu uradeni su po
moéu programa STATGRAPH na IBM-kompatibilnom
PC radunalu.

3) Standardna devijacija mjerena velidinom ma-
temati¢kog olekivanja (vidi [2] ili [4]).

PLOHA MINIMIZIRAJUCE FUNKCLIE
{ Bnearni trend )

Sifka 2.
3. EKSPONENCIJALNA FUNKCLJA

Vrlo desto je funkcija-model u eko-
nomskim istrazivanjima eksponencijalna
funkcija:

(35) f (t)=A+Db ect,

gdje je y=A asimptota eksponencijalne
funkcije (vidi npr. [1], [4], [6], [81, [13]).
Ako se ova funkcija koristi u svrhu proc-
jenjivanja prosjeéne stope promjene (rasta
ili pada) promatrane ekonomske kategori-
je, tada treba uzeti A=0 (vidi [13]).

Problem odredivanja optimalnih para-
metara b*, ¢* funkcije (5) je nelinearni
problem najmanjih kvadrata, koji je ta-
koder uvijek rjesiv (vidi [14]), a rjeenje
se moZe dobiti nekom od poznatih itera-
tivnih metoda za rjeSavanje nelinearnih
problema najmanjih kvadrata (vidi [2],

f1zp.

Iterativni proces kojim se rjeSava o-
vaj problem konvergirat ée, ako podéetnu
aproksimaciju biramo tako da bude do-
voljno blizu rjesenja. Kao %$to je pokaza-
no u [14], poetnu aproksimaciju za pa-
rametar b treba birati iz intervala [0, fp],
gdje je f , ponderirani prosjek podataka.
Poletnu aproksimaciju za parametar c tre-
ba birati iz intervala [0,1], odnosno [—1,01],
ovisno o tome da li podaci imaju svojstvo
preteznog rasta ili padast

4) Kaemo da podaci imaju svojstvo prete¥nog
rasta (pada) onda ako je koeficijent smjera odgova-
rajudeg linearnog trenda pozitivan (negativan). Svo-
jstvo preteznog rasta (pada) podataka ekvivalentno je
s vaZenjem odgovarajuée Cebilevljeve nejednakosti
(vidi [14], [15]).
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PRIMJER 2. Promatramo potrosnju e-
lektricne energije u domadinstvima Opdi-
ne Osijek u razdoblju od 1973. do 1985. go-
dine (vidi Tabelu 1. — stupac f).

Primjenom Metode nivoa prikazane u
[15] pronadene su optimalne vrijednosti
parametara i eksponencijalni trend

(6) f (t) =121.5795 e0.05713 ¢

Ciji graf je prikazan na Slici 3., a ploha
odgovarajude minimizirajuée funkcije na
Slici 4.

POTROSNJA ELEETRICNE ENERGLIE DOMACINSTVA OPCINE
081JEK uperiodn 1975-1987 ( u GWk )

( eksponencijalne fankeija )

r : o H : H
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Slika 3.

PLOHA MINIMIZIRAJUCE FUNKCLIE
{ eksponencijaini trend )

Slika 4.

Poznavanjem eksponencijalnog trenda
(6) ujedno dobivamo i prosje¢nu stopu ra-
sta u promatranom periodu (5.71%). Koe-
ficijent prilagodavanja iznosi 1.479%,.

Cesto puta su u primjenama podaci
(f) relativno veliki brojevi, $to moZe do-
vesti do numericke nestabilnosti iterativ-

nog postupka kojim se rjeSava ovaj neli-
nearni problem najmanjih kvadrata. Slije-
dedéa Propozicija pokazuje kako treba po-
stupati u takvim sludajevima.

PROPOZICIJA 15 Zadani su podaci (p,,
t, £), i=1,...,, m. Neka je (b*, c*) rjede-
nje problema najmanjih kvadrata:

m 2
) F (bo)="'" X p; (b eeti —f, )» min
i=1

Ako nadinimo supstituciju
® g=11f, 1x0
tada je problem
2

m
® GBN=% = pi</3 e“/ti—gi)a min,

i=1
takoder rjediv, a za rjeSenje (8%, v*) vrijedi
(10) B = l b*, 7* —c*

Ova propozicija ué¢i nas da prilikom
odredivanja optimalnih parametara (b*, c*)
eksponencijalnog trenda (5) podatke fi,...,
f ~mozemo po volji urediti tako da ih sve
redom pomnoZimo nekim brojem }s20. Ako
su brojevi fj,..., f preveliki ili premali
(pa stvaraju numericke probleme ili sc te-
$ko grafi¢ki prikazuju), sve ih moZemo po-
dijeliti ili pomnoZiti nekim brojem. Pret-
hodna Propozicija osigurava da se na taj
nad¢in unutra$nja struktura podataka ncce
izmijeniti, a stvarni optimalni parametri
lako se dobiju iz (10).

Specijalno, ako nas interesira samo
prosje¢na stopa promjene unutar podrud-
ja podataka, i kod originalnih podataka
fi,..., f, i kod transformiranih (pomnoc-
nih ‘podijeljenih) podataka g,..., g, ona
je prema (10) ista.

NAPOMENA 1. Cesto se u primjenama
pogresno koristi linearizacija eksponcnci-
jalne funkcije (5) logaritmiranjem:

(11) In (f /t/—A)=1n b+ct

pa se na taj nadin nelinearni problem naj-
manjih kvadrata svodi na linearni (o kri-
tici ovakvog pristupa vidi u [13]). Slika 5.,
koja prikazuje plohu odgovarajuce mini-
mizirajuée funkcije (2), dobro ilustrira i

5) Dokaz ove Propozicije je jednostavan i neéemo
ga ovdje navoditi.
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potvrduje tvrdnje iz [13]. Ako usporedimo
Sliku 4. i Sliku 5., vidimo da je transfor-
macijom (11) minimizirajuéa ploha sa Sli-
ke 4. nepredvidivo degenerirala.

PLOHA MINIMIZIRAJUCE FUNKCLIE
( inearnisirant eksponencijalni trend )

8iika 5.

4. ASIMETRICNA S-FUNKCIJA

Prema [5] i [6] asimetri¢nu S-funkci-
ju mozZemo definirati s
A
(1) @& b o=  (w>0
(1+b e~cut)lin

gdje je A nivo zasienja, a , koeficijent
asimetrije. Kaze se da je funkcija (12) po-
zitivne (negativne) asimetrije ako je ;<1
(w>1). Ako je u=1, funkcija (12) prelazi
u poznatu logisti¢ku funkciju (vidi [9]).

Problem najmanjih kvadrata za pro-
cjenjivanje coptimalnih parametara asimet-
ri¢ne S-funkcije (12) nije uvijek rjesiv (vi-
di [15]). Egzistencija optimalnih parame-
tara zahtijeva da podaci imaju svojstvo
preteznog rasta i da nivo zasidenja A bu-
de dovolino udaljen od empirijskih poda-
taka (viSe o tome vidi u [15]).

U ovom sluéaju je problem dobre po-
cetne aproksimacije od posebne vaZnosti,
jer je u veéini sluéajeva numericki itera-
tivni postupak mnestabilan. Zato grafi¢ki
prikaz minimizirajude ploche moze biti od
znacajne pomodi.

4.1. Sfunkcija s pozitivnom asimetrijom

Funkcija (12) je S-funkcija s pozitiv-
nom asimetrijom, ako je Xoeficijent asi-
metrije ‘u<l. Za tocku infleksije S-funk-
cije

1 0 A
(13) I (——— In —;
C[u b (1 + ‘u) 1‘f/llL
u slu¢aju pozitivne asimetrije vrijedi (vi-
di [6]): y; <A/2.

PRIMJER 3. Promatramo podatke o
potrosnji elektri¢ne energije u domadin-
stvima Opdéine Osijek u periodu od 1973.
do 1985. godine prikazane u Tabeli 1. (stu-
pac f)

odst. stopa

godina t. b, f; @) u9, rasta
1975. 0 1 1065 1102 33 163
1976. 1 1 1216 1216 0O 9.5
1977. 2 1 1275 1332 43 8.7
1978. 3 1 1575 1447 89 79
1979. 4 1 1587 1561 17 72
1980. 5 1 1666 1672 04 6.6
1981. 6 1 1756 1780 13 5.9
1982. 7 1 1827 1883 30 5.4
1983. 8§ 1 2034 1981 27 48
1984. 9 1 1959 2674 50 43
1985. 10 1 2250 2161 41 39
1986. 11 1 2290 2242 21 35
1987. 12 1 2263 2317 23 31
1989. 14 2450 24
1991. 16 256.0 20
1993. 18 265.1 1.5
1995. 20 2724 1.2

|

Tabela 1. Potro$nja elektri¢ne energije u
domadinstvima Opéine Osijek (u
GWh).
Uz pretpostavku o nivou zasidenja od
300 GWh i uz koeficijent asimetrije n=
0.45 dobivamo funkciju (12) uz

b*=0.5695 i c* =0.28334

Prognozirane vrijednosti nalaze se u
Tabeli 1. u stupcu s oznakom f(t). Odstu-
panja stvarnih od teoretskih vrijednosti
su malena, §to potvrduje i koeficijent pri-
lagodavanja: 3.8%. U posljednjem stupcu
tabele vidi se kretanje stope rasta pot-
rosnje elektri¢ne energije.b

4.2. S-funkcija s negativnom
asimetrijom

Funkcija (12) je S-funkcija s negativ-
nom asimetrijom ako je koeficijent asi-
metrije 4 > 1. Za totku infleksije (13) S-

6) Sva_numeri¢ka jzralunavanja u radu izvedena
su_na bazi vlastith FORTRAN - programa prila-
godenih PC radunarima.
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-funkcije u slufaju negativne asimetrije
vrijedi (vidi [61): y; > A/2.

PRIMJER 4. Promatramo podatke o
broju stanovnika Jugoslavije (u milijuni-
ma) od 1921. do 1981. godine u godinama
popisa prikazane u Tabeli 2. (stupac f).

odst. stopa

godina t. Db, £, f(t) u? rasta
1921. 1 1 12545 12366 15 1.2
1931, 11 1 14334 13879 47 1.1
1948. 28 1 15841 16,615 47 1.0
1953. 33 1 16991 17439 26 09
1961. 41 1 18549 18753 11 09
1971, 51 1 20522 2035 08 08
1981. 61 1 22424 21875 25 07
1991. 71 1 23.270 0.6
2001. 81 1 24515 0.5

Tabela 2. Kretanje broja stanovnika Jugo-
slavije (u milijunima)

Uz pretpostavku o nivou zasi¢enja A =

30 milijuna, i uz koeficijent asimetrije

lu=2, dobivamo funkciju (12) uz

b* =15.02739 i c*=10.014277

Prognozirane vrijednosti nalaze se u
Tabeli 2. u stupcu s oznakom f(t). Odstu-
panja stvarnih od teoretskih vrijednosti su
malena, $to potvrduje i koeficijent prila-
godavanja: 2.9%, U posljednjem stupcu ta-
bele vidi se kretanje stope rasta broja
stanovnika Jugoslavije.

Na Slici 6. prikazana je ploha odgova-
rajuée minimizirajuée funkcije (2).

PLOHA MINZMIZIRAJUCE FUMNKCLIE
( 8-funkeila s negativnom asimetrijom )

Siika 8.

5. PERIODICNA FUNKCIJA

U svrhu istrazivanja periodi¢nih utica-
ja u podacima ima smisla promatrati funk-
ciju oblika
(14) f =P (1) +T (t)
gdje je P pclinom,” a T trigonometrijska
funkcija. U [11] promatra se siucaj kada
je P konstanta, a odgovarajuc¢i problem
najmanjih kvadrata rjeSavao se kao sepa-
rabilni problem najmanjih kvadrata (vi-
di [3D).

Mi ¢emo promatrati funkciju oblika

n 2nt
(15) f (t)y=a+bt+ > c; sin
i=1 ®

i
gdje ¢emo primijeniti viSestepenu metodu
najmanjih kvadrata.

Prvo ¢emo rijesiti linearni problem naj-
manjih kvadrata za funkciju

(16) £ ()=a+bt

Na taj nadin procijenili smo linearnu
komponentu u podacima. Sa (a*, b*) oz
na¢imo optimalne vrijednosti parametara
dobivene prilikom rjeSavanja tog proble-
ma.

Nakon toga rijesit éemo problem naj-
manjih kvadrata za funkciju
2t
17) f(t; ¢, w)=a*+b* t+4csin

W

Ovo je nelinearni problem najmanjih
kvadrata i moZemo ga rije$iti nekom me-
todom navedenom u [2] 1li [12]. Tako do-
bivamo amplitudu c* i period (y* periodic¢-
nog uticaja na podatke.

Na isti nacdin postupak mocZemo nasta-
viti istraZivajuéi ostale periodi¢ne uticaje.

NAPOMENA 2. Jasno je da ovakva vide-
stepena metoda najmanjih kvadrata ne da-
je optimalne vrijednosti traZenih parame-
tara. Problem odredivanja optimalnih pa-

. rametara ovakvih funkcija u sustini je vrlo

sloZzen numeri¢ki problem (vidi [3], [11], a
algoritam predioZen u ovom radu nume-
ricki je jednostavniji i s obzirom na kvali-
tetu ulaznih podataka, daje zadovoljavajucu
toCnost rezultata.

7) Umjesto polinoma, mogu se koristiti i druge
funkcije. Npr. ako promatrana pojava pokazuje ten-
denciju eksponencijalnog ponasanja, umjesto polinoma
P, moZe koristiti eksponencijalna funkcija.
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PRIMJER 5. Promatramo mjesetne po-
datke o potros$nji elektri¢ne energije u do-
macdinstvima Opdine Osijek (u GWh) u pe-
riodu od 1982 do 1985. godine vidljive na
Slici 8.

POTROINJA ELEKTRIGNE ENERGLIE DOMASINSTVA OPCINE

0 8IJEK u periodu 1076-1987 ( u GWh)
( perioditna fankeija )

£imz §ndex

Blika 8.

Rjesavanjem linearnog problema naj-
manjih kvadrata za funkciju (16) dobivamo

a* = 50.25 i b* = 02629

Nakon toga, primjenom Metode nivoa iz
[12], rje$avame problem najmanjih kvadra-
ta za funkciju
(18) f(t; ¢, ) = 5025 4 02629 t +

. 2t
+ ¢ sin

. . w
i dobivamo

c* = 1.3125 i w* = 12.2629

Broj * pokazuje da mjeselni podaci
o potrosnji elektriéne energije imaju peri-
odi¢no ponasanje s pribliznim periodom od

12 mjeseci, $to potpuno odgovara stvarnom
uticaju godi$njih doba. Amplituda c* poka-
zuje da potrosnja moze biti manja ili veca
za 1.3 GWh od prosje¢ne potrosnje. Koefici-
jent smjera linearnog trenda b* pokazuje
tendenciju rasta potrosnje elektricne ener-
gije.

Primjenom predloZene viSestepene me-
tode najmanjih kvadrata mogu se istraziti
i ostali (ispodgodisnji ili iznadgodiSnji) pe-
riodiéni uticaji na potrosnju elektri¢ne e-
nergije u domadinstvima.

Primijetimo, na kraju, da ploha odgova-
raju¢e minimizirajuée funkcije (2) ima vise
lokalnih minimuma, $to se vidi i na Slici
7. Zbog toga je vazno imati dobru pocetnu
aproksimaciju prilikom rje§avanja proble-
ma najmanjih kvadrata za funkciju (18).

PLOHA MINIMIZIRAJUCE FUNKCLIE
( perioditna fankelja )

Sltka 7.
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used in economic research.

Summary

THE APPLICATION OF THE GRAPHICAL POSSIBILITIES OF PC’s IN SOL-
VING NON-LINEAR SQUARE PROBLEMS

Set data and postulated function-models often serve as a basis for solving
certain non-linear square problems in the field of economic research. Such
problems cannot always be solved, but if they can it is by means of numerical
iterative processes which significantly depend on the choice of initial approxi-
mation. This paper aims at showing certain graphical possibilities in applying
personal computers while defining the initial approximation of these iterative
processes. Through the choice of various economic examples we have shown
an enormous potential for the application of such function-models which are




