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Merenje produktivnosti faktora  
proizvodnje omogućava određivanje 
njihovog vrednosnog doprinosa ukup
noj proizvodnji, što ima izuzetan s- 
konom ski značaj. Tradicionalna eko
nom ska teorija predstavlja proizvod
nu funkciju  uz pretpostavku da po
stoje dva utroška (rad i kapital), koji 
su kontinuelno varijabilni i supstita- 
bilni u svakoj vrednosti funkcije. 
Zbog toga se proizvodna funkcija  ko
risti za izražavanje efikasnosti proiz-

UVOD

Merenje produktivnosti faktora proizvod
nje odavno je okupiralo pažnju ekonomista. 
Jer dok je  njihova optim alna kom binacija 
problem  tehnološke prirode, određivanje 
njihovog vrednosnog doprinosa ukupnoj 
proizvodnji p itanje je  od velikog ekonom
skog značaja.

Tradicionalna ekonomska teorija  pred
stavlja proizvodnu funkciju uz pretpostav
ku da postoje dva u troška — rad  i kapi
tal — koji su kontinuelno varijabilni i 
supstitabilni u svakoj vrednosti funkcije. 
Proizvodnja se, kao rezultat upotrebe tih 
utrošaka, posm atra (uz pretpostavku tehno
loške optimizacije) kao jedinstvena m aksi
m alna količina proizvoda pod datim  uslo- 
vima, za svaku kom binaciju proizvodnih 
utrošaka.

Proizvodna funkcija prem a tom e pred
stavlja efikasne proizvodne mogućnosti na 
bazi tokova uloženog rada i usluga posto
jećeg kapitalnog stoka, p ri čemu se p re t
postavlja da su problem i tehnološke maksi- 
mizacije već rešeni. Zato se u  dobijanju  em
pirijskih ocena param etara  proizvodne funk
cije m oraju  koristiti ne podaci o postojećim  
količinama, već efektivno korišćenim ni
voima proizvodnih utrošaka.

Svođenje svih proizvodnih u trošaka na 
samo dva (rad i kapital) predstavlja  veliko 
pojednostavljenje, čak i uz pretpostavku 
da se svi proizvodni faktori zaista i mogu 
svesti na samo ova dva, je r  postoje različiti 
vidovi ta  dva faktora korišćena u proizvod
nji. Ni sve vrste korišćenog kapitala ni sve 
vrste uloženog rada nisu homogene i teško 
ih je  agregirati. Njihovo agregiranje bilo 
bi opravdano samo pod uslovom da je 
m arginalna stopa supstitucije između bilo 
koje vrste jednog od tih faktora nezavisna 
od svake vrste drugog faktora, kao i pod 
uslovom da su ti agregat'i linearne homo
gene funkcije različitih podvrsta.1 Zato se 
problemi agregacije javljaju  već u okviru 
jednog preduzeća, a posebno u slučaju raz
ličitih vrsta proizvodnje, ili na još višem 
stepenu agregacije.

Osim ova dva faktora proizvodnje, po
nekad se u prim eni proizvodne funkcije u 
poljoprivredi kao nezavisni faktor tre tira  i 
zemljište, m ada u opštem  slučaju proiz-

1) V ideti o tom e: W allis, K .F .: Topics in  Applied  
E conom etrics , Gray-M ills Pub lisch ing , London 1973.

voamn mogućnosti na bazi tokova  
uloženog rada i usluga postojećeg ka
pitalnog stoka, pri čem u se pretpo
stavlja da su problem i tehnološke 
m aksimizacije već rešeni.

* R ad p red s tav lja  dio is traž ivačk ih  rezu l
ta ta  p o tp ro jek ta  »Zakon v rijed n o sti u  funkciji 
u p rav ljan ja  razvojem «, kojeg  kao dio  p ro jek ta  
»Fundam entalna is traž iv an ja  u  ekonom iji«  fi
n ancira  SIZ znanosti SR H rvatske  u razdob lju  
1987-1990. godine.
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vodne funkcije može biti i više proizvodnih 
utrošaka, a ponekad se u funkciju ekspli- 
citno uključuje i neopredmećeni tehnički 
progres. No najčešće se tehnološkom pro
gresu pripisuje rezidualni deo funkcije.

Budući da je  proizvodna funkcija rezul
ta t tehnoloških ograničenja, ona se ne mo
že koristiti za testiran je  ekonomskih hipo
teza. Naime, stvarne opservacije su rezul
ta t ekonomskih odluka u  kojim a je proiz
vodna funkcija samo jedno ograničenje. 
Stoga se ona koristi, uz teoriju  marginalne 
produktivnosti, da obezbedi objašnjenje fak- 
torskih cena i optim alne nivoe faktorskih 
u trošaka i tako na makroekonom skom  ni
vou igra centralnu ulogu u  analizi ras ta  i 
raspodele. Međutim, na m ikro nivou, prob
lemi mogućnosti supstitucije i ekonomije 
obima otežavaju korišćenje proizvodne funk
cije.

Raspoloživi podaci potrebni za ocenu 
param etara  proizvodne funkcije na m ikro 
nivou daju  osnov za ocenu redukovane for
me i otvaraju  problem  identifikovanosti 
funkcije, koja je  samo jedna od jednačina 
šireg modela sim ultanih relacija. Cene, ka
pital, rad  i proizvodnja determ inišu se sis
temom sim ultanih jednačina i nijedna od 
ovih varijabli ne može se posm atrati kao 
egzogeno data.

Proizvodna funkcija, prem a tome, neće 
b iti identifikovana ako se na prim er uslovi 
m arginalne produktivnosti ne mogu razdvo
jiti od nje.

Pretpostavlja se da je  linija iste pro
izvodnje za različite kombinacije u trošaka 
(izokvanta) konveksna — da m arginalna sto
pa supstitucije opada pri većoj supstituciji 
jednog faktora drugim. (Pri sm anjenju u t
roška jednog faktora, potrebno je  sve više 
jedinica drugog faktora da nadoknadi sma
njenje za jednu jedinicu u troška prvog fak
tora, da bi se proizvodnja održala nepro- 
menjenom). Zato proporcionalna prom ena 
odnosa utrošaka kao rezultat proporcional
ne prom ene m arginalne stope supstitucije 
m ora b iti pozitivna. Taj se odnos naziva 
elastičnost supstitucije:
(1.5) a =  dlog (K/R)/dlogS >  0
i m eri lakoću supstitucije m eđu proizvod
nim faktorim a.

Kad elastičnost supstitucije iznosi nula, 
nije moguća supstitucija (faktori se kombi- 
nuju u fiksnoj proporciji), a što je  veća 
vrednost elastičnosti supstitucije, to je  lak
ša supstitucija među faktorim a.

Za proizvodnu funkciju se po pravilu 
pretpostavlja da je  homogena funkcija, na
ime da je  porast proizvodnje proporciona
lan porastu  faktora, te  da ne može doći do

(veće) proizvodnje bez (porasta) utrošaka 
faktora. Pretpostavim o da se i rad  i kapital 
povećaju nekim umnoškom, onda će proiz
vodnja porasti prem a
(1.6) f (hK, h R )= h n f  (K,R) =  hnP,
gde n predstavlja stepen homogenosti funk
cije, naime stepen ekonomije obima, ili e- 
lastičnost razmere. Kad je n  =  1, prinosi e- 
konomije obima su konstantni (povećanje 
u troška rezultira u povećanju proizvodnje u 
istom  procentu), a rastući ili opadajući p ri
nosi su označeni vrednošću n većom ili ma
njom  od 1 (kad povećanje utrošaka u odre
đenom procentu dovodi do povećanja pro
izvodnje u većem, odnosno m anjem  procen
tu).

Važna osobina homogene funkcije data 
je  Eulerovom teoremom, po kojoj je  suma 
m arginalnih proizvoda faktora ponderisa- 
nih količinama, faktora jednaka proizvodu 
pomnoženom stepenom  homogenosti funk
cije:
(1.7) P’ (K) K + P ’ (R) R — nP.

U slučaju linearne homogenosti proiz
vodne funkcije (n =  1), dakle u  slučaju kon
stantnih prinosa, ako se faktori plaćaju u 
visini svojih m arginalnih produktivnosti, ti
me se upravo iscrpljuje proizvodnja, i ne
ma ni gubitka ni viška proizvoda.

Linearna homogena proizvodna funkcija 
se može izraziti u »per capita« obliku, kao 
funkcija samo jedne varijable:
(1.8) P/R =  f (K/R, R/R).
Označimo sa k =  K/R kapitalnu oprem lje
nost rada, a sa p =  P /R  produktivnost rada 
(proizvod po radniku ili radnom  času); on
da se gornji izraz svodi na:
(1.9) p =  f (k),
odnosno na predstavljanje prosečnog pro
izvoda (po radniku) kao funkcije proseč- 
ne oprem ljenosti rada kapitalom. Budući 
da je  odnos kapitala i rada determ inisan 
tehnologijom, ovakva funkcija se može oce- 
njivati na uporedivim podacim a u jednom 
vremenskom trenutku, ili na vremenskim 
serijam a, ali uz uključivanje tehnološkog 
progresa.

U literaturi su obrađivani različiti obli
ci proizvodnih funkcija.2 Ponekad se dele 
u grupe prem a ekonomiji obima kao krite- 
rijum u (na prim er: funkcije sa opadajućim  
prinosima, funkcije sa sukcesivno rastućim  
i opadajućim  prinosima). Ali daleko najpoz
natija  klasa proizvodnih funkcija su funk
cije sa konstantnom  elastičnošću supstitu-

2) š i r i  p reg led  da je  H orvat, B.: E ko n o m ska  ana
liza, P roizvodnja i tehno loški progres, PFV »Oecono- 
m ica«, B eograd  1972.
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čije. Među funkcijam a sa konstantnom  ela$- 
tičnošću supstitucije, izdiferencirane su fun
kcija sa nultom, jediničnom i konstantnom  
elastičnošću različitom od nule ili jedinice.

Kada se elastičnost supstitucije sm atra 
konstantnom , to znači da se ona ne m enja 
usled prom ena u  relativnim  količinama ut- 
rošaka proizvodnih faktora ili usled prom e
na u faktorskim  cenama. Međutim, prom e
né tehnologije proizvodnog procesa menja- 
ju  elastičnost supstitucije za svaki nivo fak- 
torskih u trošaka ili cena.

Nultu elastičnost supstitucije ima funk
cija Leontiefa. Nju karakteriše fiksna pro
porcija u trošaka faktora, tako da je  za da- 
tu  veličinu proizvodnje nivo faktora jedin
stveno određen i supstitucija među njim a 
je nemoguća. Prim ena ove funkcije je  vrlo 
oskudna, zbog nerealnog ograničenja, osim 
u slučaju istraživanja na m ikro nivou, kad 
na prim er optim alna upotreba konkretne 
mašine zahteva fiksiran broj radnika (re
cimo dva).

Jedinična elastičnost supstitucije karak
teriše Cobb-Douglasovu proizvodnu funkci
ju, a konstantna elastičnost supstitucije CES 
proizvodnu funkciju.

2. Cobb-Douglasova proizvodna funkcija 
(CD)

Funkciju za koju je  karakteristična je
dinična elastičnost supstitucije definisali su 
još pre pola veka Cobb i Douglas3. Njen 
oblik je m ultiplikativan:
(2.1) P =  AK»RJ>
a stepen homogenosti je  a + b , je r  je

f (hK, hR) =  A (hK)a (hR)'> =
ha+ti AKa R b =  ha + b p.

Otuda funkcija označava konstantne prino
se ako je  zbir eksponenata a + b  jednak jedi
nici. Tada se proizvodnja po radniku može 
predstaviti kao sledeća funkcija kapitalne 
oprem ljenosti rada:
(2.2) p =  Aka,
gde je p =  P/R, k =  K/R.

Marginalni proizvodi rada i kapitala do
bij a ju  se kao parcijalni izvodi funkcije s 
obzirom na relevantne argumente:
(2.3) P’(R) =  bAKa Rb-i =  b(P/R);

P’(K) =aA K a-i Rb =  a(P/K).
Otuda su elastičnosti proizvodnje s obzirom 
na kapital i rad:
(2.4) P’(K)/(P/K) =  a; P’(R)/(P/R) =  b.

3) Cobb C. W. — D ouglas, P.: »A. Theory of 
Production«, Am erican E conom ie R eview  (suppl.), vol. 
18, 1928.

Zato, u slučaju da je  a < l ,  m arginalni pro
izvod kapitala opada sa porastom  kapital
ne oprem ljenosti rada k.

M arginalna stopa supstitucije kapitala 
radom  je
(2.5) S =  P,(R)/P’(K) =  b(P/R)/a(P/K) =  

(b/a)/(K,/R),
a elastičnost supstitucije
(2.6) o=dlog(K,/R)/d [log(b/a)+log(K /R )]= l.

2.1 Problem optimizacije

Pri rešavanju problem a m inim iziranja 
troškova (uz zadate cene faktora: i — cena 
kapitala i, w — nadnica, lični dohodak rad
nika po radnom  času), pod ograničenjem 
zadate proizvodne funkcije, Lagrangeova 
funkcija

L =  iK +w R  — p[P — F(K,R)]
za postizanje minim um a troškova daje uslo- 
ve prvog reda:
(2.7) L’ (K) =  i+ p F ’ k =  0 ;

L’ (R) =  w + pF’ r; P =  F (K, R).
Odatle, deljenjem  prve dve jednačine, opti
malno rešenje se dobij a p ri izjednačenju 
marginalne stope supstitucije sa odnosom 
faktorskih cena:
(2.8) F’k/F’r  =  i/w,
a elastičnost supstitucije je  da ta  kao pro
centualna prom ena kapitalne oprem ljenosti 
rada usled jednoprocentne prom ene odnosa 
faktorskih cena:

c =  dlog(K/R)/dlog (w/i).
Za Cobb-Douglasovu funkciju, iz izraza 

za m arginalnu stopu supstitucije (2.5) i uš
lo va (2.8) sledi:

(b/a)/(K/R) =  w/i, 
odakle je

R = [ (b /a ) / ( i  w)] K
što zam enjujući u proizvodnu funkciju daje 
vrednosti u trošaka koje m inim iziraju troš
kove (n =  a+ b):
(2.9) K =  (PA) 1» [(b/a) (i/w)]-V«

R =  (P/A)1/“ [(ab ) (w/i)]-*/n
i funkciju troškova koja se može iskazati 
u linearnom  logaritam skom  obliku:
(2.10) logT =  logC +(l n) logP+(a/n) log i+  

+ (b/n) log w
gde je konstanta C =  n (Aa;>bb) r ".

Ako se cena proizvoda označi sa c, pro
blem m aksim iranja profita  uz ograničenje 
proizvodne funkcije rešava se preko Lag- 
rangeove funkcije
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L =  cP — iK — wR — [i [P — F(K,R)] 
sa uslovima prvog reda:
(2.11) p = n , pF’k  =  i, [xF’r  =  w,
odakle se pod pretpostavkom  konstantnih 
prinosa dobijaju  takozvani uslovi m arginal
ne produktivnosti — za svaki proizvodni 
faktor, vrednost m arginalnog proizvoda mo
ra  biti jednaka faktorskoj ceni:
(2.12) w =  c (bP)/R, i =  c (aP)/K.

Otuda, eksponenti originalne funkcije 
(2.1) a i b mogu se in terp re tira ti kao udeli 
kapitala i rada u  vrednosti proizvodnje:

(2.13) a =  iK/cP, b =  wR/cP.

Njihovo je, dakle, značenje višestruko; pa
ram etri a i b označavaju: a) elastičnost pro
izvodnje s obzirom na relevantni proizvodni 
faktor, b) udeo odnosnog proizvodnog fak
to ra  u  vrednosti proizvodnje i c) zbir a + b 
predstavlja elastičnost razm era — stepen 
ekonomije obima.

2.2 Problemi ocenjivanja na uporednim  
podacima

Proizvodna funkcija i uslovi m arginal
ne produktivnosti, pisani u  logaritam skom  
obliku, daju  linearni sistem relacija:

logPj — alogKj —blogRj — logA =  logu,. 
(2.14) logPj — logK. —blog(i/c)+ loga =  logu2j 

logPj — logRj — log(w/'c)+logb =  logu-1

U svaku jednačinu uključen je  i sto- 
hastički član (greška jednačine) da označi 
slučajna odstupanja od utvrđene prosečne 
zavisnosti. U proizvodnoj funkciji greška 
Ui| predstavlja razlike u tehničkoj ili pro
izvodnoj efikasnosti pojedinih opservacija 
(u slučaju uporednih podataka j označava 
j-tog proizvođača). Greške u?i i u3j označa
vaju slučajne razlike pojedinih opservacija 
u ekonomskoj efikasnosti — uspešnost u 
postizanju uslova m arginalne produktivno
sti (ako nije zadovoljeno u2j =  u3j =  1 ne 
postiže se m aksim um  profita).

Da bi se iz struk turne forme mogli do
biti koeficijenti redukovane forme, potreb
no je  da m atrica param etara  B uz endoge
ne varijable modela (logP, logK, logR) bude 
nesingularna. A budući da je determ inanta 
ove m atrice:

1 —a —b 
1 —1 0 
1 0 —1

=  1 — (a+b)

to je  očigledno da u  slučaju konstantnih 
prinosa (a+ b  =  l) ne možemo dobiti reše- 
nja, je r ne postoji inverzna m atrica B -1. 
U stvari, moguće je  pokazati1 4 da uslov dru
gog reda za m inim iziranje troškova zahteva 
da prinosi budu opadajući ( a + b < l) , a tako- 
đe i uslovi drugog reda za m aksim iranje 
profita.5 6

štaviše, ako se cene tre tira ju  kao kon
stantne vrednosti, um esto kao egzogene va
rijable (ako se sm atraju  varijablam a m ora
le bi da se razlikuju od opservacije do op
servacije, što nije odlika perfektne konku
rencije), onda se proizvodna funkcija ne mo
že identifikovati, je r  se u  statističkom  smi
slu ne razlikuje od linearne kombinacije 
druge dve funkcije. Uslovi m arginalne pro
duktivnosti (druge dve funkcije sistema) 
identifikovani su po uslovu reda, je r svaki 
isključuje po jednu endogenu varijablu si
stem a i uvodi još po jedno linearno homo
geno ograničenje na param etre.

Da bi se postigla identifikovanost pro
izvodne funkcije, bilo bi potrebno dodati 
nove egzogene varijable u druge dve funk
cije sistema, ili uvesti nova ograničenja. 
Jedna mogućnost je dozvoliti da cene fak
tora variraju  po opservacijam a (napuštanje 
pretpostavke o potpuno slobodnoj konku
renciji). Druga je  uključiti u uslov m argi
nalne produktivnosti kapitala i nivo kapi
talnog stoka sa početka perioda (prema te
oriji delimičnog prilagođavanja, je r se p ra 
mena investicija ne odvija trenutno i pot
puno). Naravno, to bi onda zahtevalo uklju
čivanje vremenskih serija u analizu.

Treća je mogućnost uvesti pretpostav
ku o striktnoj nezavisnosti tehničke i eko
nomske efikasnosti (slučajnih komponena
ta jednačina), tako da se statistički može 
razlikovati prva jednačina sistem a od line
arne kombinacije druge dve, usled uvede
nog ograničenja na greške jednačina.

S druge strane, pod izvesnim uslovima, 
kao što je to na prim er slučaj sa proizvod
njom  električne energije, ili drugih »javnih 
usluga«, kad se proizvodnja ne može pre
tvarati u zalihe već zavisi od tražnje i dru
gih uslova eksternih za proizvođača, nivo 
proizvodnje se ne tre tira  kao endogena, već 
predeterm inisana varijabla,5 pa se više ne 
postavlja pitanje identifikovanosti proizvod
ne funkcije.

Ocenjivanje param etra  vrednosnog u- 
dela rada (b) može se vršiti i iz jednačine

4) C ram er, J.S .: E m pirica l E conom etrics , N orth- 
-H olland, A m sterdam  1969.

5) W allis, K. F., op . c it., s tr. 35-38.
6) Neriove, M.: R etu rn s  to Scale in E lectric ity  

Supply, u knjizi: Zellner, A. Ed.): Readings in E co
nom ic S ta tis tic s  and E conom etrics , L ittle  & Brow n 
B oston  1968.
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uslova m arginalne produktivnosti (2.12), što 
zahteva ocenjivanje stohastičke funkcije:

b(Pj/Rj) =  (w /c) u3j j =  l. 2 . . . .N  
Po logaritm ovanju funkcije

logb =  log [(wRj)/cP j)]+  log u3.

moguće je  prim eniti linearnu ocenu; ali za 
N opservacija logb se može dobiti kao pro
šek:

(2.15) logb =  (1/N) 2 log [(wRj)/(cPj)]

što predstavlja nepristrasnu i konzistentnu 
ocenu (ako je  očekivana vrednost greške 
jednačine jednaka nuli).7

U stvari, ocena param etra  b (kao an- 
tilog ocenjenog prošeka) predstavlja  geo
m etrijsku sredinu udela rada  u ukupnoj 
vrednosti proizvodnje u uzorku:

b =  "j/it [(wR.)/(cP.)]
Pretpostavka od koje se ovde polazi je 

da su m arginalni proizvod rada  i nivo nad
nice izjednačeni, tako da je  p itanje nagrađi
vanja rada besmisleno testirati. Ocene pa
ram etara  a i b davače sumu blisku jedini
ci,8 ako se podaci fo rm iraju  prem a računo
vodstvenoj konvenciji raspodele ukupne vre
dnosti proizvodnje na kapital i rad. Zato je  
korišćenje ovakvog računovodstvenog iden
tite ta  za ocenu, recimo, optimalnog nivoa 
kapitala kao proizvodnog utroška, novi pro
blem identifikacije.

2.3 Problemi korišćenja vrem enskih serija

Svoju popularnost Cobb-Douglasova pro
izvodna funkcija duguje velikom b ro ju  stu
dija zasnovanih na vrem enskim  serijam a,9 
u kojim a se potvrđivala sa visokom statis
tičkom  značajnošću. Najčešće su ocenjiva- 
ne vrednosti param etara  a i b davale zbir 
nesignifikantno različit od jedan, a funkcija 
u  per capita obliku ocenu param etra  sa 
znatno m anjom  standardnom  greškom  oce
ne, je r  je  izbegnuta m ultikolinearnost u 
funkciji (dva proizvodna faktora svedena na 
jednu eksplanatornu varijablu, odnos pro
izvodnih faktora).

7) P ostupak  je  p redložio  K lein , L.R.: A. T ex tbook  
of E conom etrics , R ow  & P eterson , E vanston  111., 1953, 
s tr .  226-236.

8) U s tv ari, ko rišćen je  geom etrijske  s red in e  u
oceni p a ra m e ta ra  a  i b , davače n jih o v u  sum u  nešto  
ispod  jed in ice , kako  je  pokazao W alters, A.A.: 
»Production  an d  C ost Functions: An E conom etric
Survey«, E conom etrica , Vol. 31/1963., s tr .  1-66.

9) Počevši od  s tu d ije  sam og D ouglasa, P .H .: »Are 
th e re  law s of P roduction?«, A m erican  E conom ic  R e
view , Vol. 38/1948., s tr .  l-4 i, u  ko jo j je  »potvrđena« 
p re tp o stav k a  o k o n s tan tn im  p rinosim a, i  d ru g a  is tra 
živanja su  davala zak ljučke  o jak o j reg resiono j vezi 
ove v rs te  na  d ru g i ro k .

Linearna aproksim acija Cobb-Douglaso- 
ve funkcije, dobijena logaritm ovanjem  ori
ginalnog izraza, uz uključivanje stohastičkog 
člana koji predstavlja slučajna odstupanja 
u  pojedinim  periodim a t  od prosečne rela
cije, data je  izrazom:
(2.16) log Pt =  log A + a log Kt+ b  log Rt+ u t

Predstavljajući varijable kao centrirane 
vrednosti, obeležene m alim  slovom da ozna
če vrednosti u  pojedinačnim  periodim a me- 
rene odstupanjim a od uzoračke aritm etič
ke sredine (logpt =  logPt — logP =  log[PT/P], 
gde vrednost bez vremenskog indeksa ozna
čava prošek u  uzorku), dobija se:
(2.17) log(Pt) =  a log(kt) blog (rt) +  (wf+u)

pretpostaviti nepromenljive odnose cena, 
Leva strana ovog izraza može se pisati kao

(2.18) log(Pt/P) =  log[ 1 +  (Pt — P )/P ].

A kako je moguće izraz log (l+ x ) pojedno
staviti:

log (l+ x ) =  x — x2/2 + x 3/3 — x,
— l < x < l

za male vrednosti x, je r  svi članovi osim 
prvog u navedenoj seriji teže nuli zbog eks
ponenta većeg od 1, to se i izraz (2.18) mo
že pisati aproksim ativno

log [ l  +  (Pt - P ) / P ]  Pt/ P - 1 ,

tako da jednačina (2.17) postaje

(2.19) (Pt/P) -  1 =  a [(Kt/K) -  1] +  
b [(Rt/P) — 1]

a proizvodnja se može predstaviti10:

(2.20) Pt =  a (P/K) Kt+ b  (P/K) Rt+
(1 — a — b) P.

S druge strane, budući da je  realno 
pretpostaviti neprom enljive odnose cena, 
podaci zadovoljavaju istovremeno i računo
vodstveni identitet:
(2.21) Pt =  (i/c) Kt+(w /c)R t

tako da se može očekivati da je  ispunjeno:

(2.22) i/c =  a (P/K), w/c =  b  (P/K),
1 — a — b =  0.

Otuda se može očekivati da ocenjene 
elastičnosti proizvodnje s obzirom na rad  
i kapital, iz proizvodne funkcije, budu pri-

10) P rem a: W allis, K .F ., op . c it., s tr .  4648.
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bližno iste ocenjenim faktorskim  udelima u 
vrednosti proizvodnje, iz uslova m arginal
ne produktivnosti (a as iK/'cP, b a; wR/cP), 
kao i da ocenjeni param etri pokazuju ne- 
signifikantno odstupanje od konstantnih pri
nosa. Ovo naravno stoga što se postavljena 
regresiona funkcija ne može razdvojiti od 
računovodstvenog identiteta.

Prem a tome, visoko značajni statistički 
rezultati na osnovu kojih se može zaklju
čiti da su konstantni prinosi, preovlađujući 
u  većini proizvodnih grana, u velikom broju  
studija  i na bazi dugoročnih vrem enskih 
serija, samo su rezultat ocenjivanja raču
novodstvenog identiteta, um esto nezavisne 
proizvodne funkcije, koja bi se mogla iden- 
tifikovati nezavisno od uslova marginalne 
produktivnosti.

2.4 Uvođenje tehničkog progresa

Umesto konstantnog koeficijenta A ko
jim  se predstavlja  uticaj postojeće tehno
logije u proizvodnoj funkciji (2.1), promene 
u tehnologiji do kojih dolazi tokom  vreme
na, a koje se odražavaju kao pomaci pro
izvodne funkcije (za razliku od pom eranja 
pozicije duž proizvodne funkcije, usled pro
mene kom binacije utrošaka), predstavljaju  
se kao funkcija vremena:
(2.23) Pt =  A (t) Kta Rtk

U p itan ju  je  takozvani neopredmećeni 
tehnički progres (za razliku od opredmeće- 
nog, do koga dolazi usled novog investiranja 
u kapital ili rad, te  uvođenja produktivni
jih  — nehomogenih jedinica proizvodnih 
faktora).

Osim toga, tehnički progres neutralan 
u Hicksovom smislu podrazumeva da pro
m ena tehnologije ne utiče na m arginalnu 
stopu supstitucije, odnosno ne m enja opti
m alnu proporciju  faktorskih utrošaka, osim 
u  slučaju prom ene odnosa faktorskih cena. 
Ne-neutralni tehnički progres, nasuprot to
me, dovodi do povećanja marginalnog pro
izvoda jednog faktora u  odnosu na drugi, 
tako da se odnos optim alnih količina u tro 
šaka m enja, te se može razlikovati tehnič
ki progres kojim  se štedi kapital (ako b 
opada u  odnosu na a) od progresa kojim  
se intenzivnije koristi kapital (kad a raste 
u  odnosu na b).

Zaobilazeći problem  neidentifikovanosti 
Cobb-Douglasove funkcije za slučaj konstan
tnih prinosa, poći ćemo od opšteg oblika 
proizvodne funkcije:11 11

11) P o stu p ak  je  razvio Solow, R.M .: »Technical 
Change an d  th e  Aggregate P ro duction  Function«, R e
v iew  o f E conom ics and  S ta tis tic s , vol. 39/1957, s tr . 
312-320, takođe  o kn jiz i Zellner, A. (E d.), op .c it., 
(1968).

(2.24) Pt =  A (t) F (Kt, Rt),

koju diferenciram o po vrem enu i delimo sa 
nivoom proizvodnje, da dobijemo propor
cionalnu stopu prom ene proizvodnje. Ako se 
sa P' označi izvod po vremenu, onda je  pro
porcionalna stopa promene:

P’/P =  A’F(Kt, R t)/P+A F’(K) K’/P +  
+AF’(r) R’/P

odnosno, pod pretpostavkom  da se faktori
ma isplaćuje vrednost njihovog marginalnog 
proizvoda: i =  cP’ (K), w =  cP’ (R), a ako 
zadržimo oznake za faktorske udele u  vred
nosti proizvodnje: a =  iK/cP i b = w R 'c P , 
ispunjeno je:

a =  P, (K) K /P  =  AF’ (K) K/P; 
b =  P’ (R) R/P =  AF’ (R) R/P 

tako da pređašnja jednačina postaje:
(2.25) P’/P =  A’/A + aK '/K + b R ’/R.

Pretpostavljajući konstantne prinose, 
a + b  =  l po Eulerovoj teoremi, i funkcija 
se može izraziti u  per capita obliku, p 
P/R. Proporcionalna stopa promene per ca
pita  izraza je
(2.26) p '/p =  p y p  — R ’/R, 

k ’/k  =  K’/K —-R’/R,
je r  je  izvod per capita proizvodnje po vre
menu

p ’ =  (P’/'R) — (P/R2) R’.
Zamenjujući izraze (2.26) u  (2.25) dobija 

se
p ’/p =  A’/A + a (k’/k + R ’/R) +
(b — 1) (R’/R),

što zbog jedinične sume faktorskih udela 
a + b  =  1 daje:
(2.27) p ’/p  =  A'/'A+a (k’/k).

Odatle se vidi da se godišnji indeks 
tehnološke prom ene može dobiti ako su po
znati godišnji podaci o proizvodnji po rad
nom času, korišćenom kapitalu po radnom  
času, kao i udelu kapitala u vrednosti p ro
izvodnje, tako što se izvod po vremenu (A’) 
zam enjuje pram enom  u  godišnjim  podaci
ma A (t) — A ( t — 1).

Pretpostavljajući da je  inicijalna vred
nost (u početnom, nultom , periodu) A (0) =  
1, serija  godišnjih indeksa tehničkog progre
sa se može konstruisati prem a izrazu
(2.28) A (t) =  A (t — 1) { 1 + [A (t) —

A ( t— 1)/A (t — 1)] J
Za prvu polovinu ovog veka, u SAD us

tanovljena je  na ovaj način godišnja stopa 
tehnološkog progresa od 1,5% godišnje, što 
predstavlja vrlo snažan ushodni trend 
A (t).12 Na taj način se može ocenjivati i
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koji deo porasta produktivnosti treba pri
pisati tehnološkom progresu, a koji deo ka
pitalnoj oprem ljenosti rada, prem a funkci
ji (2.27). Deljenjem godišnjih iznosa produk
tivnosti p (t) sa indeksim a tehnološke pro
mené A (t), dobija se ocena porasta pro
duktivnosti usled porasta kapitala. Tako je 
ustanovljeno u istoj studiji da se u raz
m atranom  periodu u  SAD 90% porasta  pro
duktivnosti može pripisati tehnološkom pro
gresu, a samo 10% porastu  kapitala.

Na ovaj način se u tehnički progres uk
ljučuje svako poboljšanje proizvodnog pro
cesa koje se ne može pripisati porastu  ka
pitala, pa i bolja obučenost i zalaganje rad
nika, dakle ljudski fak tor uopšte. Naravno, 
problem  ovakvog m erenja je  što zanem aru
je prom ene u sastavu proizvodnje, pa se u 
tehnički progres uvrštava i poboljšana pro
izvodna struk tura , u  smislu većeg učešća 
sektora koji koriste kom parativne predno
sti.

Iznos produktivnosti korigovan za teh
nički progres (p/A), prem a kapitalnoj op
rem ljenosti rada, može se izraziti i prem a 
Cobb-Douglasovoj form i proizvodne funk
cije, je r  pod uslovom konstantnih udela 
proizvodnih faktora u  vrednosti proizvod
nje (što se pokazalo kao realistična p re t
postavka), ova se form a dobro prilagođava 
podacima:
(2.29) log (p/A)t =  a log kt + u t.

2.5 Ograničenja Cobb-Douglasove funkcije  u 
prim eni

Ovde ćemo se pozabaviti teorijskim  og
raničenjim a Cobb-Douglasove funkcije i n ji
hovom proverom  u  praksi, kao i problem i
m a koji se jav ljaju  u  prim eni funkcije. Pri 
tome se pod ograničenjim a podrazumeva- 
ju  sledeća svojstva funkcije: funkcionalni 
oblik, eksplanatorni faktori, ekonom ija obi
ma, m ultikolinearnost, m erenje faktora i ag- 
regiranost, m erenje proizvodnje, varijabil
nost koeficijenata, sim ultanost relacija.

1. Kao što važi i za bilo koju drugu 
specifikaciju, i Cobb-Douglasova proizvodna 
funkcija predstavljaće dobru prezentaciju 
realnih podataka u  zavisnosti od toga koli
ko je  predložena specifikacija korektna. U- 
koliko m ultiplikativna form a ili linearna po 
logaritm im a dobro odslikava podatke, onda 
je  opravdano koristiti je. Iako, u  slučaju 
da nem a ekstrem nih vrednosti u  podacima, 
linearna funkcija pokazuje isto tako dobro 
prilagođavanje podacima, m ultiplikativan ob
lik uticaja proizvodnih faktora je  teorijski 
nužno koristiti, je r bi linearna funkcija da
vala »neekonomske« rezultate, ko na prim er 
stalno rastuće prinose.

2. Pored rada i kapitala, kao dva osnov
na proizvodna faktora, potrebno je  u  struk
turni oblik modela uključiti i sve ostale fak
tore za koje se pouzdano zna da utiču na 
povećanje proizvodnje. U slučaju da se neki 
relevantan eksplanatorni fak to r ne navede 
eksplicitno u  specifikaciji funkcije, njegov 
uticaj će m orati da bude pripisan drugim  
faktorim a i ocene param etara  funkcije će 
biti pristrasne. Takođe, budući da je  uticaj 
izostavljenog faktora obuhvaćen greškom 
funkcije, njen raspored je  takođe porem e
ćen, pa ni statistički testovi više neće biti 
pouzdani.

3. Zbog jednostavnosti, često se ograni
čenje konstantnih prinosa nameće bez em
pirijskog opravdanja. Da bi se u  praksi te
stirala hipoteza o konstantnim  prinosim a 
(Ho: a + b  =  1) prem a alternativnoj hipote
zi da su prinosi na prim er rastući (Hi: 
a + b  >  1). ili opadajući (Hi: a + b  <  1), for
m ira se statistika testa
t= [ (a + b )—i] \i [Var(a) + Var(b)+2Cov(a,b)j

(2.30)
koja im a Studentov raspored sa n — 3 ste- 
peni slobode (za veličinu uzorka označenu 
sa n  i tr i ocenjivana param etra: a, b  i  A) 
Sa a i b predstavljene su ocene param e
tara , a u  imeniocu su date ocene njihovih 
varijansi i kovarijanse. U slučaju da je  ap
solutna vrednost izračunate statistike veća 
od tablične t-vrednosti, odbacuje se nulta 
hipoteza u korist alternativne.

Ako pretpostavka o konstantnim  prino
sima nije ispunjena (a+ b + 1 ), onda udeli 
faktora u  vrednosti proizvodnje iznose a/ 
(a+b) i b /(a+ b) um esto a i b. Tada pla
ćajući faktorim a vrednost njihovog m argi
nalnog proizvoda trošim o više od vredno
sti proizvodnje u  slučaju rastućih  prinosa 
(w R + iK > c P ). odnosno m anje u  slučaju 
opadajućih prinosa (w R +iK <cP). Vrednost 
proizvodnje će se upravo iscrpsti samo ako 
faktore plaćam o prem a odnosu njihovih eks
ponenata (a/b), a ne prem a njihovoj visini.

4. Korišćenje proizvodnih faktora upo- 
redo u funkciji može dovesti do visokih 
standardnih  grešaka ocena param etara, zbog 
visoke m ultikolinearnosti između rada  — 
kapitala, posebno kad se rad i o istovrem e
nim  podacima, a ne vrem enskim  serijam a. 
Tada je, naime, tehnologija približno ista  za 
sve opservacije, pa se može očekivati isti 
iznos kapitalne oprem ljenosti rada. S druge 
strane, ako bi se podaci agregirali za ob- 
servacije različite po tehnologiji, onda bi 
zaista m ultikolinearnost u  funkciji bila m a
nja, ali bi dobijene ocene param etara  sada 12

12) F u n k c ija  je  ocen jivana  za p e rio d  1909-1949, 
Solow, R .M ., op .c it.
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izgubile značenje, je r bi se odnosile na kom
binacije heterogenih grana.

5. Stepen agregiranosti u  prim eni pro
izvodne funkcije ne b ira  se proizvoljno. Na
ime, u slučaju m ultiplikativne funkcije, ako 
je  ustanovljen oblik funkcije na nižem stup
n ju  agregatnosti, prostim  sabiranjem  poje
dinačnih slučajeva ne dobija se takav isti 
oblik funkcije i za njihov agregat. I obr
nuto, oblik utvrđen za privrednu granu neće 
važiti i za firm e unu tar te grane. Ovo obe- 
ležje Cobb-Douglasove proizvodne funkcije 
m ora se uvek im ati na umu.

Teorijski, proizvodna funkcija predstav
lja fizičku količinu proizvodnje kao rezul
ta t korišćenja isto tako fizički izraženih ko
ličina proizvodnih u trošaka. Međutim, s ob
zirom na heterogenost jedinica svakog po
jedinog u troška (časovi rada su promenlji- 
vog kvaliteta, a kako je  korišćenje kapitala 
u praksi teško m eriti, zam enjuje se kapi
talnim  stokom, sa vrlo heterogenim  sasta
vom), to su korišćeni agregati sa promen- 
ljivom i često nepoznatom strukturom . To 
je naročito izraženo u slučaju agregacije na 
m akroekonom skom  nivou, gde se funkciji 
više ne može pripisati uobičajena važnost 
u  objašnjenju tehničkih osobina pretvara
n ja  proizvodnih utrošaka u  gotov proiz
vod, i gde se zbog velike heterogenosti vi
še ne mogu koristiti fizičke jedinice mere.

Budući da se u agregatnom  predstav
ljan ju  proizvodnje i proizvodnih u trošaka 
kao ponderi fizičkim jedinicam a mere jav
lja ju  njihove cene, to  je  kauzalni tok pro
izvodne funkcije u stvari preokrenut. Ume- 
sto fizičkog procesa transform acije proiz
vodnih u trošaka u gotov proizvod, sada pa
ram etri funkcije u stvari predstavljaju  pro
ces distribucije vrednosti proizvodnje na 
proizvodne faktore. Uostalom, proizvodnu 
funkciju, kako je  već napom enuto, neoprav
dano je  posm atrati izdvojeno iz konteksta 
ekonomske optimizacije, odnosno iz modela 
sim ultanih ekonomskih relacija.

U trošak rada se obično m eri ukupnim  
brojem  utrošenih radnik-časova u  periodu 
opservacije, ponderisanim  najčešće nivoima 
plata, da se odslikaju relativni doprinosi u 
produktivnosti različitih nivoa složenosti ra
da i radnih  kvalifikacija. Naravno, u  slučaju 
alternativnog m erenja uloženog rada  ukup
nim brojem  zaposlenih radnika, ta j broj se 
još m ora korigovati efektivno utrošenim  
radnim  časovima.

K apital je  u  statističkim  podacima obič
no već podeljen po sastavu (zgrade, zemlji
šte, mašine, prevozna sredstva itd.) i agre- 
gira se sa cenama kao ponderim a, naime 
predstavlja po vrednosti. Zbog variranja 
cena, nužno je da se sve cene predstavlja
ju  kao stalne, sa istom bazom. U stvari, po

jam  »sadašnje vrednosti« sredstava, nasu
p ro t »nabavnoj vrednosti« trebalo bi da u- 
ključi i koncept depresijacije (tehnološke 
i usled starosti mašina) i problem  inflaci
je.

U cilju m erenja korišćenja kapaciteta, 
u  upotrebi su različite korekcije. Za indu
strijske grane u kojim a se obilno troši ener
gija predlaže se odnos relativnog utroška 
električne energije i goriva prem a trendu 
na bazi m aksim alnih vrednosti. Ponekad se 
istim  postupkom  ustanovljava odnos ostva
rene prem a potencijalnoj proizvodnji i in- 
djrektno iz toga zaključuje o indeksu ko
rišćenja kapaciteta. A u našoj praksi, zbog 
visoke uvozne zavisnosti proizvodnje, mo
guće je  korigovanje osnovnih sredstava in
deksom uvoza reprodukcionog m aterijala. 
Naravno, sve što je  iz toga potrebno dobiti 
je  indeksno predstavljen porast usluge ko
rišćenja kapitala u posm atranom  periodu, 
budući da jedinice m erenja ovog proizvod
nog utroška i inače nisu fizičkog karaktera.

6. Postoji opcija u izražavanju proiz
vodnje prem a neto ili b ru to  konceptu. Ako 
je, naime, proizvodnja m erena kao »novo- 
dodata vrednost«, onda se podrazumeva da 
osim vrednosti proizvodnje izražene proiz
vodnom funkcijom  ukupni proizvod sadrži 
i vrednost utrošenog m aterijala. Obrnuto, 
p ri predstavljanju  proizvodnje po bruto 
principu, vrednost sirovina, pogonskog go
riva i reprodukcionog m aterijala treba tre 
tira ti kao novi proizvodni u trošak (M):
(2.31) P =  AkaRUVb um esto P — AK-iR'h + M, 
budući da i ovaj faktor može doprinositi 
(pozitivno ili negativno) ekonomiji obima, 
odnosno prirodi prinosa.

S obzirom na heterogeni karak ter jedi
nica proizvodnje, njen agregatni izraz se 
može predstaviti samo vrednošću. Tada je 
međutim  korišćeni podatak rezultat ne sa
mo upotrebe proizvodnih faktora, već i uti- 
caja tražnje, politike cena, poreza, supsti
tucija  itd. Takođe, neke proizvodne faktore, 
kao preduzetništvo, radni odnosi i uslovi, 
tehnički progres i drugo, nemoguće je  me
riti. Stoga greška proizvodne funkcije obu
hvata sve ove greške m erenja i izostavija- 
n ja  relevantnih faktora. Cilj istraživača mo
rao bi biti da se ta  greška sm anji i dovede 
na m eru samo slučajnog i zanemarljivog 
(po značaju) sadržaja. A to se može posti
ći samo preciznijim  m erenjem  i finijom de- 
zagregacijom heterogenih sadržaja (i pro
izvodnje i proizvodnih faktora).

7. Po definiciji Cobb-Douglasove proiz
vodne funkcije, param etri a i b su konstan
tne vrednosti, za sve nivoe proizvodnje i 
utrošaka faktora. Njihova interpretacija, me
đutim , kao elastičnosti proizvodnje, udela 
faktora u vrednosti proizvodnje, ili u  zbiru
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elastičnosti razm era (stepena homogenosti 
funkcije), dozvoljava, šta više nameće, ve- 
rovatnost prom ena ovih param etara pod od
ređenim uslovima. Da ostavimo za trenutak 
po strani ograničenje da je  elastičnost sup
stitucije faktora uvek jednaka jedinici, su
protno em pirijskim  istraživanjim a.

Definisanje varijabilnih param etara  u 
ekonom etrijskim  modelima najčešće je  zas
novano na određenim pretpostavkam a,13 i u 
zavisnosti od verovatnosti ovih različitih 
pretpostavki u praksi, treba se opredeljiva- 
ti za odgovarajući tip modela, u okviru kla
se Cobb-Douglasove proizvodne funkcije.

Međutim, varijabilna elastičnost supsti
tucije zahteva korišćenje sasvim drugog tipa 
proizvodne funkcije, VES (varijabilna elas
tičnost supstitucije),14 dok u slučaju kon
stantne elastičnosti ali različite od jedinice 
— CES proizvodne funkcije.

8. Već je nagoveštena neispravnost u 
tre tiran ju  samo proizvodnog nivoa kao za
visne varijable, a utrošaka faktora kao pot
puno nezavisnih, egzogenih varijabli u mo
delu proizvodnje. Naime, proizvodna funk
cija se m ora posm atrati kao deo šireg mo
dela sim ultanih međuzavisnosti, je r bi se u 
protivnom  dobijale vrlo pristrasne ocene pa
ram etara. Kako proizvođač donosi odluke o 
optim alnim  nivoima proizvodnje i utrošaka 
proizvodnih faktora sasvim simultano, ili se 
bar može očekivati da postoji povratna spre
ga u odnosima između proizvodnje i nivoa

13) U p rin c ip u , m odeli v a rijab iln ih  koefic ijenata  
se k la sifik u ju  u  dve g rupe: s lu ča jn i koefic ijen ti (koji 
im a ju  is tu  a ritm e tičk u  s red in u  i va rijan su  za svaku 
opservaciju) i koefic ijen ti ko ji re f le k tu ju  s istem atske 
prom ene (naročito  u v rem ensk im  serijam a), stohastič- 
ke ili n estohastičke  p riro d e . V ideti o tom e: Judge, 
G.G. c t a l .: In tro d u c tio n  to the Theory and Practice  
o f E conom etrics, Jo h n  W iley, New Y ork  1982, s tr .  
503-514.

14) R evankar, V .S.: »A. Class of V arijab le  E la
stic ity  of S u b stitu tio n  P roduction  Functions«, Econo- 
m etrica, Jan u a ry  1971.

proizvodnih faktora, to se i ovi nivoi mo
ra ju  tre tira ti kao endogene varijable, od
nosno za svaki od njih modelu priključiti po 
jedna jednačina koja determ iniše pravilo 
njegovog form iranja.

Najčešće se kao pravila za određivanje 
optim alnih nivoa proizvodnih utrošaka, uz 
proizvodnu funkciju, koriste uslovi m argi
nalne produktivnosti (model 2.14), uz impli
citnu pretpostavku perfektne konkurencije 
na svim tržištim a. Tada se naime, iz proce
dure m aksim iranja razlike između prihoda 
i troškova, dobijaju uslovi za optim um  ko
ličine u troška svakog proizvodnog faktora. 
O problem im a iđentifikovanosti proizvodne 
funkcije u tim  uslovima već je  bilo reči. 
Međutim, uključivanje realističnije pretpo
stavke neperfektne konkurencije otvara pro
blem endogeno određenih faktorskih cena, 
osim nivoa utrošaka, po raznim  opservaci
jam a (proizvođačima).

Dodatni je problem ocenjivanje modela 
sim ultanih jednačina, je r  prim ena m etoda 
običnih najm anjih  kvadrata dovodi do pri- 
strasnih i nekonzistentnih ocena, kao što je 
poznato. Zato je  potrebno predvide ti pri- 
menu, recimo, m etoda dvostepenih najm a
njih kvadrata u dobijanju konzistentnih oce
na param etara, koji se može koristiti u oce- 
njivanju i tačno i prekom erno identif¡kova
nih jednačina.

S druge strane, ako se može verovati 
u međusobnu zavisnost ekonomske i tehno
loške efikasnosti pojedinih proizvođača (za
visnost grešaka različitih jednačina), pod 
uslovom da je  identifikovanost (bilo tačna 
bilo prekom erna) svih jednačina postignu
ta, treba predvideti prim enu m etoda troste- 
penih najm anjih  kvadrata, da bi se postig
la puna efikasnost (uz konzistentnost) oce
na.13

15) O m etod im a ocen jivan ja  m odela sim u ltan ih  
jednačina  videti, n p r. Jovičić, M.: E ko n o m e tr ijsk i m e
todi, Savrem ena adm in is tra c ija , B eograd 1981.
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ECONOMETRIC EVALUATION OF PRODUCTIVITY OF HUMAN AND TECHNI
CAL FACTORS

Measuring productivity of the production factors enables determ ining their 
valuable contribution to the total output, which is of an extraordinary econo
mics importance. Traditional economic theory represents production function 
assuming th a t there are two uses (labour and capital) which are continually 
variable and substitutive in all function value. Therefore production is used to 
express efficiency of production possibilities on the basis of flows of work done 
and services of the existing capital stock, supposing tha t the problem s of the 
technological maximization have already been solved.


