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Merenje produktivnosti  faktora
proizvodnje  omogudéava odredivanje
njihovog vrednosnog doprinosa ukup-
noj proizvodnji, 3to ima_ izuzetan e-
konomski znacaj. Tradicionalna eko-
nomska teorija predstavlja proizvod-
ni funkciju uz pretpostavku da po-
stoje dva utroSka (rad i kapital), ko;z
su kontinuelno varijabilni i supstita-
bilni u svakoj vrednosti  funkcije.
Zbog toga se proizvodna funkcija ko-
risti za zzrazavan]e efikasnosti proiz-
vodnih mogucnosti na bazi tokova
uloZenog rada i usluga postojeceg ka-
pitalnog stoka, pri cemu se pretpo-
stavlja da su problemz tehnoloske
maksimizacije veé reSeni.
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UvoD

Merenje produktivnosti faktora proizvod-
nje odavno je okupiralo paZznju ekonomista.
Jer dok je njihova optimalna kombinacija
problem tehnoloske prirode, odredivanje
njihovog vrednosnog doprinosa  ukupnoj
proizvodnji pitanje je od velikog ekonom-
skog znadaja.

Tradicionalna ekonomska teorija pred-
stavlja proizvodnu funkciju uz pretpostav-
ku da postoje dva utroska — rad i kapi-
tal — koji su kontinuelno varijabilni i
supstitabilni u svakoj vrednosti funkcije.
Proizvodnja se, kao rezultat upotrebe tih
utrosaka, posmatra (uz pretpostavku tehno-
loske optimizacije) kao jedinstvena maksi-
malna koli¢ina proizvoda pod datim uslo-
vima, za svaku kombinaciju proizvodnih
utrosaka.

Proizvodna funkcija prema tome pred-
stavlja efikasne proizvodne mogucénosti na
bazi tokova uloZenog rada i usluga posto-
jeceg kapitalnog stoka, pri demu se pret-
postavlja da su problemi tehnolo$ke maksi-
mizacije veé reSeni. Zato se u dobijanju em-
pirijskih ocena parametara proizvodne funk-
cije moraju koristiti ne podaci o postojecim
koli¢inama, ve¢ efektivno koris¢enim ni-
voima pr01zv0dn1h utroSaka.

Svodenje svih proizvodnih utro$aka na
samo dva (rad i kapital) predstavlja veliko
pojednostavljenje, ¢ak i uz pretpostavku
da se svi proizvodni faktori zaista i mogu
svesti na samo ova dva, jer postoje razliciti
vidovi ta dva faktora kori$§éena u proizvod-
nji. Ni sve vrste koriséenog kapitala ni sve
vrste uloZenog rada nisu homogene i teSko
ih je agregirati. Njihovo agregiranje bilo
bi opravdano samo pod uslovom da je
marginalna stopa supstitucije izmedu bilo
koje vrste jednog od tih faktora nezavisna
od svake vrste drugog faktora, kao i pod
uslovom da su ti agregati linearne homo-
gene funkcije razli¢itih podvrsta.! Zato se
problemi agregacije javljaju ve¢ u okviru
jednog preduzeda, a poscbno u slucaju raz-
licitih vrsta proizvodnje, ili na jo§ viSem
stepenu agregacije.

Osim ova dva faktora proizvodnje, po-
nekad se u primeni proizvodne funkcije u
poljoprivredi kao nezavisni faktor tretira i
zemljiSte, mada u opStem slufaju proiz-

1) Videti o tomc: Wallis, K.F.: Topics in Applied
Econometrics, Gray-Mills Publisching, London 1973.
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vodne funkcije moZe biti i vise proizvodnih
utroSaka, a ponekad se u funkciju ekspli-
citno uklju¢uje i neopredmecdeni tehnicki
progres. No najces$ée se tehnoloskom pro-
gresu pripisuje rezidualni deo funkcije.

Buduéi da je proizvodna funkcija rezul-
tat tehnoloskih ograniCenja, ona se ne mo-
Ze koristiti za testiranje ekonomskih hipo-
teza. Naime, stvarne opservacije su rezul-
tat ekonomskih odluka u kojima je proiz-
vodna funkcija samo jedno ogranicenje.
Stoga se ona koristi, uz teoriju marginalne
produktivnosti, da obezbedi objasnjenje fak-
torskih cena 1 optimalne nivoe faktorskih
utroSaka i tako na makroekonomskom ni-
vou igra centralnu ulogu u analizi rasta i
raspodele. Medutim, na mikro nivou, prob-
lemi moguénosti supstitucije i ekonomije
obima oteZavaju kori$éenje proizvodne funk-
cije.

Raspolozivi podaci potrebni za ocenu
parametara proizvodne funkcije na mikro
nivou daju osnov za ocenu redukovane for-
me 1 otvaraju problem identifikovanosti
funkcije, koja je samo jedna od jednaclina
Sireg modela simultanih relacija. Cene, ka-
pital, rad i proizvodnja determiniSu se sis-
temom simultanih jednadina i nijedna od
ovih varijabli ne moZe se posmatrati kao
egzogeno data.

Proizvodna funkcija, prema tome, nece
biti identifikovana ako se na primer uslovi
marginalne produktivnosti ne mogu razdvo-
jiti od nje.

Pretpostavlja se da je linija iste pro-
izvodnje za razli¢ite kombinacije utroSaka
(izokvanta) konveksna — da marginalna sto-
pa supstitucije opada pri vedoj supstituciji
jednog faktora drugim. (Pri smanjenju ut-
roska jednog faktora, potrebno je sve vile
jedinica drugog faktora da nadoknadi sma-
njenje za jednu jedinicu utrodka prvog fak-
tora, da bi se proizvodnja odrZala nepro-
menjenom). Zato proporcionalna promena
odnosa utroSaka kao rezultat proporcional-
ne promene marginalne stope supstitucije
mora biti pozitivha. Taj se odnos naziva
elasti¢nost supstitucije:

15) o=dlog (K/R)/dlogS >0

i meri lakocu supstitucije medu proizvod-
nim faktorima.

Kad elasti¢nost supstitucije iznosi nula,
nije moguca supstitucija (faktori se kombi-
nuju u fiksnoj proporciji), a $to je veca
vrednost elasti¢nosti supstitucije, to je lak-
Sa supstitucija medu faktorima.

Za proizvodnu funkciju se po pravilu
pretpostavlja da je homogena funkcija, na-
ime da je porast proizvodnje proporciona-
lan porastu faktora, te da ne moZe dodi do

(vede) proizvodnje bez (porasta) utroSaka
faktora. Pretpostavimo da se i rad i kapital
povedaju nekim umnoskom, onda d¢e proiz-
vodnja porasti prema

(16) f (hK, hR) =hof (K,R) = hnP,

gde n predstavlja stepen homogenosti funk-
cije, naime stepen ekonomije obima, ili e-
lasti¢nost razmere. Kad je n=1, prinosi e-
konomije obima su konstantni (povedanje
utroska rezultira u povedanju proizvodnje u
istom procentu), a rastudi ili opadajuéi pri-
nosi su oznaceni vredno$éu n vecom ili ma-
njom od 1 (kad povedanje utro$aka u odre-
denom procentu dovodi do povedanja pro-
iZ\;odnje u vedem, odnosno manjem procen-
tu).

Vazna osobina homogene funkcije data
je Eulerovom teoremom, po kojoj je suma
marginalnih proizvoda faktora ponderisa-
nih koli¢inama, faktora jednaka proizvodu
pomnoZenom stepenom homogenosti funk-
cije:

1.7 P (K) K+P" (R) R=nP.

U sluéaju linearne homogenosti proiz-
vodne funkcije (n =1), dakle u slucaju kon-
stantnih prinosa, ako se faktori pladaju u
visini svojih marginalnih produktivnosti, ti-
me se upravo iscrpljuje proizvodnja, i ne-
ma ni gubitka ni viska proizvoda.

Linearna homogena proizvodna funkcija
se moZe izraziti u »per capita« obliku, kao
funkcija samo jedne varijable:

(1.8) PR=f (K/R, R/R).

Oznatimo sa k =K/R kapitalnu opremlje-
nost rada, a sa p=P/R produktivnost rada
(proizvod po radniku ili radnom dasu); on-
da se gornji izraz svodi na:

(19 p=£(k),

odnosno na predstavljanje prosecnog pro-
izvoda (po radniku) kao funkcije prosec-
ne opremljenosti rada kapitalom. Bududi
da je odnos kapitala i rada determinisan
tehnologijom, ovakva funkcija se moZe oce-
njivati na uporedivim podacima u jednom
vremenskom trenutku, ili na vremenskim
serijama, ali uz ukljudivanje tehnoloskog
progresa.

U literaturi su obradivani razlic¢iti obli-
c¢i proizvodnih funkcija.? Ponekad se dele
u grupe prema ekonomiji obima kao krite-
rijumu (na primer: funkcije sa opadajuéim
prinosima, funkcije sa sukcesivno rastuéim
i opadajuéim prinosima). Ali daleko najpoz-
natija klasa proizvodnih funkcija su funk-
cije sa konstantnom elasti¢no§éu supstitu-

2) 8iri pregled daje Horvat, B.: Ekonomska ana-
liza, Proizvodnja i tehnolo$ki progres, PFV »Qecono-
mica«, Beograd 1972.
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cije. Medu funkcijama sa konstantnom elas-
ticno$éu supstitucije, izdiferencirane su fun-
kcija sa nultom, jedini¢nom i konstantnom
elasti¢no$éu razli¢itom od nule ili jedinice.

Kada se elasti¢nost supstitucije smatra
konstantnom, to znadi da se ona ne menja
usled promena u relativnim koli¢inama ut-
roSaka proizvodnih faktora ili usled prome-
na u faktorskim cenama. Medutim, prome-
ne tehnologije proizvodnog procesa menja-
ju elasti¢nost supstitucije za svaki nivo fak-
torskih utro$aka ili cena.

Nultu elasti¢nost supstitucije ima funk-
cija Leontiefa. Nju karakterise fiksna pro-
porcija utro$aka faktora, tako da je za da-
tu veli¢inu proizvodnje nivo faktora jedin-
stveno odreden i supstitucija medu njima
je nemogudca. Primena ove funkcije je vrlo
oskudna, zbog nerealnog ogranicenja, osim
u sluéaju istrazivanja na mikro nivou, kad
na primer optimalna upotreba konkretne
masine zahteva fiksiran broj radnika (re-
cimo dva).

Jedini¢na elasticnost supstitucije karak-
teriSe Cobb-Douglasovu proizvodnu funkci-
ju, a konstantna elasti¢nost supstitucije CES
proizvodnu funkciju.

2. Cobb-Douglasova proizvodna funkcija
CD

Funkciju za koju je karakteristi¢na je-
dini¢na elasti¢nost supstitucije definisali su
jos pre pola veka Cobb i Douglas’. Njen
oblik je multiplikativan:

(2.1) P=AKaRb

a stepen homogenosti je a-+b, jer je
f (hK, hR) =A (hK)s (hR)b =
hatb AKa Rb = hat+b P,

Otuda funkcija ozna¢ava konstantne prino-
se ako je zbir eksponenata a+b jednak jedi-
nici. Tada se proizvodnja po radniku mozZe
predstaviti kao slededa funkcija kapitalne
opremljenosti rada:

22) p=Aka,
gde je p=P/R, k=K/R.
Marginalni proizvodi rada i kapitala do-

bijaju se kao parcijalni izvodi funkcije s
obzirom na relevantne argumente:

(23) P(R) =bAKa Rb-1=Db(P/R);
P’(K) = aAKa-! Rb=a(P/K).

Otuda su elasti¢nosti proizvodnje s obzirom
na kapital i rad:

24 PX)/(P/K)y=a; P'R)/(PR)=
3) Cobb C. W. — Douglas, P.: »A, Theory of
fsrocligzcgion« American Economic Review (suppl)),” vol.

Zato, u sludaju da je a<{l, marginalni pro-
izvod kapitala opada sa porastom kapital-
ne opremljenosti rada k.

Marginalna stopa supstitucije kapitala
radom je
(25) S=P,R)/P'(K)

(b/a)/(K/R),

a elastiCnost supstitucije
(2.6) o=dlog(K/R)/d [log(b/a)+log(K/R)]=1.

=b(P/R)/a(P/K) =

2.1 Problem optimizacije

Pri resavanju problema minimiziranja
tros$kova (uz zadate cene faktora: i — cena
kapitala i, w — nadnica, li¢ni dohodak rad-
nika po radnom dasu), pod ogranifenjem
zadate proizvodne funkcije, Lagrangeova
funkcija

L=iK+wR — u[P — F(K,R)]
za postizanje minimuma tro§kova daje uslo-
ve prvog reda:

27 L’ (K)=i+pF k=0;

L' R)y=w+uF r; P=F (X, R).
Odatle, deljen]em prve dve jednatine, opti-
malno reSenje se dobija pri izjednadenju

marginalne stope supstitucije sa odnosom
faktorskih cena:
28) FKkFr=iw,

a elasti¢nost supstitucije je data kao pro-
centualna promena kapitalne opremljenosti
rada usled jednoprocentne promene odnosa
faktorskih cena:

o = dlog(K/R)/dlog (w/i).

Za Cobb-Douglasovu funkciju, iz izraza
za marginalnu stopu supstitucije (2.5) i us-
lova (2.8) sledi:

(b/a)/(K/R)
odakle je
R =[(b/a)/iw)] K

=w/i,

‘$to zamenjujudéi u proizvodnu funkciju daje

vrednosti utro$aka koje minimiziraju tro$-
kove (n=a+b):
(29) K= (PA)in [(b/a) (i/w)]~b

R = (P/AY'm [(a’b) (w/i)]—a/m
i funkciju troskova koja se moZe iskazati
u linearnom logaritamskom obliku:
(2.10) 1logT =logC+(1/n) logP+(a/n) log i+

+(b/n) log w
gde je konstanta C=mn (Aaabb)—1n,

Ako se cena proizvoda oznacdi sa c, pro-

blem maksimiranja profita uz ogranienje

proizvodne funkcije reSava se preko Lag-
rangeove funkcije
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L=cP—iK-—wR—p [P—FER)]
sa uslovima prvog reda:
.11) p=p, pFk=i, pFr=w

odakle se pod pretpostavkom konstantnih
prinosa dobijaju takozvani uslovi marginal-
ne produktivnosti — za svaki proizvodni
faktor, vrednost marginalnog proizvoda mo-
ra biti jednaka faktorskoj ceni:

212) w=c (bP)/R, i=c (aP)/K.

Otuda, eksponenti originalne funkcije
(2.1) a i b mogu se interpretirati kao udeli
kapitala i rada u vrednosti proizvodnje:

(213) a=iK/cP, b =wR/cP.

Njihovo je, dakle, znadenje viSestruko; pa-
rametri a i b oznaCavaju: a) elastiCnost pro-
izvodnje s obzirom na relevantni proizvodni
faktor, b) udeo odnosnog proizvodnog fak-
tora u vrednosti proizvodnje i c¢) zbir a-+b
predstavlja elastiCnost razmera — stepen
ekonomije obima.

2.2 Problemi ocenjivanja na uporednim
podacima

Proizvodna funkcija i uslovi marginal-
ne produktivnosti, pisani u logaritamskom
obliku, daju linearni sistem relacija:

logP; — alogK, —blogR, —logA = logu, ;
(2.14) logP _ logK ——blog(l c)+loga = loguz
logP —logR — log(w/c)+logb = loguy,

U svaku jednadinu ukljuden je i sto-
hasticki ¢lan (greska jednacdine) da oznadi
sludajna odstupanja od utvrdene prosetne
zavisnosti. U proizvodnoj funkciji greska
uy; predstavlja razlike u tehni¢koj ili pro-
izvodnoj efikasnosti pojedinih opservacija
(u slucaju uporednih podataka j oznacava
jtog proizvodada). Greske up; i uy oznaca-
vaju slucajne razlike pOJedlnlh opservacua
u ekonomskoj efikasnosti — uspe$nost u
postizanju uslova marginalne produktivno-
sti (ako nije zadovoljeno wy; =uy =1 ne
postize se maksimum profita).

Da bi se iz strukturne forme mogli do-
biti kecficijenti redukovane forme, potreb-
no je da matrica parametara B uz endoge-
ne varijable modela (logP, logK, logR) bude
nesingularna. A bududi da je determinanta
ove matrico:

I —a —b
1—1 0]|=1— (a+b)
1 0—1

to je odigledno da u sludaju konstantnih
prinosa (a+b=1) ne moZemo dobiti rese-
nja, jer ne postoji inverzna matrica B—1,
U stvari, moguce je pokazati’ da uslov dru-
gog reda za minimiziranje tro$kova zahteva
da prinosi budu opadajudi (a+b<1), a tako-
de i uslovi drugog reda za maksimiranje
profita.

Stavise, ako se cene tretiraju kao kon-
stantne vrednosti, umesto kao egzogene va-
rijable (ako se smatraju varijablama mora-
le bi da se razlikuju od opservacije do op-
servacije, §to nije odlika perfektne konku-
rencije), onda se proizvodna funkcija ne mo-
ze identifikovati, jer se u statistickom smi-
slu ne razlikuje od linearne kombinacije
druge dve funkcije. Uslovi marginalne pro-
duktivnosti (druge dve funkcije sistema)
identifikovani su po uslovu reda, jer svaki
iskljucuje po jednu endogenu varijablu si-
stema i uvodi jo$ po jedno linearno homo-
geno ograni¢enje na parametre.

Da bi se postigla identifikovanost pro-
izvodne funkcije, bilo bi potrebno dodati
nove egzogene varijable u druge dve funk-
cije sistema, ili uvesti nova ograni¢enja.
Jedna moguénost je dozvoliti da cene fak-
tora variraju po opservacijama (napustanje
pretpostavke o potpuno slobodnoj konku-
renciji). Druga je ukljuditi u uslov margi-
nalne produktivnosti kapitala i nivo kapi-
talnog stoka sa pocetka perioda (prema te-
oriji delimi¢nog prilagodavanja, jer se pro-
mena investicija ne odvija trenutno i pot-
puno). Naravno, to bi onda zahtevalo uklju-
¢ivanje vremenskih scrija u analizu.

Treda je moguénost uvesti pretpostav-
ku o striktnoj neczavisnosti tehnic¢ke i eko-
nomske efikasnosti (slu¢ajnih komponena-
ta jednacina), tako da se statisticki mozZe
razlikovati prva jednadina sistema od line-
arne kombinacije druge dve, usled uvede-
nog ogranienja na greSke jednacina.

S druge strane, pod izvesnim uslovima,
kao $to je to na primer slucaj sa proizvod-
njom elektri¢ne energije, ili drugih »javnih
usluga«, kad se proizvodnja ne moze pre-
tvarati u zalihe veé zavisi od traznje i dru-
gih uslova eksternih za proizvodacda, nivo
proizvodnje se ne tretira kao endogena, ved
predeterminisana varijabla$ pa se viSe ne
postavlja pitanje identifikovanosti proizvod-
nc funkcije.

Ocenjivanje parametra vrednosnog u-
dela rada (b) moZe se vrsiti i iz jednadine

4) Cramer, J.S.: Empirical Econometrics, North-

-Holland, Amsterdam 1969,

5) Wallis, K.F., op. cit., str. 35-38.

6) Nerlove, M.: Returns to Scale in Electricity
Supply, u knjizi: ZLlInu A. Ed.): Readings in Eco-

nomic  Statistics and Ewm)mclrzcs, Littlec & Brown
Boston 1968.
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uslova marginalne produktivnosti (2.12), $to
zahteva ocenjivanje stohasti¢ke funkcije:

b(P;/R)=(w/c) uy; j=1. 2,...N
Po logaritmovanju funkcije
logb = log [(wR) /CPJ.)] +log us;

mogude je primeniti linearnu ocenu; ali za
N opservacija logb se moZe dobiti kao pro-
sek:

(2.15) logb = (1/N) = log [(WR)/(cP))]

§to predstavlja nepristrasnu i konzistentnu
ocenu_(ako je ocfekivana vrednost greske
jednacine jednaka nuli).?

U stvari, ocena parametra b (kao an-
tilog ocenjenog proseka) predstavlja geo-
metrijsku sredinu udela rada u ukupnoj
vrednosti proizvodnje u uzorku:

=nym [(\VRj)/(CPj)]

Pretpostavka od koje se ovde polazi je
da su marginalni proizvod rada i nivo nad-
nice izjednadeni, tako da je pitanje nagradi-
vanja rada besmisleno testirati. Ocene pa-
rametara a i b davade sumu blisku jedini-
ci® ako se podaci formiraju prema ra&uno-
vodstvenoj konvenciji raspodele ukupne vre-
dnosti proizvodnje na kapital i rad. Zato je
koriséenje ovakvog racunovodstvenog iden-
titeta za ocenu, recimo, optimalnog nivoa
kapitala kao proizvodnog utroska, novi pro-
blem identifikacije.

2.3 Problemi koriSéenja vremenskih serija

Svoju popularnost Cobb-Douglasova pro-
izvodna funkcija duguje velikom broju stu-
dija zasnovanih na vremenskim serijama,?
u kojima se potvrdivala sa visokom statis-
tickom znadajno$cu. Najce$¢e su ocenjiva-
ne vrednosti parametara a i b davale zbir
nesignifikantno razli¢it od jedan, a funkcija
u per capita obliku ocenu parametra sa
znatno manjom standardnom gre§kom oce-
ne, jer je izbegnuta multikolinearnost u
funkciji (dva proizvodna faktora svedena na
jednu eksplanatornu varijablu, odnos pro-
1zvodnih faktora).

7) Postupak je predloZio Klein, L.R.: A. Textbook
of Econometrics, Row & Peterson, Evanston IIl., 1953,
str. 226-236.

8) U stvari, koridéenje geometrijske sredine u
oceni parametara a i b, davade njihovu sumu nesto
ispod jedinice, kako je pokazac Walters, A.A.:
»Production and Cost Functions: An Econometric
Survey«, Econometrica, Vol. 31/1963., str. 1-66.

9) Polevsi od studije samog Douglasa, P.H.: »Are
there laws of Production?, American Economic Re-
view, Vol. 38/1948., str. 1-41, u kojoj je »potvrdenac«
pretpostavka o konstantnim prinosima, i druga istra-
?ivanja su davala zakljuke o jakoj regresionoj vezi
ove vrste na drugi rok. .

Linearna aproksimacija Cobb-Douglaso-
ve funkcije, dobijena logaritmovanjem ori-
ginalnog izraza, uz ukljucivanje stohasti¢kog
¢lana koji predstavlja sludajna odstupanja
u pojedinim periodima t od prosecne rela-
cije, data je izrazom:

(2.16) log P, = log A+a log K,+b log R, +u,

Predstavljajuéi varijable kao centrirane
vrednosti, obeleZene malim slovom da ozna-
¢e vrednosti u pojedinaénim periodima me-
rene odstupanjima od uzorafke aritmetié-
ke sredine (logp, = logP, —logP = log[PT/P],
gde vrednost bez vremenskog indeksa ozna-
¢ava prosek u uzorku), dobija se:

217) log(P) =a log(k,) blog (r)-+(w,+u)

pretpostaviti nepromenljive odnose cena,
Leva strana ovog izraza moZe se pisati kao
(2.18) log(P,/P) =logl1+(P, —P)/P].
A kako je mogude izraz log (14x) pojedno-
staviti:
log (14x) =x—x2/2+x3/3 — ... = x,
—1<x <1

za male vrednosti x, jer svi ¢lanovi osim
prvog u navedenoj seriji teZe nuli zbog eks-
ponenta vedeg od 1, to se i izraz (2.18) mo-
Ze pisati aproksimativno

log [1+(P,—P)/P] ~ P/P—1,
tako da jednadina (2.17) postaje
(219 (P,/P)—1=a [(K/K)—1]+

b [(R/P)—1]

a proizvodnja se moZe predstavitil®:
(220) P, =a (P/K) K,+b (P/K) R+
(1—a—Db) P.

S druge strane, budué¢i da je realno
pretpostaviti nepromenljive odnose cena,
podaci zadovoljavaju istovremeno i raduno-
vodstveni identitet:

221) P, = (i/c) K,+(w/c)R,
tako da se moZe ocekivati da je ispunjeno:

(222) ijc=a (P/X), w/ic=b (P/K),
1—a—b=0.
Otuda se moZe ocekivati da ocenjene

elasti¢nosti proizvodnje s obzirom na rad
i kapital, iz proizvodne funkcije, budu pri-

10) Prema: Wallis, K.F., op. cit., str. 46-48.



70 Dr.

MILENA JOVICIC: Ekonometrijsko ocenjivanje produkt1vnost1 fjudskog 1 tehmckog faktora,

KONOMSKI VJESNIK, 1 (1) : 65-73 1988.

blizno iste ocenjenim faktorskim udelima u
vrednosti proizvodnje, iz uslova marginal-
ne produktivnosti (a = iK/cP, b=~ wR/cP),
kao i da ocenjeni parametri pokazuju ne-
signifikantno odstupanje od konstantnih pri-
nosa. Ovo naravno stoga $to se postavljena
regresiona funkcija ne moze razdvojiti od
ra¢unovodstvenog identiteta.

Prema tome, visoko znadajni statisticki
rezultati na osnovu kojih se mozZe zaklju-
¢iti da su konstantni prinosi, preovladujudi
u vedini proizvodnih grana, u velikom broju
studija 1 na bazi dugoro¢nih vremenskih
serija, samo su rezultat ocenjivanja racu-
novodstvenog identiteta, umesto nezavisne
proizvodne funkcije, koja bi se mogla iden-
tifikovati nezavisno od uslova marginalne
produktivnosti.

24 Uvodenje tehnickog progresa

Umesto konstantnog koeficijenta A ko-
jim se predstavlja uticaj postojece tehno-
logije u proizvodnoj funkciji (2.1), promene
u tehnologiji do kojih dolazi tokom vreme-
na, a koje se odrazavaju kao pomaci pro-
izvodne funkcije (za razliku od pomeranja
pozicije duz proizvodne funkcije, usled pro-
mene kombinacije utrosaka), predstavljaju
se kao funkcija vremena:

223) P,=A (1) K2 Rp.

U pitanju je takozvani neopredmedeni
tehni¢ki progres (za razliku od opredmece-
nog, do koga dolazi usled novog investiranja
u kapital ili rad, te uvodenja produktivni-

— nehomogemh jedinica proizvodnih
faktora).

Osim toga, tehnicki progres neutralan
u Hicksovom smislu podrazumeva da pro-
mena tehnologije ne uti¢e na marginalnu
stopu supstitucije, odnosno ne menja opti-
malnu proporciju faktorskih utro$aka, osim
u slu¢aju promene odnosa faktorskih cena.
Ne-neutralni tehniCki progres, nasuprot to-
me, dovodi do povedanja marginalnog pro-
izvoda jednog faktora u odnosu na drugi,
tako da se odnos optimalnih koli¢ina utro-
Saka menja, te se moze razlikovati tehnic-
ki progres kojim se Stedi kapital (ako b
opada u odnosu na a) od progresa kojim
se intenzivnije koristi kapital (kad a raste
u odnosu na b).

Zaobilazeéi problem neidentifikovanosti
Cobb-Douglasove funkcije za slu¢aj konstan-
tnih prinosa, poéi éemo od opS$teg oblika
proizvodne funkcije:!!

11) Postupak je razvio Solow, R.M.: »Technical
Change and the Aggregate Production Function«, Re-
view of Economics and Statistics, vol. 39/1957, str.
31383820' takode o knjizi Zellner, A. (Ed.), op.cit.,
(1968).

224) P,=A () F (K, R),

koju diferenciramo po vremenu i delimo sa
nivoom proizvodnje, da dobijemo propor-
cionalnu stopu promene proizvodnje. Ako se
sa P’ oznadi izvod po vremenu, onda je pro-
porcionalna stopa promene:

P’/P =A'F(Kt, Rt)/P+AF'(K) K'/P+
+AF'(r) R'/P

odnosno, pod pretpostavkom da se faktori-
ma ispladuje vrednost njihovog marginalnog
proizvoda: i=cP’ (K), w=cP’ (R), a ako
zadrzimo oznake za faktorske udele u vred-
nosti proizvodnje: a=1iK/cP i b= wR/cP,
ispunjeno je:

a="P, (K) K/P=AF (K) K/P;

b=P" (R) R/P=AF (R) R/P
tako da predasnja jednacina postaje:
(2.25) P'/P = A’/A+aK'/K+bR'/R.

Pretpostavljaju¢i konstantne prinose,
a+b=1 po Eulerovoj teoremi, i funkcija
se moZe izraziti u per capita obliku, p ==
P/R. Proporcionalna stopa promene per ca-
pita izraza je

(226) p'/p=P/P—R'R,

k'/k = K'/K—R'/R,
jer je izvod per capita proizvodnje po vre-
menu

p’=P/R)—(P/RY) R’
Zamenjujudi izraze (2.26) u (2.25) dobija
se

p'/p=A/A+a (K'/k+R'/R)+
(b—1) (R/R),

Sto zbog jedini¢ne sume faktorskih udela
a+b =1 daje:

(227) p'/p = A'/A+a (k'/k).

Odatle se vidi da se godi$nji indeks
tehnoloske promene moze dobiti ako su po-
znati godisnji podaci o proizvodnji po rad-
nom casu, kori§¢enom kapitalu po radnom
casu, kao i udelu kapitala u vrednosti pro-
izvodnje, tako $to se izvod po vremenu (A’)
zamenjuje promenom u godi$njim podaci-
ma A (t)—A (t—1).

Pretpostavljajuéi da je inicijalna vred-
nost (u pocdetnom, nultom, periodu) A (0) =
1, serija godi$njih indeksa tehni¢kog progre-
sa se moze konstruisati prema izrazu

228) A(@®)=A (t—1f I+[A () —
A@—D/A @t—D1}

Za prvu polovinu ovog veka, u SAD us-
tanovljena je na ovaj nacin godi$nja stopa
tehnoloskog progresa od 1,59, godisnje, Sto
predstavlja vrlo snazan ushodni trend
A (t)22 Na taj nadin se mozZe ocenjivati i
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koji deo porasta produktivnosti treba pri-
pisati tehnoloskom progresu, a koji deo ka-
pitalnoj opremljenosti rada, prema funkci-
ji (2.27). Deljenjem godisnjih iznosa produk-
tivnosti p (t) sa indeksima tehnoloske pro-
mene A (t), dobija se ocena porasta pro-
duktivnosti usled porasta kapitala. Tako je
ustanovljeno u istoj studiji da se u raz-
matranom periodu u SAD 909/, porasta pro-
duktivnosti moze pripisati tehnolo$kom pro-
gresu, a samo 10%, porastu kapitala.

Na ovaj nadin se u tehni¢ki progres uk-
lju¢uje svako poboljsanje proizvodnog pro-
cesa koje se ne mozZe pripisati porastu ka-
pitala, pa i bolja obucenost i zalaganje rad-
nika, dakle ljudski faktor uops$te. Naravno,
problem ovakvog merenja je $§to zanemaru-
je promene u sastavu proizvodnje, pa se u
tehni¢ki progres uvrstava i poboljsana pro-
izvodna struktura, u smislu vedleg uclesca
sektora koji koriste komparativne predno-
sti.

Iznos produktivnosti korigovan za teh-
ni¢ki progres (p/A), prema kapitalnoj op-
remljenosti rada, moze se izraziti i prema
Cobb-Douglasovo] formi proizvodne funk-
cije, jer pod uslovom konstantnih udela
proizvodnih faktora u vrednosti proizvod-
nje (Sto se pokazalo kao realisticna pret-
postavka), ova se forma dobro prilagodava
podacima:

(2.29) log (p/A)t =a log k,+u,.

2.5 Ogranicenja Cobb-Douglasove funkcije u
primeni

Ovde demo se pozabaviti teorijskim og-
rani¢enjima Cobb-Douglasove funkcije i nji-
hovom proverom u praksi, kao i problemi-
ma koji se javljaju u primeni funkcije. Pri
tome se pod ograniCenjima podrazumeva-
ju sledeéa svojstva funkcije: funkcionalni
oblik, eksplanatorni faktori, ekonomija obi-
ma, multikolinearnost, merenje faktora i ag-
regiranost, merenje proizvodnje, varijabil-
nost koeficijenata, simultanost relacija.

1. Kao S$to vazi i za bilo koju drugu
specifikaciju, i Cobb-Douglasova proizvodna
funkcija predstavljade dobru prezentaciju
realnih podataka u zavisnosti od toga koli-
ko je predlozena specifikacija korektna. U-
koliko multiplikativna forma ili linearna po
logaritmima dobro odslikava podatke, onda
je opravdano koristiti je. Iako, u sludaju
da nema ekstremnih vrednosti u podacima,
linearna funkcija pokazuje isto tako dobro
prilagodavanje podacima, multiplikativan ob-
lik uticaja proizvodnih faktora je teorijski
nuzno koristiti, jer bi linearna funkcija da-
vala »neekonomske« rezultate, ko na primer
stalno rastude prinose.

2. Pored rada i kapitala, kao dva osnov-
na proizvodna faktora, potrebno je u struk-
turni oblik modela ukljuditi i sve ostale fak-
tore za koje se pouzdano zna da uti¢u na
povecanje proizvodnje. U sludaju da se neki
relevantan eksplanatorni faktor ne navede
eksplicitno u specifikaciji funkcije, njegov
uticaj ¢e morati da bude pripisan drugim
faktorima i ocene parametara funkcije ée
biti pristrasne. Takode, bududi da je uticaj
izostavljenog faktora obuhvaden greikom
funkcije, njen raspored je takode poreme-
éden, pa ni statisti¢ki testovi viSe nede biti
pouzdani.

3. Zbog jednostavnosti, ¢esto se ograni-
¢enje konstantnih prinosa nameée bez em-
pirijskog opravdanja. Da bi se u praksi te-
stirala hipoteza o konstantnim prinosima
(Ho: a+b =1) prema alternativnoj hipote-
zi da su prinosi na primer rastuéi (Hi:
a+b>1). ili opadajuéi (H:: a+b <1), for-
mira se statistika testa

t=[(a-+b)—i] |/ [Var(a) + Var(b) I-2Cov(a,b)]
(2.30)

koja ima Studentov raspored sa n—3 ste-
peni slobode (za veli¢inu uzorka oznadenu
sa n i tri ocenjivana parametra: a, b i A)
Sa a i b predstavljene su ocene parame-
tara, a u imeniocu su date ocene njihovih
varijansi i kovarijanse. U sludaju da je ap-
solutna vrednost izradunate statistike veca
od tablitne t-vrednosti, odbacuje se nulta
hipoteza u korist alternativne.

Ako pretpostavka o konstantnim prino-
sima nije ispunjena (a+b-+-1), onda udeli
faktora u vrednosti proizvodnje iznose a/f
(a+b) i b/(a+b) umesto a i b. Tada pla-
¢ajuéi faktorima vrednost njihovog margi-
nalnog proizvoda trosimo vise od vredno-
sti proizvodnje u slucaju rastuéih prinosa
(WR-+iK > cP). odnosno manje u slucaju
opadajuc¢ih prinosa (wWR+iK<cP). Vrednost
proizvodnje e se upravo iscrpsti samo ako
taktore placdamo prema odnosu njihovih eks-
ponenata (a/b), a ne prema njihovoj visini.

4. Koriséenje proizvodnih faktora upo-
redo u funkciji moze dovesti do visokih
standardnih gresaka ocena parametara, zbog
visoke multikolinearnosti izmedu rada —
kapitala, posebno kad se radi o istovreme-
nim podacima, a ne vremenskim serijama.
Tada je, naime, tehnologija pribliZzno ista za
sve opservacije, pa se moZe ofekivati isti
iznos kapitalne opremljenosti rada. S druge
strane, ako bi se podaci agregirali za ob-
servacije razli¢ite po tehnologiji, onda bi
zaista multikolinearnost u funkciji bila ma-
nja, ali bi dobijene ocene parametara sada

12) Funkcija je ocenjivana za period 1909-1949,
Solow, R.M., op.cit.
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izgubile znadenje, jer bi se odnosile na kom-
binacije heterogenih grana.

5. Stepen agregiranosti u primeni pro-
izvodne funkcije ne bira se proizvoljno. Na-
ime, u sludaju multiplikativne funkcije, ako
je ustanovljen oblik funkcije na niZem stup-
nju agregatnosti, prostim sabiranjem poje-
dina¢nih slu¢ajeva ne dobija se takav isti
oblik funkcije i za njihov agregat. I obr-
nuto, oblik utvrden za privrednu granu nece
vaziti i za firme unutar te grane. Ovo obe-
lezje Cobb-Douglasove proizvodne funkcije
mora se uvek imati na umu.

Teorijski, proizvodna funkcija predstav-
lja fizicku koli¢inu proizvodnje kao rezul-
tat koriséenja isto tako fizi¢ki izraZzenih ko-
lidina proizvodnih utrosaka. Medutim, s ob-
zirom na heterogenost jedinica svakog po-
jedinog utro$ka (Casovi rada su promenlji-
vog kvaliteta, a kako je koriséenje kapitala
u praksi te$ko meriti, zamenjuje se kapi-
talnim stokom, sa vrlo heterogenim sasta-
vom), to su kori$éeni agregati sa promen-
ljivom i Cesto nepoznatom strukturom. To
je narodito izraZeno u slucaju agregacije na
makroekonomskom nivou, gde se funkciji
viSe ne moZe pripisati uobicajena vazZnost
u objasnjenju tehnickih osobina pretvara-
nja proizvodnih utro$aka u gotov proiz-
vod, 1 gde se zbog velike heterogenosti vi-
se ne mogu Koristiti fiziCke jedinice mere.

Buduéi da se u agregatnom predstav-
ljanju proizvodnje i proizvodnih utrosaka
kao ponderi fizickim jedinicama mere jav-
1jaju njihove cene, to je kauzalni tok pro-
izvodne funkcije u stvari preokrenut. Ume-
sto fizi¢kog procesa transformacije proiz-
vodnih utro$aka u gotov proizvod, sada pa-
rametri funkcije u stvari predstavljaju pro-
ces distribucije vrednosti proizvodnje na
proizvodne faktore. Uostalom, proizvodnu
funkciju, kako je ve¢ napomenuto, neoprav-
dano je posmatrati izdvojeno iz konteksta
ekonomske optimizacije, odnosno iz modela
simultanih ekonomskih relacija.

Utro$ak rada se obi¢no meri ukupnim
brojem utro$enih radnik-Casova u periodu
opservacije, ponderisanim najces$ée nivoima
plata, da se odslikaju relativni doprinosi u
produktivnosti razli¢itih nivoa sloZenosti ra-
da i radnih kvalifikacija. Naravno, u slucaju
alternativnog merenja uloZenog rada ukup-
nim brojem zaposlenih radnika, taj broj se
jo§ mora korigovati efektivho utroSenim
radnim c¢asovima.

Kapital je u statisti¢kim podacima obié-
no veé¢ podeljen po sastavu (zgrade, zemlji-
$te, masine, prevozna sredstva itd.) i agre-
gira se sa cenama kao ponderima, naime
predstavlja po vrednosti. Zbog variranja
cena, nuzno je da se sve cene predstavlja-
ju kao stalne, sa istom bazom. U stvari, po-

jam »sadasnje vrednosti« sredstava, nasu-
prot »nabavnoj vrednosti« trebalo bi da u-
kljuéi i koncept depresijacije (tehnoloske
1 usled starosti maSina) i problem inflaci-
je.

U cilju merenja koriséenja kapaciteta,
u upotrebi su razli¢ite korekcije. Za indu-
strijske grane u kojima se obilno trosi ener-
gija predlaze se odnos relativnog utro$ka
elektricne energije i goriva prema trendu
na bazi maksimalnih vrednosti. Ponekad se
istim postupkom ustanovljava odnos ostva-
rene prema potencijalnoj proizvodnji i in-
direktno iz toga zakljucuje o indeksu ko-
ris¢enja kapaciteta. A u nasoj praksi, zbog
visoke uvozne zavisnosti proizvodnje, mo-
guce je korigovanje osnovnih sredstava in-
deksom uvoza reprodukcionog materijala.
Naravno, sve §to je iz toga potrebno dobiti
Jje indeksno predstavijen porast usluge ko-
ris¢enja kapitala u posmatranom periodu,
budu¢i da jedinice merenja ovog proizvod-
nog utroska i inade nisu fizickog karaktera.

6. Postoji opcija u izraZavanju proiz-
vodnje prema neto ili bruto konceptu. Ako
je, naime, proizvodnja merena kao »novo-
dodata vrednost«, onda se podrazumeva da
osim vrednosti proizvodnje izraZene proiz-
vodnom funkcijom ukupni proizvod sadri
i vrednost utrosenog materijala. Obrnuto,
pri predstavljanju proizvodnje po bruio
principu, vrednost sirovina, pogonskog go-
riva i reprodukcionog materijala treba tre-
tirati kao novi proizvodni utro$ak (M):

(2.31) P = AkaRbPMec umesto P = AKaRV-+M,
budu¢i da i ovaj faktor moZe doprinositi
(pozitivno ili negativno) ekonomiji obima,
odnosno prirodi prinosa.

S obzirom na heterogeni karakter jedi-
nica proizvodnje, njen agregatni izraz se
moze predstaviti samo vrednos$éu. Tada je
medutim koriséeni podatak rezultat ne sa-
mo upotrebe proizvodnih faktora, veé i uti-
caja traznje, politike cena, poreza, supsti-
tucija itd. Takode, neke proizvodne faktore,
kao preduzetni$tvo, radni odnosi i uslovi,
tehnicki progres i drugo, nemoguée je me-
riti. Stoga greS§ka proizvodne funkcije obu-
hvata sve ove greske merenja i izostavlja-
nja relevantnih faktora. Cilj istrazivaca mo-
rao bi biti da se ta greSka smanji i dovede
na meru samo slucajnog i zanemarljivog
(po znacaju) sadrzaja. A to se moZe posti-
¢i samo preciznijim merenjem i finijom de-
zagregacijom heterogenih sadrZzaja (i pro-
izvodnje 1 proizvodnih faktora).

7. Po definiciji Cobb-Douglasove proiz-
vodne funkcije, parametri a i b su konstan-
tne vrednosti, za sve nivoe proizvodnje i
utroSaka faktora. Njihova interpretacija, me-
dutim, kao elasti¢nosti proizvodnje, udela
faktora u vrednosti proizvodnje, ili u zbiru
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elasti¢nosti razmera (stepena homogenosti
funkcije), dozvoljava, $ta vise namede, ve-
rovatnost promena ovih parametara pod od-
redenim uslovima. Da ostavimo za trenutak
po strani ograniCenje da je elasti¢nost sup-
stitucije faktora uvek jednaka jedinici, su-
protno empirijskim istrazivanjima.

Definisanje varijabilnih parametara u
ekonometrijskim modelima najcesée je zas-
novano na odredenim pretpostavkama,' i u
zavisnosti od verovatnosti ovih razliditih
pretpostavki u praksi, treba se opredeljiva-
ti za odgovarajudi tip modela, u okviru kla-
se Cobb-Douglasove proizvodne funkcije.

Medutim, varijabilna elasti¢nost supsti-
tucije zahteva koriséenje sasvim drugog tipa
proizvodne funkcije, VES (varijabilna elas-
ticnost supstitucije),' dok u slucaju kon-
stantne elasti¢nosti ali razli¢ite od jedinice
— CES proizvodne funkcije.

8. Ve¢ je nagoveStena neispravnost u
tretiranju samo proizvodnog nivoa kao za-
visne varijable, a utrosaka faktora kao pot-
puno nezavisnih, egzogenih varijabli u mo-
delu proizvodnje. Naime, proizvodna funk-
cija se mora posmatrati kao deo Sireg mo-
dela simultanih meduzavisnosti, jer bi se u
protivnom dobijale vrlo pristrasne ocene pa-
rametara. Kako proizvoda¢ donosi odluke o
optimalnim nivoima proizvodnje i utroSaka
proizvodnih faktora sasvim simultano, ili se
bar moze oéekivati da postoji povratna spre-
ga u odnosima izmedu proizvodnje i nivoa

13) U principu, modeli varijabilnih koeficijenata
se Klasifikuju u dve grupe: sludajni koeficijenti (koji
imaju istu aritmeticku sredinu i varijansu za svaku
opservaciju) i koeficijenti koji reflektuju sistematske
promene (naroCito u vremenskim scrijama), stohasti¢-
ke ili nestohasticke prirode. Videti o tome: Judge,
G.G. ct al.: Introduction to the Theory and Practice
0())‘3 slfz‘onometrics, John Wiley, New York 1982, str.
503-514.

14) Revankar, V.S.: »A. Class of Varijable Ela-
sticity of Substitution Production Functions«, Econo-
metrica, January 1971.

proizvodnih faktora, to se i ovi nivoi mo-
raju tretirati kao endogene varijable, od-
nosno za svaki od njih modelu prikljuditi po
Jedna jednadina koja determiniSe pravilo
njegovog formiranja.

Naj¢esce se kao pravila za odredivanje
optimalnih nivoa proizvodnih utrosaka, uz
proizvodnu funkciju, koriste uslovi margi-
nalne produktivnosti (model 2.14), uz impli-
citnu pretpostavku perfektne konkurencije
na svim trzistima. Tada se naime, iz proce-
dure maksimiranja razlike izmedu prihoda
i troskova, dobijaju uslovi za optimum ko-
licine utroS8ka svakog proizvodnog faktora.
O problemima identifikovanosti proizvodne
funkcije u tim uslovima veé je bilo redi.
Medutim, ukljucivanje realisti¢nije pretpo-
stavke neperfektne konkurencije otvara pro-
blem endogeno odredenih faktorskih cena,
osim nivoa utrodaka, po raznim opservaci-
jama (proizvodacdima).

Dodatni je problem ocenjivanje modela
simultanih jednadina, jer primena metoda
obi¢nih najmanjih kvadrata dovodi do pri-
strasnih i nekonzistentnih ocena, kao §to je
poznato. Zato je potrebno predvideti pri-
menu, recimo, metoda dvostepenih najma-
njih kvadrata u dobijanju konzistentnih oce-
na parametara, koji se moze koristiti u oce-
njivanju i ta¢no i prekomerno identifikova-
nih jednacina.

S druge strane, ako se moZe verovati
u medusobnu zavisnost ekonomske i tehno-
loske efikasnosti pojedinih proizvodada (za-
visnost greSaka razli¢itih jednadina), pod
uslovom da je identifikovanost (bilo ta¢na
bilo prekomerna) svih jednalina postignu-
ta, treba predvideti primenu metoda troste-
penih najmanjih kvadrata, da bi se postiz-
la puna efikasnost (uz konzistentnost) oce-
na.'”

15) O metodima ocenjivanja modela simultanih
jednacina videti, npr. Jovi¢i¢, M.: Ekonometrijski me-
todi, Savremena administracija, Beograd 1981.

Milena Jovicié

Summary

ECONOMETRIC EVALUATION OF PRODUCTIVITY OF HUMAN AND TECHNI-
CAL FACTORS

Measuring productivity of the production factors enables determining their
valuable contribution to the total output, which is of an extraordinary econo-
mics importance. Traditional economic theory represents production function
assuming that there are two uses (labour and capital) which are continually
variable and substitutive in all function value. Therefore production is used to
express efficiency of production possibilities on the basis of flows of work done
and services of the existing capital stock, supposing that the problems of the
technological maximization have already been solved.




