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DOKAZI NEKIH TVRDNJIVEZANIH ZA
v PRAVOKUTNI TROKUT

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

l l ovome ¢lanku dokazat ¢emo nekoliko zanimljivih tvrdnji vezanih uz
pravokutni trokut.

Tvrdnja 1. Razlika kvadrata odsjec¢aka koje ¢ini okomica nacrtana iz po-
lovista jedne od kateta na hipotenuzu pravokutnog trokuta jednaka je kvadra-
tu druge katete.
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Dokaz: Neka je AABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C, a to¢-
ka E poloviste katete BC. Pri tome je EF | AB, gdje je tocka F € AB. Uzmimo
da je |AF| = x, | BF| = y, a to¢ka O je poloviste hipotenuze AB (Slika 1.).

C
a
b E
A x c 0 F y B
Slika 1.
Imamo
|OF|=|AF|—|AO|=x—@ , 4.
|OE|=x -2
ili
oB]=*22, 1)
Duzina OE o¢igledno je srednjica trokuta AABC pa slijedi:
1 .
|OE|:E|AC| . 4.
|OE|=§. ()

Budu¢i da je OE||AC i EFLAB, slijedi da je |£EOF|=|£CAB| i
|ACOEF |=|ACABC| , pa su pravokutni trokuti AOEF i AABC sli¢ni. Dakle, slijedi:
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a odavde zbog (1) i (2) redom vrijedi: Z
b x-y :
2 2 b xX—y 2 s s s Ng
B - bo=(x~ > . -y =b", $t N
x+y b jz(xﬂ/) » (x=y)(x+y), 4. x*—y $to p
=

2

je trebalo dokazati.

Tvrdnja 2. Neka je tocka O unutar pravokutnog trokuta AABC s pravim
kutom u vrhu C takva da su povrsine trokuta AAOB, ABOC i AAOC jedna-
ke. Tada vrijedi jednakost:

|0A[ +|0B[ =5|0C[ .

Dokaz: Nacrtajmo iz tocke O visine OA,OC,i OB, (pri ¢emu je
|OA1|=hl, |OC1|=h2 i |OBI|=h3) na stranice BC, AB i AC pravokutnog
trokuta AABC . Neka je |AC|=b, |BC|=a i |AB|=C (Slika 2.).

B

Slika 2.

Sada na osnovi Pitagorinog poucka primijenjenog na pravokutne trokute
AOB/A i AOA,B dobivamo

|AB,[" +|0B,|" =|0A[ i |BA,[ +|0A,|" =|OB

2
>

odnosno
(b=h,) +h;=|0A[" i (a—h,) +h} =|OB[
a odavde

|OA|2 +|OB|2 =(a-h, )2 +(b—h, )2 +h +h?

=|0A[ +|OB[ =a” +b* —2ah, - 2bh, +2(h} +1} ).
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Iz uvjeta tvrdnje imamo:

Prosc = Paoca = Paoas> Y-
1 1 1 1 )
Ehla =5h3b:§pAABC =gab > §).

b=3h, i a=3h,. (4)

Sada iz (3) i (4) slijedi:
|OA[" +|OB[" =9h +9h —6h; —6h? +2(h} +h}),
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odnosno
|OA|" +|0B|" =5(I; +1 ). (5)

Budu¢i da za pravokutni trokut AOCB, vrijedi |OC|2 =|CB1 |2 +|OB1 g
mozemo pisati

loc|* =h} +h2, (6)
paiz (5) i (6) dobivamo

|OA|2 +|OB|2 =5|OC : , §to je trebalo dokazati.

Tvrdnja 3. U pravokutnom trokutu AABC vrijede nejednakosti

\/5—1 c
2

c<—,
4

gdje su a i b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a r polumjer kruznice upisane
tome trokutu.

a) r<%a; b) r<

Dokaz: Neka je tocka I srediste kruznice upisane u pravokutni trokut
AABC , a r polumjer kruznice upisane u taj trokut (Slika 3.).

Slika 3.
Tada imamo:

Passr T Pasct + Pasct =Paspe> Y- —+—+—="—">
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aodavde je r(a+b+c)=ab, $to mozemo pisati kao r= . Dalje vrijedi:

a+b+c

ab .a+b—c ab(a+b—c) e ab(a+b—c)

r= ;(a+b>c) =r=
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Ca+b+c atb—c (a+b)2—c2 A +b +2ab—c*
b(a+b—
a odavde zbog a’ +b* =c* (Pitagorin poucak) vrijedi r :a(az—bc) > 4.
a
a+b—c
r= . 7
5 (7)
Dokazimo sada dane nejednakosti.
a) Zbog b<c imamo iz (7):
r= atb-c Laree zla ) 1. r<la , §to je trebalo dokazati.
2 2 2 2

b) Dokazat ¢emo prvo nejednakost

a+b<cy2. 8)

Vrijedi da je a”+2ab+b*=(a+b)’ sz(a2 +bz)=2c2 , a odavde je
(a+b)2 <2¢°, 1. a+b<c2 .
Sada na osnovi (7) i (8) slijedi:

V21 ¢
c<—,
2

1 1 .
r=5(a+b—c)£5(c 2—c),t]. r< .

1 3 9 1
jer je N2-1<=<2<=&2<>=2—. Ovime je dokazana i dana nejedna-
kost b). 2 4t

Napomena 1. Vrijedi jednakost u nejednakosti (8) ako je u pitanju pravo-
kutni jednakokra¢ni trokut AABC .
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