JE LI IGRA FER?
Dora Omanovi¢, Nera Majtanic, Luka Korov, XV. gimnazija, Zagreb

Pred nama je igraca ploca’' koja se sastoji od 7 polja oznacenih slovima
od A do D, kao na slici, namijenjena za igru dva igraca. Igra se na
sljede¢i nacin: na pocetku svakog kruga zeton se nalazi u sredi$njem polju
oznacenom slovom A. Jedna igra sastoji se od 10 krugova. Nov¢ic se baca 3
puta u svakome krugu. Ukoliko na nov¢i¢u padne glava, zeton pomaknemo za
jedno polje udesno, a u suprotnome ulijevo.
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Ako se po zavr$etku kruga, tj. nakon 3 bacanja, Zeton nalazi na jednom od
polja oznacenim slovom B, tada bod dobiva Igrac 1, a u svim preostalim sluca-
jevima odnosno kada se zeton nade na bilo kojem od polja oznac¢enim slovima
A, Cili D, bod dobiva Igrac 2.

Zadatak 1. Odigrajte igru. Koji je igra¢ pobijedio?

Ovo je jedan tip matematicke igre. Igra je takva da je igraju dva igraca, no is-
hod nije ovisan o njihovim potezima, odnosno ne postoji neka pobjednicka strate-
gija. U nasem slucaju, bacat ¢e se nov¢i¢ i nakon odredenog broja bacanja, kombi-
nacija ishoda odredit ¢e na kojem je mjestu Zeton zavrsio, odnosno tko pobjeduje.

Da bi igra bila ispravna, trebala bi biti postena po oba igrac¢a. Matematic-
ki receno, oba igraca trebala bi pobijediti s jednakom vjerojatnos¢u. U ovom

1
slu¢aju, bududi da ih je dvoje, ta vjerojatnost trebala bi iznositi > odnosno 0.5.

Kako bismo mogli baratati pojmom vjerojatnosti, prvo ¢emo je definirati.
Vjerojatnost dogadaja A definiramo kao omjer broja povoljnih i broja mogu-
¢ih ishoda:
broj povoljnih ishoda

p(A) =

broj svih moguc¢ih ishoda

Buducdi da je vjerojatnost broj, ne¢emo ga biljeziti u obliku postotka, ve¢
¢e on pripadati intervalu [0, 1].

Pri bacanju nov¢i¢a, moguca su dva ishoda: da padne pismo (P) ili glava
(G). Kada imamo vise od jednog bacanja, a svako sljedece bacanje ne ovisi o
prethodnima - kazemo da su dogadaji (bacanja) nezavisni.

Zadatak 2. Kao uvod u problem, otkrijte koliko je ishoda za 2, 3 i 4 baca-
nja novc¢ica. Napravite poopcenje i otkrijte formulu za broj ishoda za n bacanja

'Clanak je inspiriran igrom objavljenom na https://illuminations.nctm.org/Lesson.aspx?id=1145
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nov¢i¢a. Sto mislite, je li igra fer? Za kojeg vam se igraca ¢ini da ima veéu vje-
rojatnost pobjede?

Rjesenje: Za jedno bacanje nov¢i¢a imamo dva ishoda: pismo (P) i glavu
(G). No, spojimo li dva bacanja, otvaraju nam se dodatne moguc¢nosti. Nakon
$to bacimo nov¢i¢ prvi put, ostaju nam jo$ dvije mogucnosti za ishod drugog
bacanja. S obzirom da i prvo bacanje ima dva moguca ishoda, ukupno ce biti
2 - 2 = 4 ishoda: dva pisma (PP), pismo na prvom i glava na drugom (PG),
glava na prvom i pismo na drugom (GP) i dvije glave (GG). Dodamo li tome
jos jedno bacanje, nakon prvog ¢e nam ostati jos dva bacanja za koja znamo da
imaju ukupno 4 ishoda. Prema tome, ukupan broj ishoda za 3 bacanja nov¢ic¢a
bit ¢e dvostruko veci od broja ishoda za 2 bacanja, odnosno 2 - 4 = 8. Vidimo
da ¢e svako sljede¢e dodavanje bacanja novci¢a udvostruciti dotadasnji broj
mogucih ishoda, stoga je opc¢a formula prema kojoj mozemo izra¢unati uku-
pan broj mogucih ishoda za n bacanja nov¢ica 2.

Na prvi pogled igra ne izgleda bas posteno jer Igrac I dobiva bod ako
zeton zavr$i na samo 2 od 7 polja, a Igrac 2 na preostalih 5. To je djelomicno i
istina, ali samo u tome $to igra nije postena.

Zadatak 3. Da biste provjerili svoje pretpostavke, zapisite moguce ishode
u 3 bacanja nov¢ica i odredite u kojim slu¢ajevima pobjeduje koji igra¢. Koja
je vjerojatnost da pobijedi Igrac I, a koja da pobijedi Igrac 22 Slaze li se to s
prvobitnim ocekivanjima?
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Rjesenje: Da se radi o nepostenoj igri mozemo jednostavno rezultati Konano
pokazati raspiSemo li sve moguce kombinacije pomaka kojih, na bacanja polje
sre¢u, nema mnogo (2° = 8). Slovo L oznacava da je na nov¢i¢u jednog kruga
palo pismo i da se zeton pomaknuo ulijevo, a slovo R oznacava da LLL D
je na nov¢icu pala glava i da se Zeton pomaknuo udesno. LLR B

Iz prilozene tablice (desno) zdesna mozemo vidjeti da ni u Ilj}}:; E
jednom slucaju polja A i C nisu konac¢na polja. Ono §to takoder RRR b
mozemo vidjeti jest da, iako nam preostaje jednaki broj polja koja
su pobjedonosna za pojedinog igraca, na polja oznacena slovom RRL B
B mozemo do¢i na $est nacina, dok za polja oznacena slovom D RLR B
postoje samo dvije takve kombinacije. RLL B

Iz toga mozemo jednostavno izracunati vjerojatnost za pobjedu pojedi-
nog igraca.

pIgrl) = g =0.75, p(Igr2)= % =0.25

Zadatak 4. Kako biste popravili igru, tj. preuredili pravila tako da igra
postane fer? Smislite barem dvije po$tene varijante!
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Rjesenje: Kako bismo popravili igru da oba igraca imaju jednaku vjerojatnost
konacne pobjede, mozemo napraviti nekoliko razlicitih stvari. Neke od njih su:

a) Igrac I osvaja bod kada se zeton nakon 3 bacanja nade na polju oznacenom
slovom B, pod uvjetom da se konacno polje nalazi na istoj strani od pocet-
nog polja kao $to se nalazilo i polje na koje smo Zeton pomaknuli prilikom
prvog bacanja. Jednostavnije, Igrac 1 dobiva bod kada Zeton zavrsi na polju
B te nije promijenio stranu u odnosu na pocetno polje A. Prema tome,
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Igra¢ 2 dobiva bodove u svim ostalim slucajevima, tj. kada Zeton zavrsi na
polju D ili kada prilikom dolaska na polje B promijeni stranu u odnosu na
polje A. Tada tablicom mozemo prikazati sve kombinacije kojima pojedini
igra¢ moze osvojiti bod.

rezultati bacanja jednog kruga | pobjednik za jedan krug
LLL 2
LLR
LRL
LRR
RRR
RRL
RLR
RLL

DO | = [ — | D[N | = [ =

b) Igrac I osvaja bod kada zeton zavrsi s lijeve strane pocetnog polja, a Igrac 2
kada Zeton zavrsi s desne strane pocetnog polja.

¢) Nema promjene kombinacija za koje igraci dobivaju bodove, samo Igracu 2
umjesto jednog boda dodajemo tri kada Zeton zavrsi na polju D.

Zadatak 5. Sto mislite, hoce li se dodavanjem jednog bacanja i po jednog
polja sa svake strane povecati vjerojatnost pobjede nekom igracu? Ako da, ko-
jemu? Dakle, dodajte sa svake strane polje E i bacajte novc¢i¢ 4 puta u svakom
krugu. Recimo da Igra¢ I pobjeduje ako zeton dode na polja B ili E, a Igrac 2
ako zZeton dode na polja A, C ili D. Odigrajte igru i provjerite $to se dogada.
Tko je pobijedio?

Na kojim poljima Zeton nikada nece zavrsiti? Odredite na koliko se nacina
moze do¢i na ostala polja. Koliko se puta mora oti¢i desno (R), a koliko lijevo
(L) za odredeno polje?

E|D|C|B|A|B|C|D|E

Mozete li poop¢iti na koja je polja moguce doci, a na koja nije za ukupno
n polja sa svake strane (gledajuci od sredi$njeg) i n bacanja?
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Rjesenje: Dodamo li, kao na slici u zadatku, sa svake strane po jos jedno
polje oznaceno slovom E, i jos jedno bacanje nov¢ica, uz uvjet da bod dobiva
Igrac¢ 1 kada Zeton zavrsi na polju E, vjerojatnost pobjede za igrace se mijenja.

Iako je vjerojatnost da ¢e nam se na prvi pogled ¢initi da smo ovime samo
povecali vjerojatnost za pobjedu Igraca 1, to se, zbog promjene broja bacanja
nov¢ica, ne dogada. Kao i u prvom slucaju, postoje polja na kojima uopce nije
moguce doci s odredenim brojem koraka. Tako ovdje, zbog parnog broja ko-
raka, nije moguce do¢i na polja koja su od pocetnog udaljena za neparan broj
polja. Time iz igre izbacujemo polja B i D. Preostaju nam jos polja A, CiE od
kojih je E polje koje Igracu 1 donosi bod, a polja A i C donose bodove Igracu
2. RaspiSemo li sve kombinacije mogucih ishoda bacanja nov¢i¢a odnosno po-
micanja Zetona, jasno nam je da je sada Igrac 2 u prednosti.
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rezultati bacanja jednog kruga | pobjednik za jedan krug
LLLL 1
LLLR
LLRL
LLRR
LRLL
LRLR
LRRL
LRRR
RLLL
RLLR
RLRL
RLRR
RRLL
RRLR
RRRL
RRRR
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Iz prilozene tablice vidimo da je ovdje situacija prilicno drugacija nego
prije. Svega dvije od ukupno 2* = 16 kombinacija idu u korist Igracu I, dok
preostalih 14 donosi bod Igracu 2.

Vjerojatnosti, iako sada ve¢ ocite, koje iz tog slijede su:
2 14
Igrl)=—=0.125, p(Igr2)=—=10.875
p(Igrl) v p(gr2) v
Zadatak 6. Izmislite inacicu igre koja se igra prema istom principu (pomi-

canje Zetona ovisno o padanju novc¢ica) — igra moze biti i kruzna ili nesto trece.
Pravila zadajte tako da igra bude fer.
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