v RAZNI NACINI DOKAZIVANJA TEOREMA 1Z GEOMETRIJE

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo

Uovom ¢emo c¢lanku dokazati dva teorema iz geometrije vezana uz
pravokutni trokut i trapez, i pri tome demonstrirati viSe raznih
zanimljivih dokaza ovih teorema. Pri rjeSavanju jednoga istog zadatka ili pak
dokazivanjem nekog teorema na razlicite nacine, moze se uporedivanjem tih
rjeSenja ili dokaza utvrditi koje je od njih krace, efektnije i elegantnije, a time
se stjece i izgraduje vjestina u rjeSavanju zadataka ili dokazivanju tvrdnji.

Dat ¢emo po pet razlicitih dokaza sljedec¢ih dvaju teorema:

[Vatka 27 (2018./2019.) br. 108

Teorem 1. U pravokutnom trokutu sa Siljastim kutom veli¢ine 15° polumjer

opisane kruznice R geometrijska je sredina duljina katetaaib, tj. R= Jab .

Dokaz 1. Neka je trokut AABC pravokutan, s pravim kutom u vrhu C,
neka je a =15° i neka je tocka O poloviste stranice (hipotenuze) AB, Slika 1.

A 0 ¢ B Slika 1.

Nacrtamo duzinu BM tako da je |4ABM | =15°, pri ¢emu toc¢ka M pripada
kateti AC . Zbog toga je trokut AABM jednakokracni teje MO L AB.No, tada
su trokuti ABMO i AABC sli¢ni, pa je |BO| : |BM| = |AC| : |AB| . Iz pravokutnog
trokuta AMBC slijedi da je |BM | =2a (polovina jednakostrani¢nog trokuta).
Imajuéi u vidu da je |AB|=2R i |[BO| =R, iz prethodnog razmjera dobivamo:
R:2a=0b:2R,
a odavde
R*=ab,tj. R=+/ab,
§to je trebalo dokazati.

Dokaz 2. Konstruirajmo duzinu BM kao u prethodnom dokazu. Buduéi
da je |BM | =2a i |BC| =a, na osnovi Pitagorinog poucka iz trokuta ACBM
dobivamo:

2 2 2 .
|McC[ =|BM| —|BC[", 4,

IMC|=+4a’ —a’ =~/3a” =a+/3.

Izrazimo duljinu katete |AC| =b pomocu a:
b=|AC|=|AM|+|MC|=|BM|+|MC|, t;.
b=2a+a\/§=a(2+\/§).
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Sada primijenimo Pitagorin poucak na trokut AABC:
2R=c=+a’ +b’ :\/cf +a2(2+\/§)2 =
=\/a2 (1+4+443+3) =2\/a-a(2+\/§) =2ab,

aodavde R= \/% , §to je trebalo dokazati.

Dokaz 3. Nad stranicom AB trokuta AABC s vanjske N
strane toga trokuta konstruirajmo kut |LBAN | =15°, (Slika 2.).

[Vlatka 27 (2018./2019.) br. 108

Trokut AACN je polovica jednakostrani¢nog trokuta pa je

zato |AN|=m, |CN|=%m i |AC|=73m . Kako je |AC|=b,

imamo: A b - C

2 ]
|AN|—Eb i |cN|= \Eb' Slika 2.
Budud¢i da je AB simetrala kuta ZCAN i |BC | =a, iz teorema o simetrali
unutarnjeg kuta trokuta AACN slijedi:

|BN|:|BC|=|AN|:|AC], 4.
2
BN|:a=—=b:b,
e

a odavde dobivamo jednakost:

2
BN|=—a.
IBN= 75

Iz jednakosti |BN|+|BC|=|CN]| dobivamo:

1
a+a= b, .

NS Ng
b= a(2 + \/5) .
Dalje, kao u Dokazu 2. nalazimo da je R= \/E .

Dokaz 4. Neka je tocka C simetri¢na tocki C u odnosu na pravac AB,
a tocka O je poloviste hipotenuze AB (Slika 3.). Tada je cetverokut ACBC,
tetivni (zasto?), pa za njega vrijedi Ptolemejev teorem, tj. produkt dijagonala
jednak je zbroju produkata suprotnih stranica. Znaci, imamo:

|AB|-|CC,|=|AC]|-|BC|+|BC]-|AC,|. (1)

Imajuc¢i u vidu da su trokuti AABC i AABC, sukladni i stavljajuci da je
|AB|=2R,|CC/|=2h (h je visina trokuta AABC), |AC|=|AC|=b i
|BC| = |BC1| =a, dobivamo iz (1):

2R-2h=ba+ab,tj. 2Rh=ab. (2)
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S Buduci da je trokut AOCC, jednakostranican, tj. 2h =R, iz (2) slijedi:
-4 R
= 2R-==ab,tj. R=+ab,
> 2
$to je trebalo dokazati. I 1 1 1
DokazS.Buduc’idajehzzR,izngabing|AB| . h=E-2Rh=Rh
dobivamo:
1 1 1
—ab=Rh,tj. —ab=—=R?,
2 2 2
a odavde
R=+Jab,
$to je trebalo dokazati.
Teorem 2. Ako se dijagonale trapeza sijeku pod pravim kutom, tada je
zbroj kvadrata duljina tih dijagonala jednak kvadratu zbroja duljina osnovica
B¢ € (paralelnih stranica) trapeza.
Dokaz 1. Neka su AB i CD osnovice, a AC i BD dijagonale trapeza ABCD,
M N i pri tome je |AB| =a, |CD| =g, |AC| =ei |BD| = f. To¢ke M i N su polovista
A krakova AD i BC, a presje¢ne tocke pravca MN s dijagonalama AC i BD su E
i F (Slika 4.).
a G B
Slika 4. Kako su duzine ME i FN redom srednjice trokuta AACD i ABCD, to vrijedi

|ME| = |CD|=~c i |EN|=~|CD| =~ ¢ Tada zbog |MN| =225 dobivamo:
2 2 2 2 & 2 '

atc a—c
—c=
2 2

[EF| = |MN|—(|ME |+ |FN|) =
Konstruirajmo duzinu EG || BD, gdje je G € AB. Cetverokut BFEG je paralelo-
gram pa je |EG|=|BF|. S obzirom da duzina MN raspolavlja dijagonale

1 1 -
trapeza, imamo da je |AE]| =3¢ i |BF| =Ef Takoder je |GB|=|EF| =%.

Sada imamo 4
a—c _a+tc
|AG|=|AB|-|GB|=a——=
2 2
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AAEG dobivamo:

|AE[" +|GE|" =|AG[, 4.
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a+c ’
2 bl

)44 -

e+ fr=(at 6)2 , §to je trebalo dokazati.

odnosno

Dokaz 2. Neka je tocka O presje¢na tocka dijagonala AC i BD
trapeza ABCD, te |OD| =xi |OC| =y, . |AO| =e—yi |BO| =f-x
(Slika 5.).

Iz sli¢nosti trokuta AABO i ACDO dobivamo da je:

|A0|:|oc|=|BO|:|0D|=|AB|:|CD

[Vlatka 27 (2018./2019.) br. 108

4.

Slika 5.
(e=y):y=(f—-x):x=a:c,
a odavde
(a+c)-y=c-e (1)
i
(a+c)x=cf. (2)
Jednakosti (1) i (2) kvadriramo i zbrojimo, pa dobivamo:
(a+c)2(x2+y2)=c2(ez+f2). (3)
Za pravokutni trokut ACDO vrijedi Pitagorin poucak pa je:
Xy = (4)

Sada iz (3) i (4) slijedi:
e+ f=(at c)2 , §to je trebalo dokazati.

Dokaz 3. Dijagonalu CA produzimo preko vrha A do tocke E tako da je
|AE| = |CO| , a dijagonalu DB produZzimo preko vrha B do tocke F tako da je
|BF| = |DO| , gdje je O presje¢na tocka dijagonala AC i BD (Slika 6.).

D c C

/O\ “
v Slika 6.

E G

Nacrtamo duzinu AG || BF, gdje je G € EF. Cetverokut ABFG je paralelogram,
paje |FG|=|AB|=a . Trokuti AAEG i AOCD su sukladni jer je po konstrukciji
|AE| = |OC]|, |ZEAG| = |£COD| = 90° i | LAEG]| = | ZOCD| kao $iljasti kutovi s
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paralelnim kracima), pa je |EG| = |CD| =c. Tada je |EF| = |EG| +|GF| =a+c.
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AEFO dobivamo:
|EO[ +|FO[" =|EF[, 4.
|Acl +|BD[ =|EF[",
odnosno

e+ fi=(at 0)2 , §to je trebalo dokazati.

[Vatka 27 (2018./2019.) br. 108

Dokaz 4. Konstruirajmo paralelu DE dijagonali AC, tj. DE|| AC, gdje
tocka E pripada pravcu AB (Slika 7.).

Slika 7.

Zbog |AE|=|CD|=c imamo da je |BE|=|BA|+|AE|=a+c. Takoder, zbog
DE|| AC je |ZEDB| = |ZAOB| = 90° pa je trokut ABDE pravokutni i zato je
zbog |ED|=|AC|=e:
|ED[ +|BD|" =|EB[’, 4.
e+ =(a +c)2 , §to je trebalo dokazati.

Dokaz 5. Pravokutne trokute AABO, ABCO, ACDO i AADO dopunimo
do pravokutnika AEBO, BFCD, CGDO i DHAO kao $to je prikazano na Slici 8.

Tako dobivamo veliki pravokutnik HEFG. Njegove su stranice jednake
dijagonalama trapeza, tj. |EF|=|HG|=|AC|=e i |FG|=|HE|=|BD|=f.

E Slika 8.
Duljina dijagonale tog pravokutnika je |GE| = |GO| + |OE| = |DC| + |AB| =
= a + ¢. Na osnovi Pitagorinog poucka primijenjenog na pravokutni trokut

AGHE, dobivamo:
\HG[ +|HE[ =|GE[", 4.
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V
=
u
8
|ac[ +|BD|" =|GE[", 3
(=]
odnosno , Q
e+ f= (a+c), $to je trebalo dokazati. g
Q
Bududim ¢itateljima ovoga ¢lanka preporu¢amo da na vise raznih nacina po- E
kusaju rijesiti sljedece zadatke: 8
1. Iz proizvoljne tocke M stranice AB jednakostrani¢nog trokuta AABC §
nacrtane su redom okomice MP i MQ na stranice AC i BC. Dokazite:
MP|+|MQ|=|AD|,
gdje tocka D predstavlja noziste visine iz vrha A na stranicu BC.
E D
2. Izracunajte povrsinu osjencanog lika na Slici 9. ako je duljina dijagonale i
kvadrata ABDE jednaka 42 em. ,
3. Tocke M i N su polovista stranica AB i BC kvadrata ABCD. Duzine CM i F{----¢ T c
DN sijeku se u to¢ki P. Dokazite da je|AP|=|AD|. '
4. Na stranicama AB, BC, CD i DA kvadrata ABCD dane su to¢ke K, L, M ) : B
2 2 2 2
i N, tako da je |AK|==|AB|, |BL|==|BC|,|CM|==|CD| i |DN|==|DA|.
3 3 3 3 Slika 9.

Dokazite da je povr$ina ¢etverokuta odredenog pravcima AL, BM, CN i DK
1
jednaka 5 povrsine kvadrata ABCD.
5. Neka su tocke A’, B" i C’ projekcije tocke M koja se nalazi u unutra$njosti

jednakostrani¢nog trokuta AABC, redom na stranice BC, CA i AB trokuta.
Dokazite da je zbroj |AC'|+|BA'| +|CB'| konstantan.

Napomena: Svi navedeni zadatci mogu se rijesiti na barem pet nacina.

Literatura
1. Arslanagic, S., Matematika za nadarene, Bosanska rije¢, Sarajevo, 2005.

2. Arslanagic, S., Matodicka zbirka zadataka sa osnovama teorije iz elementarne
matematike, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2006.

3. Arslanagic, S., Zbirka rijeSenih zadataka sa takmicenja iz matematike
ucenika osnovnih Skola u Federaciji Bosne i Hercegovine (1996. - 2008.),
Graficar promet d.o.0., Sarajevo, 2008.

4. Tosi¢, R. i V. Petrovi¢, Zbirka zadataka iz osnova geometreije, Univerzitet u
Novom Sadu, Prirodno-matematicki fakultet, Institut za matematiku, Novi
Sad, 1990.

235

MATKA 108.indd 235 @

6.5.2019. 11:31:09



