SPIRALA OD KVADRATNIH KORIJENA...

Spirala od kvadratnih korijena
iz brojeva 1, 2, 3...
SEFKET ARSLANAGIC' I ALJA MUMINAGIC?
Konstrukcija spirale od kvadratnih korijena jasna je sa Slika 1.

Uputa: Konstruiraj jednakokra¢ni pravokutni trokut AOAB cije su katete
duljina |OA|=|AB|= 1(= N ) te primjenom Pitagorinog teorema odredi duljinu hi-
potenuze |OB|. Promatraj dalje trokut AOBC, OB| =2 , |BC| =1i |ACB|= 90°, itd.

Pogledajmo sada kako mozemo konstruirati spiralu kvadratnog korijena iz
JO.nnnn...., tj. iz brojeva \J0.1111... ,/0.2222... , 1/0.3333... , ..,.1/0.8888... . Interesan-

tno je pitanje je li broj 4/0.1111... racionalan ili iracionalan? Da bismo odgovori-
li na ovo pitanje, podsjetimo se: racionalni brojevi imaju konac¢an decimalni zapis

1 .1 « T . . . 1
(npr. 5= 0.2) ili beskonacan periodi¢ni decimalni zapis (npr. 3 0.3333...).

1Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, BiH
*Alija Muminagi¢, Frederiksberg, Danska
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Stavimo da je x =0.1111.... Tada je:
1
10x=1.1111...®1Ox=1+O.1111...©10x=1+x®x=5.

Dakle, 4/0.1111... =\/§=%=0,3333,,.,tj.br0j {/0.1111... jeracionalan. Sada mo-

zemo konstruirati spiralu kvadratnih korijena \/O. 1111..., \/0.2222... ,...,\/0.8888... .

Primijenimo prvo poznatu konstrukciju dijeljenja duzine na jednake dijelove.
U nasem slucaju dijelimo duzinu AB duljine |AB|=1 na n=3 dijela. Polozimo
polupravac iz to¢ke A i na taj polupravac, pocevsi od toc¢ke A , nanesimo neke oda-
brane duzine tako da je |AA1| = |A1A2| = |A2A3| (sl. 2). Paralele s E nacrtane kroz

tocke A,i A, dijele duzinu AB na 3 jednaka dijela. (Dokazite!).

Slika 2.

Dakle,

AX|= % =0.3333...= \E =.0.1111...

Sada je konstrukcija  spirale kvadratnih  korijena iz  brojeva
JO1111...,10.2222... ,...,/0.8888... jasna sa Slike 3.

Uputa: Konstruirajmo jednakokracno-pravokutni trokut AAXB cije su katete

duljina |AX|=|XB|= % =0.1111... i |£X]=90°, itd.
1

Wl

Slika 3.

Promatrajmo sada spiralu na slici 4. Svi trokuti na slici 4. su pravokutni i u svim
je trokutima visina iz vrha pravog kuta nacrtana na hipotenuzu duljine 1.
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SPIRALA OD KVADRATNIH KORIJENA...

Prema oznakama na Slici 4. vrijedi:

2, .2, .2 2_ 2.2, .2 *
Xog+x] o, Fotx, =xpK X, *)

Promatrajmo pravokutni trokut AABC . Uvedimo oznake|AB|=x, , |BC|=x,,
|AC| =c, |AM| =c ,|MC| =¢,, |BM| =1. Primjenom Pitagorinog teorema na trokut
AABC dobivamo:

2 xl =, (1)
a primjenom Euklidovog teorema’:

2
|BM|" =1*=¢,¢,, x, =c¢;,xf =c-c,. (2)

Mnozenjem posljednih dviju jednakosti u (2) dobivamo:

x2xl =c"vc ¢, =(zbog ¢,-c,=1)=c". (3)

Sada iz (2) i (3) proizilazi da je:

(4)
. C
X
B Slika 4,
Promatrajmo dalje pravokutni trokut AACD . Ovdje je
|AC|=c,|AD|=d, |CD|=x,,|AN|=d,,|ND|=d,,|cCN[ =1* =d d, .
Sli¢no kao gore dobivamo:
1
CHxi=d>exi+xl+x =d (5)
te
=d-d ix;=d-d,.
Mnozenjem ovih jednakosti dobivamo:
¢ x;=d’-d -d,=(zbog d,-d,=1)=d", (6)

*Euklidov teorem: a) Kateta pravokutog trokuta geometrijska je sredina hipotenuze i svoje ortogonalne projekcije na
hipotenuzu. b) Visina na hipotenuzu pravokutog trokuta geometrijska je sredina njenih odsjecaka na hipotenuzu.
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aiz (5)1(6) slijedi: o
3

2 2 2 _ 2,2 __ 2.2, .2
Xgtx) +x;=c"x; =% X "X .

Naslu¢ujemo da je jednakost (*) to¢na, a dokaz prepustamo citateljima.

Promatrajmo sli¢ne trokute koji ¢ine spiralu na Slici 5. Iz sli¢nosti trokuta
AOAB ~ AOBC slijedi:

=\/a2+b2

(jer je c=+a’ +b* prema Pitagorinom teoremu u trokutu AOAB ).

b_ b
C

S|

Odavde dobivamo:
2\? 2
aNa® +b’ =b2©(b_2) _b_z_ =0. 7)

Rjesenje jednadzbe (7) je:
b* 1445
. (8)

Podsjetimo se sada nekih definicija i teorema o zlatnom rezu.

Definicija 1. Ako tocka C dijeli duzinu AB (Slika 6.) tako da vrijedi
atb _a
a b

kazemo da ju ona dijeli u omjeru zlatnog reza.

)

>

A C B
a b Slika 6.
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SPIRALA OD KVADRATNIH KORIJENA...

Teorem 1. Tocka C dijeli duzinu AB u omjeru zlatnog reza ako je:

£=q3=1+2\/§(z1.618). (10)

b

Broj @ naziva se zlatni broj.
Iz (9) slijedi:

2
az—ab—b2=0¢>(%) —%—1=0©<I>2—<I>—1=0. (11)

Dakle, sada je:

2 (8)
b_2:1+\/§ o, (12)
a 2
aiz (12) slijedi:
b=aJd, (13)
te
(1)
c=\/a2+b2 =\/a2+a2(1> =aV1+P = aVP* =ad . (14)

Stavljajuéi da je a=1, slijedi da je b=~/® i c=®, pa je spirala sa Slike 5. sada
kao na Slici 7. (spirala korijena iz @ ).

Iz (11), §j. ®*—dP—1=0, slijedi ®+1=P*, a nakon mnoZenja sa @:
P> +P =" (vidi trokut AOBC), ®’+d*=d* (vidi trokut AOCD ). Trokut
AOAB naziva se zlatni trokut. Duljine njegovih stranica stoje u omjeru 1:D: @,

Interesantno je da zlatni trokut nalazimo u Keopsovoj piramidi. Keops, egipatski
faraon iz IV. dinastije (oko 2600. p.n.e.), dao je izgraditi najve¢u piramidu s kvadrat-
nom osnovicom. Za matematicare je zanimljiv podatak da je ova piramida izgradena
tako da je kvadrat visine piramide jednak povrsini pobocke, tj. prema oznakama na
sl. 8:

Nelj =h2=P(AABS)=%|AB|-|SE|=%-2a~b=ab. (15)
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Slika 8.
Pitagorin teorem primijenjen na pravokutni trokut ASOE daje:

b

(15) b\ b
b =a’+h’ =a2+ab©(—) -—=1=0
a a

a odavde Z=a. Dalje iz LIPS slijedi b=a®, pa iz k> =ab=a’® dobivamo
a a

h=aJ® . Stavimo li da je a=1, tada je h=+/® i b=, tj. trokut ASOE je zlatni

(1:P: D).

(uguglaj Keopsova piramida; izmedu ostalog nalazi se 2a =230.36 m, h=146.72m,

2
. 230.36 . b 186.53
paje b= +146.72% =186.53 paje —= ~1.619=®).
2 a 11518
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