NAPETI BAZNI OKVIRI

Napeti bazni okviri

LyrLJANA ARAMBASIC! 1 MARIJA KOLAREK?

v . . . . — —_ 2
Sazetak: U ovom radu diskutiramo o nizovima vektora ¥ ,...,¥, u prostoru V
PR . . . 2 v . . .
koji imaju svojstvo da se svaki vektor v € V° moze zapisati u obliku

AV =)0, 4.+ (77,7,

za neki A >0. Takve nizove vektora nazivamo napetim baznim okvirima za V~.
Nakon toga navodimo osnovne pojmove i tvrdnje o opcenitim baznim okvirima u
konac¢nodimenzijskim prostorima.

Kljucne rijeci: baza, ortonormirana baza, sustav izvodnica, bazni okvir, rekon-
strukcija vektora

O napetim baznim vektorima u V?2

Svima su nam dobro poznati vektori i i j prostora V* svih vektora ravnine
- znamo da se svaki vektor iz V> moZe na jedinstven nadin napisati kao linearna
kombinacija ovih dvaju vektora, to jest, svi vektori iz V> su oblika ai + f3j za neke
jedinstveno odredene realne brojeve @ i 8. Pritom se skalari & i # mogu ra¢unati
pomocu skalarnog produkta na V> koji je zadan formulom

a-b=|a|-|b|-cose,
gdje su |d| i |b| duljine vektora d i b,a ¢ kut izmedu njih. Lako se dobije da za
zadani ¥ € V> imamo
(1) P=( DI+ )],
Postoje li, osim i i j » jos neki vektori s ovim svojstvom? Jasno da postoje, npr.

mozemo uzeti —i i —j, ali zapravo i svaka dva jedini¢na medusobno okomita vek-
tora v, i v,.

Mozemo li nadi tri ili viSe vektora s ovim svojstvom? Preciznije, postoje li vektori
Vis...s¥, za n=3 tako da

) =), +. AT,
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Poucak 77

vrijedi za sve ¥ € V*? (Pretpostavljat ¢emo da je svaki od vektora ¥,,...,7, razlicit
od nulvektora.)

Navedimo dva primjera.

Primjer 1. Promotrimo sljedece vektore

-V—\/ga Vv \/ga+£ vy \/ga ﬁ

i direktnim uvrstavanjem provjerimo da vrijedi

V=57, + 5,0, + (75,

Primjer 2. Uzmimo sada vektore
V=i, ¥,=i+j, ¥,=j, v,=i—].
Akoje ¥ =ai + f3j , onda je
Vv, =a, vV, =a+f, v-v,=f, v, =a-p.
Tada je
V-V, + (V)0 +(V V)V, +(V V)V, =37,
Iako vektori v,,v,,V,,V, nezadovoljavaju (2), iz prethodne relacije vidimo da vektori

G BB

Vis———V,, = Vo, —/—V
3 V3 73 Y3

4

zadovoljavaju taj uvjet.

Imajuci na umu prethodni primjer, promatrat ¢emo vektore v,,...,v, koji zado-
voljavaju relaciju koja je malo opcenitija od (2), to jest vektore za koje postoji A >0
tako da za sve v E V* vrijedi

(3) Av=F- vV, +...+ @V )V,
Ono $to zelimo jest dati jednu geometrijsku interpretaciju i karakterizaciju ova-
kvih vektora.
Neka su zadani vektori v,,...,v, . Tada se svaki od njih moze zapisati kao
V, =| 7, |(cosp,i +sing,j), k=1,...,n,
pri ¢emu je |V, | duljina vektora v,, a ¢, kut koji taj vektor zatvara s pozitivnim

dijelom x osi, to jest s vektorom .
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Uotimo da, ako (3) vrijediza i i j, onda zbog linearnosti vrijedi i za sve vektore

Viz V2.
Relacije
Ai = E(?'{)k){;k = E(| vy [ cos® ‘Pkl?'*' |V, i sing; cos<pkj),
k=1 k=1
Aj =G %0, = 2 (|7, [ sin® i +]7, [ sing, cosp, f)
k=1 k=1

ekvivalentne su relacijama
n n
= 2 2 = 12 a2
27 Feos’p)=4, X(|7 [ sin’p)=A4,
k=1 k=1

M (|9, [} sing, cosg,) =0,

k=1
$to mozemo sazeti u sljedeca dva zahtjeva:

27, [ cos’ )= X (17, [ sin* @), 2 (|9 [ singy cosp, ) =0.
k=1 k=1 k=1
Jos jedan ekvivalentan nacin da ovo zapi$emo je sljedeci:
(4) 2 (19, [ cos29)=0, (|7, [ sin2p,)=0.
k=1 k=1

Uocimo da ovaj ra¢un moZemo izvrtiti natrag, to jest ako vektori v,,...,¥, zado-
voljavaju (4), onda oni zadovoljavaju (3) za neki A > 0.

Uvedimo sada vektore
w, =|, [ cos2p,i+|¥, [ sin2¢,j, k=1,...,n.

Njih nazivamo dijagram vektorima pridruzenim vektorima v,,...,v . Dakle, di-
jagram vektor vektora ¥ je vektor Cija je duljina | |*, a kut koji zatvara s pozitivnim
dijelom osi apscisa dvostruko je veci (do na puni krug) od kuta koji vektor v zatvara
s pozitivnim dijelom osi apscisa.

Prethodna diskusija daje nam sljedeci rezultat.

Teorem 1. Vektori ¥,,...,7, € V* zadovoljavaju (4) ako i samo ako njihovi dija-
gram vektori w,,...,w, zadovoljavaju

W, +...+w =0.

Definicija 1. Niz vektora ¥,,...,¥, € V? koji zadovoljavaju (3) nazivamo napetim

baznim okvirima za V>, te Parsevalovim baznim okvirima za V* ako je A=1, tojest
ako zadovoljavaju (2).

| 31

Poucak 77.indd 31 @ 26.3.2019. 8:13:24



Poucak 77

Dakle, v,,...,v, € V? &ine napeti bazni okvir za V? ako i samo ako je zbroj pri-
padnih dijagram vektora w,,...,w, jednak nulvektoru.

Na primjer, pogledajmo sljedece vektore:

1. B. 1. B

=i, V,=——i+—j, V,=——i——"}].
2 5 A J

41

Uocimo da su to vektori iz prvog primjera koje smo normirali. Na sljede¢im sli-
kama prikazani su vektori v,,v,,V,, te pripadni dijagram vektori w,,w,,w, i njihov
zbroj:

- —

v, Ws

<4
=

=
=

Kako je w, +w, +w, =0, prema teoremu 1 zakljucujemo da se radi o napetom
baznom okviru. Napomenimo da se bazni okvir v ,¥,,V, naziva jedini¢ni Merce-
des-Benz bazni okvir, a razlog za taj naziv je ocit iz gornje slike.

Sljedeca slika ilustrira vektore iz drugog primjera.

w,
A
v, v,
«——
Vi Wz W1
2
v
w,
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Navedimo jo$ i primjer napetog baznog okvira prostora V> koji se sastoji od $est
vektora, a ¢iji prikaz vidimo na slici ispod. Na prvi pogled nije ocito da se radi o na-
petom baznom okviru, no pogledamo li pripadne dijagram vektore i njihovu sumu,
zaklju¢ujemo da je zaista rije¢ o napetom baznom okviru.

Napomena 1. Uo¢imo da ¢e dva vektora ¥, i ¥, zadovoljavati (3) ako i samo ako
su dijagram vektori w, i w, medusobno suprotni vektori. No, tada se lako dobije da
v, i ¥, moraju biti okomiti i jednakih duljina. Posebno, dva vektora zadovoljavaju
(2) ako i samo ako oni ¢ine ortonormiranu bazu.

Za razmiSljanje navodimo dva posebna slucaja.

Zadatak 1. Sto mozemo zakljuciti o cetvero¢lanom napetom baznom okviru &iji
su svi vektori jedini¢ne duljine?

Zadatak 2. Sto moZzemo zaklju¢iti o baznom okviru ¢&iji su dijagram vektori dani
sljede¢om slikom?

=l
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Uoc¢imo i to da nam teorem 1 daje nac¢in kako mozemo konstruirati napeti bazni
okvir za V*. Naime, uzmemo li neke nenul vektore #,,...,w, za koje vrijedi da je
wt...tw, = 0, te onda nademo njihove (originale’, to jest vektore v ,...,V, Ciji su
dijagram vektori upravo w ,...,w ,onda ¢e ¥,,...,V, Ciniti napeti bazni okvir za V>

Takoder, teorem 1 govori nam o nadopunjavanju zadanog niza vektora do nape-
tog baznog okvira za V2. Neka su nam zadani vektori ¥,,...,¥, koji ne zadovoljavaju
(3) ni za koji A >0. Tada to znaci da je vektor

razli¢it od 0.

Ako je v ,, vektor ¢iji je dijagram vektor upravo w,,,, onda je jasno da
LS . oo )
Vis...s¥,, ¥, ,, Cine napeti bazni okvir za V2.

Malo opcenitije

Pojam baznih okvira definira se za mnogo $iru klasu vektorskih prostora nego $to
je V2. Ovdje ¢emo se ograniciti na kona¢nodimenzionalne unitarne prostore V. Pri-
tom ¢e nam (v, w) biti oznaka za skalarni produkt vektora v,w EV , a v = W
norma od v definirana pomocu tog skalarnog produkta.

Definicija 2. Kazemo da vektori v,,...,v, u unitarnom prostoru V <¢ine bazni
okvir unitarnog prostora V' ako postoje pozitivne konstante A i B takve da vrijedi

(5) A”v”ZSZKV,vk)rSB”v”2, Yvev.
k=1

Konstante A i B nazivamo donjom i gornjom granicom baznog okvira. Ako je
A = B, tada govorimo o napetom baznom okviru, odnosno Parsevalovom akoje A=B=1.

Brojeve (v,v,),...,(v,v,) nazivamo koeficijenti vektora v s obzirom na bazni okvir

VisersV, -
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U svakom prostoru V mozemo naci bazne okvire jer je svaka ortonormirana
baza unitarnog prostora V'jedan Parsevalov bazni okvir za V. Prisjetimo se da je orto-
normirana baza prostora, po definiciji, ona baza prostora ¢iji su svi vektori jedini¢ne
duljine i medusobno su okomiti. Ako je zadana bilo koja baza, onda primjenjujudi,
na primjer, Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije dolazimo do ortonormirane
baze.

Nadalje, iz zadane ortonormirane baze mozemo konstruirati nove bazne okvire
za'V.
Primjer 3. Neka je e,,...,e, ortonormirana baza zaa V.
Dodamo li ovoj ortonormiranoj bazi prvi vektor m puta, dobit ¢emo niz vektora
€15:3€)5€]5€5,€35..,€, 5

koji je bazni okvir za V. Zaista, za svaki v €V vrijedit ¢e

WP = Skvef
k=1
m- |(v,e1 )|2 + kz |(v, e, >|2
=1

mve)f +[]
m e+

(m+1)- ||v||2 .

IA

IA

Prema tome, promatrani niz je bazni okvir za V's granicama 1i m+1. Uoc¢imo
dasulim+1 optimalne granice baznog okvira (optimalne u smislu da je 1 najveca
donja, a m+1 najmanja gornja granica). Naime, za v =e, na mjestu prve nejedna-
kosti u prethodnom rac¢unu zapravo stoji jednakost, a za v =e, na mjestu je druge
nejednakosti prethodnog rac¢una jednakost.

Napomenimo jo§ da smo u drugoj nejednakosti primijenili Cauchy-Schwarz-Bu-
njakovskijevu nejednakost |(v, w )| < [|v|| ||w|| koja vrijedi u svakom unitarnom pro-
storu.

Primjer 4. Neka je e,...,e, ortonormirana baza od V. Niz vektora
€,,€,,€,,6,,€5,65,...,¢,,€e, je napet bazni okvir Hilbertovog prostora V's granicama
A=B=2.

Primjer 5. Ako su f,,..., f,, i e,,...,e, dvije ortonormirane baze za V, onda nji-

hova unija daje jedan napeti bazni okvir za V's granicama 2.
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Uocimo da svaki konacan niz vektora v,,...,v, zadovoljava desnu nejednakost
u (5), naravno uz uvjet da barem jedan od ovih vektora nije nulvektor. Naime, prema
Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijevoj nejednakosti slijedi

n 2 n 2 2
Sl =2 [l | - v
k=1 k=1

n
2
zasvaki v €V, pa mozemo uzeti B= Y "vk ” . Prema tome, naglasak je u postojanju
k=1

donje granice (barem je tako u kona¢nodimenzionalnim slucajevima).

Moze se pokazati da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2. Konacan niz vektora v,,...,v, u Vje bazni okvir za V ako i samo ako
je on sustav izvodnica za V.

Jedno od najvaznijih svojstava baznih okvira sadrzano je u sljede¢em teoremu.

Teorem 3. Neka je v,,...,v, bazni okvir za V. Tada postoje vektori w,,...,w u
V takvi da za sve v €V vrijedi

(6) y=

M:

<v, vy >wk.
k

1

Ako je v,...,v

1
w, =ka,k=1,...,n.

. napeti bazni okvir s granicom A, onda mozZemo uzeti

Kazemo da vektori w,,...,w, ¢ine dualni bazni okvir baznog okvira v,,...,v
Formulu (6) nazivamo rekonstrukcijskom formulom.

ne

To znaci da se svaki vektor v €V moze rekonstruirati na osnovi koeficijenata
(v,vk Y,k =1,...,n, vektora v s obzirom na bazni okvir Vy5...»V,, ako znamo neki nje-
gov dualni bazni okvir (opcenito, dualni bazni okviri nisu jedinstveni).

Sjetimo se da smo davno naucili da ortonormirane baze imaju ovo svojstvo. Na-
ime, za ortonormiranu bazu e,,...,e, vrijedi

m

v=Y{(ve)e, VEV.
k=1

Zasto onda bazni okviri ako ve¢ imamo ortonormirane baze pomo¢u kojih mo-
zemo rekonstruirati vektore?

Odgovor ¢emo pokusati dati bez ulazenja u detalje. Kao §to znamo, bazni okviri,
stoga i ortonormirane baze, skupovi su izvodnica prostora. S druge strane, iz pret-
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hodnih primjera uo¢avamo da bazni okviri ne moraju biti linearno nezavisni sku-
povi, dok ortonormirane baze to jesu. To znaci da, ukoliko uklonimo neki vektor iz
ortonormirane baze, ostatak vektora sigurno nece biti skup izvodnica prostora, pa
se neki vektori prostora ne¢e moci rekonstruirati pomocu preostalih vektora iz te
baze. Kod baznih okvira (ukoliko nisu baze, to jest ako ¢ine linearno zavisan skup)
neki se vektori mogu ukloniti, a ono $to ostane novi je skup izvodnica, to jest novi
bazni okvir prostora, pa se i pomocu tih preostalih vektora moze rekonstruirati svaki
vektor prostora.

Naravno, prethodno objasnjenje vjerojatno ¢e proizvesti novo pitanje: zasto bi-
smo uklanjali neki vektor iz baznog okvira ili ortonormirane baze?

Bazni se okviri koriste pri prijenosu signala. Ako je v signal, onda se prvo taj si-
gnal analizira, to jest izracunaju se koeficijenti (v,v,) s obzirom na neki bazni okvir
V;5...,V,, anakon prijenosa se signal sintetizira, to jest primijeni se rekonstrukcijska
formula (6) (s obzirom na neki dualni bazni okvir w,,...,w, ) kako bismo dobili si-
gnal v.

Medutim, pri prijenosu podataka neki se od koeficijenata (v,v,) mogu ostetiti
ili izgubiti. U tom je sluc¢aju dobro ako se iz onih sac¢uvanih i neoste¢enih podata-
ka moze rekonstruirati signal v. Ako smo za bazni okvir uzeli ortonormiranu bazu
e,,...,e, , onda gubljenje bilo kojeg od koeficijenata (v,e, ) moze prouzrociti nemo-
gucnost rekonstrukcije vektora. Na primjer, ako je v =e¢, i pri prijenosu podataka
izgubljen je koeficijent (v,e ), onda se v ne¢e mo¢i rekonstruirati iz koeficijenata
(v,e ),...,(v,e ) (koji svi iznose 0).

S druge strane, ako imamo, na primjer, bazni okvir v ,...,v, takavdajei v,,...,v,
bazni okvir za V, onda signal v (za bilo koji v) mozemo rekonstruirati i bez koeficijen-
ta (v,vl) . Naime, ako je z,,...,z, dual baznog okvira v,,...,v,, onda vrijedi

n
y= z v,z )z,
k=2

a za ovo nam ocito ne treba koeficijent (v,v,). Prema tome, kada govorimo o ukla-
njanju vektora iz baznog okvira, onda zapravo mislimo na gubljenje odredenih koe-
ficijenata u formuli (6).

Od interesa je konstruirati primjere baznih okvira koji imaju svojstvo da se ukla-
njanjem raznih (jednog ili vise) vektora ocuva svojstvo razapinjanja prostora, to jest
takvih da i ostatak vektora ¢ine bazni okvir prostora. O konstrukciji takvih baznih
vektora i nac¢inima rekonstrukcije vektora pomocu “krnjeg” baznog okvira postoje
mnogi znanstveni i stru¢ni radovi (na primjer, vidjeti 1, 2, 3, 7).
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