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Isto a razlicito’

PETAR MLADINIC? 1 NIKOL RaDOVIE?

Sazetak: Zamislite da zivite u Nigdjezemskoj gdje vrijede malo drugacija pravila
nego u Euklidiji (zemlja u kojoj vrijedi euklidska geometrija). U Nigdjezemskoj se
moze pomicati gore — dolje (to¢nije, smjer sjever — jug) ili lijevo — desno (to¢nije
istok - zapad). Udaljenost tocaka u Euklidiji i Nigdjezemskoj definirana je razlicito.
Znaci li to da je kruznica iz Euklidije u Nigdjezemskoj neka druga geometrijska figu-
ra? Sto je s ostalim geometrijskim figurama kao $to su veli¢ina kuta, simetrala duzine,
simetrala kuta, pou¢cima sukladnosti, elipsi, trigonometrijskoj kruznici? Mozemo li
naci poveznicu s figurama u prirodi? Kroz ove .probleme” pokazat ¢emo kako vizu-
alizirati iste geometrijske figure definirane u razli¢itim metrikama. Primjenom ovog
pristupa problemu ucenici ¢e nauciti otkrivati i spoznati mnoge .nove” ¢injenice ge-
ometrije koja se uci od osnovne $kole, te uvidjeti kako je ideja generalizacije i poop-
¢enja moc¢an matematicki alat u nastavi i znanosti.

Kljucne rijeci: taksi geometrija, udaljenost dviju tocaka, geometrija Minkov-
skog, program dinamic¢ne geometrije, Gielisova metrika

Euklidija je «zemlja” u kojoj su temeljni pojmovi tocka, pravac i ravni-
na. Vrijede svi teoremi, aksiomi Euklidske geometrije. Duzinu definiramo kao
dio pravca omedenog dvjema tockama. Definiciju mozemo zapisati kao skup
{x:d(A,X)+d(X,B)=d(A,B)}, Slika 1.

Slika 1.

'Predavanje odrzano na 8. kongresu nastavnika matematike RH, 2018. godine u Zagrebu,
Petar Mladini¢, Zagreb
*Nikol Radovi¢, Geodetski fakultet Sveucili$ta u Zagrebu, Zagreb
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Duzini AB mozemo izmjeriti duljinu duzine, to¢nije ako su rubne tocke duzine
A i B u Kartezijevom pravokutnom koordinatnom sustavu xOy zadane koordinata-

ma, Slika 2. duljina duzine jednaka je d, (A,B)=|AB|= \/(a1 —-b )2 +(a2 —b, )2

y 7 | Boyb

Alar, a) | | L
o Slika 2.

U zemlji Nigdjezemskoj vrijede malo drugacija pravila. Mogu¢i su pomaci
gore — dolje (to¢nije, smjer sjever - jug) ili lijevo — desno (toc¢nije istok — zapad). Ovi
pomaci sli¢ni su voznji automobilom cestama koje su medusobno usporedne / oko-
mite te jednako razmaknute, Slika 3.

uLIcA uLICA vLICA
IRISA JORGOVANA LJUBICICA ULICARUZA ULICA uLICA uLICA
TRATINEICA| TULIPANA | VISIBABA

ULICA BORA

ULICA BREZA

ULICA HRASTA

ULICA JAVORA

ULICA LIPA

Slika 3.

Pri rjeSavanju problema povezanih s voznjom ulicama grada po okomitim / us-
porednim ulicama moramo se prisjetiti §to znaci voznja automobilom ulicama gra-
da. Naime, ne mozemo se voziti preko razlicitih gradevina, nego se moramo voziti po
ulicama. Na ista razmisljanja i promisljanja nailaze i vozaci taksija.

Geometrija koja vrijedi u Nigdjezemskoj poznata je i kao geometrija taksista.
Njemacki matematicar Hermann Minkowski (1865. — 1909.) prvi je matematicki izlo-
zio temelje nove geometrije. Austrijski matemticar Karl Menger (1902. - 1985.), u
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nastojanju da je priblizi nematematicarima,
uporabio je naziv taxicab geometry odnosno
Manhatan geometry (jer su ulice u New Yorku
medusobno okomite ili uporedne), Slika 4.

N
13

Belgijska matematicarka Frédérique Papy
(1921. - 2005.) otisla je korak dalje. U okviru
projekta iz 1969. godine uspjesno je pokazala i
dokazala da i mala djeca mogu usvojiti .visoku”
matematiku, sukladno uzrastu i odgovarajucoj
razini matematicke apstrakcije. U knjizi Les en-
fants et la mathematique objavila je svoje zadat-
ke i uratke djece u dobi od 8 do 9 godina. Na
Slici 5. prikaz je rjeSenja istog zadatka — Na kar-
ti New Yorka (prikazanoj kvadratnom mrezZom)
oznacena je tocka. Treba oznaciti sve tocke koje
su za 6 jedinica udaljene od nje. Time ilustri-
ramo da djeca na razlicite nacine vizualiziraju
rjeSavanje postavljenog zadatka primjenom na-
ucenih matematickih / geometrijskih vjestina.
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Slika 5. Rjesenje Ariane i Francoisa
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Slika 6. Antoinette crta jednakostranicne trokute
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Slika 7. Frangois Sanchez crta simetralu duzine

Na taj nacin istrazujemo i ostale vizualizacije i poopc¢enja koja ¢emo prikazati
kroz primjere i zadatke, s posebnim naglaskom na primjenu mogu¢nosti programa
dinamic¢ne geometrije Sketchpad 5.03 HR. Cilj je postizanje najvise van Hieleove razi-
ne (5. razine) u matematickom poucavanju i ucenju u osnovnoj i srednjoj $koli, cemu
svi tezimo [8].

Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 1. Taksist iz tvrtke Brzimski mora odvesti gosta iz hotela do poslovne
zgrade na jedan vaZan sastanak. Taksist Zeli sti¢i $to prije jer mu je obe¢an bonus. Sto
mu je ¢initi? Moze li voziti po «spojnici” tocaka Xi Y?

ULICA ULICA ULICA

IRISA JORGOVANA LJUBICICA ULICA RUZA ULICA _ uLICA ULICA
TRATINGICA, TULIPANA | VISIBABA

ULICA BORA

ULICA BREZA

ULICA HRASTA

ULICA JAVORA

ULICA LIPA

Slika 8.

Voznja po duzini XY bila bi rjesenje u Euklidiji, Slika 9.a) Ne smijemo zabo-
raviti da voznja preko gradevina nije dopustena. Naime, iako su tocke tocke, duzine
duzine i pravci pravci, medusobno okomiti velika je razlika u kretanju. U Euklidiji
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se mozemo pomicati svuda, dok je u Nigdjezemskoj kretanje definirano sjever - jug
ili istok — zapad, $to ima za posljedicu da je udaljenost tocaka drugacije definirana u
Nigdjezemskoj.
U Nigdjezemskoj se udaljenost tocaka A i B definira kao
|AB|=d,, (A,B)= |a1 —b1| +|a2 —b2| .
RijeSimo Primjer 1.

uLIcA ULICA

ULICA
IRISA JORGOVANA LJUBICICA ULICARUZA ULICA uLIcA ULICA
TRATINGICA TULIPANA

VISIBABA ULICA ULICA ULICA
SA JORGOVANA LJUBIEICA ULICA Ruza ULICA ULICA ULICA
‘ Thictmecn, e | UHOAL
La=
vtzca nora L4
: s - vutca sora
X3
:
. \
!
ULICA BREZA ‘ :
b ULICA BREZA
ULICA HRASTA
-
\ |
: .
utica savora
T T 'ULICA JAVORA
M Y O
ULICA LIPA | ULICA LIPA
0 R
v :E (@] ‘ ” 0
dr = 3ﬁ d.,=6
Slika 9. a) Slika 9. b)

Mozemo re¢i da je daljenost tocaka X i Y u Euklidiji jednaka najkracoj udalje-
nost tj. duljini hipotenuze pravokutnog trokuta AXMY, dok je u Nigdjezemskoj uda-
ljenost to¢aka X i Y jednaka zbroju duljina kateta istog pravokutnogt trokuta AXMY,
Slika 9. b).

Kroz primjere pogledajmo posljedice ove malo drugacije definirane udaljenosti
na ostalim nam znanim geometrijskim figurama iz Euklidije u Nigdjezemskoj.

Primjer 2. Nacrtajmo sve tocke X ravnine, za koje u koordinatnoj ravnini vrijedi:
a) d, (O,X) =7 mjernih jedinica,
b) d,, (0,X)=7 mjernih jedinica.

a) Iz defincije udaljenosti u Euklidiji mozemo pisati d,(0,X)=7 >
d.(0,X)=\x>+y* =7->x>+y* =49, tj. skup svih todaka X za koje vrijedi
dg (O,X ) =7 definira kruZnicu k sa sredi$tem u ishodi$tu koordinatne ravnine, du-

ljiine polumjera 7 mjernih jedinica, Slika 10. Zvat ¢emo je E-kruznica.
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Slika 10. E-kruznica

b) Iz defincije udaljenosti u Nigdjezemskoj moZemo pisati: d,, (0,X)=7 >
|x| + | y| =7 (*). Rjesenje je M-kruznica. Ravnina je podijeljena na dijelove. Razlikuje-
mo podrucja u kojima treba odrediti tocke za koje vrijedi (*):

1. Zapodrudje definicije (I. kvadrant) x = 0, y = 0 dobivamox+y=7tj.y=-x+7.
Geometrijski gledano, rjesenje je dio pravca u prvom kvadrantu pravokutnog Kar-
tezijevog koordinatnog sustava.

2. Zapodru¢je definicije (II. kvadrant) x < 0, y = 0 dobivamo -x+y=7tj.y = x+ 7.
3. Zapodrugje definicije (III. kvadrant) x = 0,y < 0 dobivamo -x-y=7tj.y=-x-7.
4. Zapodrugdje definicije (IV. kvadrant) x < 0,y < 0 dobivamox-y=7tj. y=x-7.

Y|

y=-x+7

y=x1t7

y-x-7 yTx+17
|

Slika 11. M-kruznica

| 9

Poucak 78.indd 9 @ 12.6.2019. 9:21:26



Poucak 78

Prisjetimo se, tocka P je izmedu to¢aka M i N ako je P € MN , odnosno ako
vrijedi: |MP| +|PN | = |MN | . Za to¢ke M, N i P za koje vrijedi ova jednakost kazemo
da su kolinearne.

Za tri kolinearne tocke A(a,, a,), B(b,, b,) i C(c, c,) u M-geometriji (u Nigdje-
zemskoj) vrijedi
d, (A,C)+d, (C,B)=d, (A,B),

odnosno
|a1 —cl|+|a2 —cz|+|c1 —bl|+|c2 —b2| = |a1 —b1|+|a2 —b2|.
Primjer 4. Odredimo skup toaka X(x, y) koje se nalaze izmedu tocaka

A(-2,-1)1iB(3, 2) i nacrtajmo M-duzinu AB.
Za to¢ku X koja se nalazi izmedu tocaka A i B vrijedi:

d, (A, X)+d, (X,B)=d, (A,B).
Uvrstavanjem poznatih koordinata tocaka A i B dobivamo izraz:

-2 - x|+|-1- y|+]x-3|+|y-2|=S8.

Karakteristi¢ni pravci su: x = -2, y = -1, x = 3, y = 2. Oni dijele ravninu na po-
drugja.

Razlikujemo nekoliko slucajeva:
1. Zapodrudjex = 3,y = 2 dobivamo
- (— 2- x)+(— (—y— 1))+x—3 +y-2=8
odnosno y=-x+ 5. U ovom podrucju samo tocka (3, 2) zadovoljava ovu jednadzbu.
2. Zapodrudje-2 < x < 3,y = 2 dobivamo
- (— 2- x)+(— (—y— 1))+(—(x—3))+y— 2=8

odnosno y = 2. U ovom podrucju samo je dio pravca cije tocke zadovoljavaju jed-
nadzbu M-duzine.

3. Zapodrudje -2 < x < 3,-1 < y < 2 dobivamo x+2+y+1-x+3-y+2=38
odnosno 8 = 8. To znaci da sve tocke tog podrucja pripadaju M-duzini.

Za ostala podrucja ne nalazimo tocke koje zadovoljavaju jednadzbu M-duzine.

Duzina AB, Slika 12., u M-geometrijiza a, #b, i a, #b, pravokutnik je kojemu
su tocke A i B nasuprotni vrhovi, a nasuprotne stranice usporedne su s koordinatnim
osima.
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Slika 12. M-duZina

Zadatak 1. Za dane tocke A i B definiramo M-polupravac AB kao skup tocaka
X takvih da vrijedi

{x:d,(A,X)+d, (X,B)}=d, (4,B)U{X:d, (A B)+d, (B,X)}=d, (AX).
Odredite i nacrtajte M-polupravac AB odreden pocetnim tockama A(-2, -1) i B(3, 2).
Zadatak 2. Odredite i nacrtajte pravac zadan tockama A(-2, -1) i B(3, 2).

Elipsa je skup svih to¢aka T neke ravnine za koje vrijedi da je zbroj udaljenosti
od dviju ¢vrstih tocaka F, i F, stalan i jednak ¢ > 0. Medusobna udaljenost tocaka F, i
F, manja je od ¢, pa mozemo pisati

Elipsa = {Ti|TF|+|TE|=1,t > 0,|RE| <1}

Primjer 5. Zadane su tocke F (2, 3) i F,(8, 6) i neka je t = 11. Nacrtajmo: a)
E-elipsu, b) M-elipsu.

a) y
,// ™~
/ AN
/
/ F,
/
F /
N\ yd
\\ -~ / x
0

Slika 13. E-elipsa
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b) Iz definicije M-udaljenosti i M-elipse slijedi da za svaku tocku T(x, y) vrijedi
|x—2| +|y—3| +|x—8| +|y—6| =11. Cetiri karakteristi¢na pravcax =2,y =3, x =8 i
y = 6 dijele ravninu na 9 dijelova, Slika 14.

y | |
{ F2 y=6
R S <:} _______________________________ i ___________
R p =3
— ! i x
0 E !
x=2 x=8 Slika 14.

Svaki od tih dijelova ravnine pretrazujemo u .potrazi” za tockama koje definira-
ju M-elipsu, Slika 15.

.x§2,}§3 = y=-x+4
. 2<x<8,3<y<6 = 9=11=

O 0 N QN Ul R W N
®
\% I
»
w
A
<
A
o]
®
Il
o

Slika 15.
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Zadatak 3. Nacrtaje: a) E-parabolu, b) M-parabolu.

Primjer 6. Trigonometrijska kruznica je kruznica sa srediStem u ishodistu koor-
dinatnog sustava. Kada je polumjer r = 1, zove se jednic¢na trigonometrijska kruznica.

Svakom realnom broju x eksponencijalnim namatanjem pridruzena je jedna tocka
trigonometrijske kruznice, Slika 16.

107 4—|2
8
E(37/2)
AL
E(=(cos(1), sin(1))
E(n):JE(—n) ’ 0

\\2_,3// E(0)=(cos(0), sin(0)) !
-4
\ V41

E(37/2)=E({n/2)

8

-10 \\v -2

Slika 16.

Naime, ako vizualiziramo jedini¢nu trigonometrijsku kruznicu, onda mozemo
nacrtati E-sinusoidu i E-kosinusoidu, Slika 17.

Slika 17.

Nacrtajmo u Nigdjezemskoj jedini¢nu trigonometrijsku kruznicu i eksponenci-
jalno namatanje, Slika 18.

12
E(1)=(0, :)/4'\ 1
(o (eon ()
X)=(co. , S1n(Xx,
E(2)=E(—2)=(—1,0)/ E(0)=E(4)=(1,0)

N4

E(3>=E(—1)=(0'>& I

Slika 18.
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E(x) A ”m’fM(x):sinM(x) fM(@W\

/ ix

> 1 1 2 ) 71 h 2
/ / \/{(x) \

Slika 19.

Postavlja se pitanje postoje li i druge jedini¢ne trigonometrijske kruznice, tj.
kruznice izvan Euklidije i Nigdjezemske?

Znamo da su udaljenosti tocaka O i T s koordinatama O(0, 0) i T(x, y) u Ni-
gdjezemskoj definirane kao d,,(0,T) =|x|+| y| odnosno Euklidiji definirane kao
1

4,(01) =457 =( +57 ) = +) )

Analogija nam sugerira da op¢enito definiramo udaljenost kao
1

d,(0.1)=(ld" +y/ )7, peRr

Primjer 7. Na Slikama 20. i 21. nacrtane su P-kruznice i P-sinusoide za razlicite
vrijednosti parametra p.

/) ¥

Slika 20.
Slika 21.

Sada do izrazaja dolazi dinami¢nost programa jer omogucava dinamic¢nu pro-
mjenu parametra, kao i vra¢anje unazad i uocavanje nekih svojstava koja ne bi bila
tako uocljiva pri klasi¢noj olovka / papir vizualizaciji.

P-kruznice kao krivulje 1818. godine proucavao je francuski matematicar Ga-
briel Lamé (1795. - 1870.) i po njemu su dobile ime - Laméove krivulje.
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Analogija koja se mozZe uociti proucavanjem udaljenosti to¢aka O i T u Euklidiji
i Nigdjezemskoj daje ideju za udaljenost bilo kojih dviju to¢aka A(x,, y,) i B(x,, y,) u
P-geometriji,

tj. vrijedi:
|x1 _x2|1 +|)’1 —)’2|1 M — geometrija
L
|AB|= (|x1 —x2|2 +|y1 —y2|2 )2 E — geometrija
1
\(|x1 —x,| +y, —yzlp)p . pER" P geometrija

U Laméovu jednadzbu jedini¢ne trigonometrijske kruznice |x[?+|y|’ = 1 «uvedi-
mo” parametre a i b prema analogiji s jedini¢nom kruznicom x* + y* = 1 iz E-geome-
trije kad kruznica «prelazi” u elipsu

x 2 2
a b
Na taj nac¢in dobiva se Laméova trigonometrijska P-elipsa

p )’P

al +Z =1,a,b€R\{0},p>0.

a

Parametar a naziva se velika poluos, odnosno b je mala poluos.

Primjer 8. Na Slici 22. nacrtana je P-elipsazap =2.5a=6, b =5.

Slika 22.

Ovu P-elipsu «otkrio” je, neovisno o Laméu, danski pjesnik, izumitelj i dizajner
Piet Hein (1905. - 1966.) dizajnirajuci Sergels Torg u Stocholmu 1959. godine, a
kasnije i stol s parametrima p = 2.5, a = 3, b = 2, slika 20. Nazvao ju je superelipsa.
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Slika 23.

Znajuci vezu izmedu Kartezijevog i polarnog koordinatnog sustava, moguce je
1

cosopl” |sing|" |

b

Laméovu P-elipsu zapisati u polarnom obliku: r =

a

Korak dalje u poopcavanju P-elipse ucinio je belgijski biolog i matematicar
Johan Gielis (1962.) koji je 2003. godine formulirao tzv. Gielisovu superformulu. Gie-
lis je proucavao brojne oblike Zivog i nezivog u prirodi, Slika 24.

Slika 24.

Shvatio je da je oblike iz svijeta koji nas okruzuje moguce opisati jednom formu-
lom. Poznavajuc¢i Heinov, a posebice Laméov rad, dosao je na ideju sto treba uciniti.

m
Uveo je tri eksponenta - 1, n, i n, - te novi parametar —, ¢ime je povecao broj rota-
cijskih simetrija oko ishodista O koordinatnog sustava i odbacio ideju da eksponenti

moraju biti jednaki. Jednostavno rec¢eno, poop¢io je Laméovu formulu i dobio for-
mulu kojom je moguce nacrtati razli¢ite oblike iz prirode:
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a,b,n, € R \{0},112,113 > 0.

Gielesova formula moze se smatrati poopéenjem Pitagorinog teorema.

Primjer 9. Na iduc¢im slikama nacrtani su neki primjeri u kojima je a = b.

m=3 m=4

a=1.00 a=1.00
b=1.00 b=1.00
n,=4.5 n,=12.0
n,=10.0 n,=15.0
n, =10.0 n,=15.0

Slika 25.
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