Poucak 78

Neke zanimljive nejednakosti
za pravokutni trokut

SEFKET ARSLANAGIG!

U ovom ¢emo radu dokazati nekoliko nejednakosti koje se odnose na pravokutni
trokut AABC vodedi ra¢una da za njega vrijedi ¢uveni Pitagorin? teorem (c* = a* + b?,
gdje je c hipotenuza, dok su a i b katete toga trokuta).

Nejednakost 1. Vrijedi nejednakost:
a+b=<c\2. (1)

Dokaz 1. Imamo 5 5 )
) _ (a+b) +(a—b) S (a+b)
2 2 2

cc=a*+b

>

a odavde
(a+ b)2 <2

ili

a+b$c\/5.

Jednakost vrijedi u slucaju kada je (a— b)2 =0, tj. kadaje a="b, $to znaci da je
u pitanju jednakokra¢ni pravokutni trokut.

Dokaz 2. Zbog sina =% i cosa =2 tj. a=c-sina i b=c-cosa vrijedi:
(a+b)2 = (c-sin05+¢:-cosoc)2 =c’ (sin05+cosoc)2 =
=c’ (sin2 a+cos’ +ZSinacosa) =c (1 +sin2a) =
<c (1+1)=2c2,
bududi daje sin2a <1, a € (0,%) , a odavde je nakon korjenovanja:

a+b=< C\/E , q.e.d.

1Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, Bosna i Hercegovina
*Pitagora, oko 580. — oko 500. godine prije nove ere, znameniti starogr¢ki matematicar
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NEKE ZANIMLJIVE NEJEDNAKOSTI...

7 4 1
Ovdje vrijedi jednakost ako je sin2a =1, tj. 2a=—, odnosno ¢ =— i f=— (po-
novno, trokut je jednakokracan pravokutni). 4 4

Nejednakost 2. Vrijedi nejednakost:
2 r 1
p— p— < -,
5 h 2
gdje je h visina spustena iz vrha C pravog kuta na hipotenuzu c, a r je radijus upisane
kruznice u taj trokut.

()

Dokaz 1. Imamo dvije formule za povrs$inu pravokutnog trokuta:

P=% iP=rs,
a odavde
ch=2rs
ili
ch=r(a+b+c),
e r c
W avbrc ©

a odavde zbog c =+a’ +b” :
r Va +b’ 1

- = : (4)
h a4b+Na+b> 9+l
\a® +b

+b
Neka je k= a7 Tada je:
a’+b’

Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i kvadratne sredine vrijedi
a+b a’+b
<
2 2
& I<——=<42,
\a’ +b’

jerje a+b>+a’+b* ¢ 2ab>0,te

a+b o1
2<————+1<\2+1, 4. => >
@ +b’ 27 _atb . \2+1

NJa* +b’
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ili

Sada iz (4) dobivamo:

! r.1
V+1" k2]
2
te je, zbog\f =2- 1>_=§
2 r 1
—<—<—,qed.
5on 20"

2
Napomena 1. O¢igledno, ne)ednakost U \/_ bolja je (jaca) od nejednakosti %> T

1
Dokaz 2. Kakoje a+b>c,toje a+b+c>2c,te < —. Sada imamo iz (3):

at+b+c 2
r c c 1 r 1
—= <—==, . -<=.
h a+b+c 2¢c 2 h 2

Na osnovi nejednakosti (1), slijedi:
a+b=cy2, 1. atbtesc(V2+1),

a sada iz (3):
r c

1
hoatbie (f+1) 241

tj.

r 1 2
—= =2-1>2, qed.
h J2+1 5 &€

Nejednakost 3. Vrijedi nejednakost:
S22(1+42). (5)
’

Dokaz. Kako je povrsina trokuta AABC
P=rs i P= a_b R
2

to je a+b+c
1 s 2 atb+c
P ab T ab
te 2
1 (a+b+o)
r2 aZbZ
kao i

i_ (a+b+c)2c2

7’2 a2b2

(6)
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NEKE ZANIMLJIVE NEJEDNAKOSTI...

Kako je na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine brojevaaib

2+b2
“;bz ab i - Sz, g, a+b=2ab i a* +b> =2ab,

odnosno

a+b22\/% i c?2=2ab,

to dobivamo iz (6):

2 (2@+@)2-2ab

= 21.2
r a“b

o

|

e ab(2+\/5)2 -2ab
==
r’ a’b’

<

o éz4(1+\/5)2/f

r

PR 2(1+x5), q.e.d.
’
Vrijedi jednakost u (5) ako i samo ako je a = b, tj. za jednakokra¢ni pravokutni trokut.

Nejednakost 4. Vrijedi nejednakost:
2+t >291%, (7)
gdjesu t, i t, teziSnice iz vrhova A i B trokuta AABC.

b 2
3
a2 +b? _5(a2+b2)
4

Dokaz. Imamo

2
a
t§=b2+(5) it;=a>+

a odavde

2 2 2 2 .
t,+t, =a +b" + , .

5¢*
22t =" 8
a b 4 ( )

Iz nejednakosti (5) slijedi:

c=2r(1+42)

s Z4r2(1+\/§)2

g%z 5 (14+2)

| 21

Poucak 78.indd 21 @ 12.6.2019. 9:21:29



Poucak 78
5¢° 2,
972(\/54'\/5) r
5¢ ) )
& >(15+1042)r > 297,
4
tj. 2
5%>29r2 9)

jerje 15+ 10\/5 >29 ). Sada iz (8) i (9) slijedi dana nejednakost (7).

Nejednakost 5. Vrijedi nejednakost:

R+r=+/2P, (10)
gdje su R i r radijusi opisane i upisane kruznice toga trokuta, a P povrsina trokuta
AABC.

Dokaz. Za pravokutni trokut AABC vrijedi:
a+b—c ab
R==, r= i P==.
2 2 2

Sada je nejednakost (10) ekvivalentna s nejednakosti:

c a+b—c ab
—+ =2 —, .
2 2 2

+
a2 b >+ab,

a ovo je dobro poznata nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za
brojeve aib.

Dakle, nejednakost (10) je to¢na. Jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b, tj. za
jednakokra¢ni pravokutni trokut.

Nejednakost 6. Dokazati nejednakost:
R=(1+42)r. (11)

Dokaz. Opet ¢emo po¢i od nejednakosti (1):

a+bScx/E
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©(a+b)(1+\/5)5cx/5(1+\/5)
V2)

@(a+b)(l+x/§)$c(2+ 2
(1+v2)+c

©(a+b)(1+\/§)<c
©(a+b—c)(1+\/§)5c,

a+b—c .
iR=

a odavde zbog r = %:
2r(1442)<2R, §. R=(1+42)r, qed

U (11) vrijedi jednakost ako i samo ako je a=b, tj. ako je u pitanju jednakokra¢ni
pravokutni trokut.

Nejednakost 7. Dokazati nejednakost:
LN (12)

a b
Dokaz: Nakon mnozZenja nejednakosti (12) s ab, dobivamo ekvivalentnu nejedna-

kost:
c(a+b)=2+2ab. (13)

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivha
o e v s . . 2 2 2 .
broja i ¢injenice da je ¢ =a” +b” , imamo:

c=+a*+b* =+2ab

a+b=2ab,

te nakon mnozenja ovih dviju nejednakosti slijedi:

c(a+b)=+2ab 2Jab, tj. c(a+b)= 2\2ab,
a ovo je nejednakost (13), q.e.d.

U (13) odnosno u (12) vrijedi jednakost ako i samo ako je a =0, tj. ako je u pitanju
jednakokra¢ni pravokutni trokut.

Nejednakost 8. Dokazati nejednakost:
cs

—=1++2, 14
s (14)

gdje je s poluopseg trokuta.
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Dokaz: Imamo

—>1+\f
a

Sllatbtd o
2ab

+bc+c’
SHTTC S Hio2
ab
+bc+a’ +b’
SHTOCTATY S Hiola
ab
b a 1 1
S —t—dc|—+—|=24242. (15)
b a b

a

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna
e 2 2,72 .
broja i ¢injenice daje ¢ =a” +b” , imamo:

b b a .
—t— >21/ , 4.
a b a b

E+222, (16)
a b
¢ U1 kb — b 22(ab)
c(—+—)= a’+b* -——=+/2ab- = =22,
a b ab ab ab
t.
1 1
c(—+—)22\/5. (17)
a b

Nakon zbrajanja nejednakosti (16) i (17) dobivamo nejednakost (15), odnosno
zadanu nejednakost (14), q.e.d.

Vrijedi jednakost u (15) odnosno u (14) ako i samo ako je a =b, tj. ako je u pi-
tanju jednakokracni pravokutni trokut.
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