DULJINE DIJAGONALA...

Duljine dijagonala pravilnog
mnogokuta (n-terokuta)

Branka Padavi¢!

Sazetak: U ovom clanku dane su formule za izracunavanje duljina dijagonala pra-
vilnih mnogokuta. U prvom dijelu opisan je mnogokut i pravilan mnogokut te osnovni
pojmovi: stranica, dijagonala, unutarnji i vanjski kut mnogokuta. Zatim slijedi analiza
dijagonala pravilnih mnogokuta te uporaba kosinusovog poucka kojim se dolazi do
zanimljivih formula za izracunavanje duljina dijagonala pravilnog mnogokuta. Ujed-
no je dobiveni algoritam pogodan za primjenu u programiranju pri izradi racunalnih
programa ako su ulazni podatci duljina stranice pravilnog mnogokuta te broj vrhova.

Kljucne rijeci: pravilni mnogokut, n-terokut, dijagonala, unutarnji kut, vanjski kut

Uvod

Ukoliko je poznata duljina polumjera opisane kruznice pravilnom mnogokutu,
tada se duljine dijagonala pravilnog mnogokuta mogu izra¢unati pomoc¢u formule

(vidi [1]):

2k-180°

di=r\/2(l—cos ), i=1..,n-3, k=i+1,.n-2.

Ideja za ovaj rad nastala je iz znatizelje mogu li se duljine dijagonala pravilnog
n-terokuta izraziti pomocu duljine njegove stranice. U literaturi su ceste formule za
izracunavanje duljine dijagonale kvadrata d = a2 te duljine dviju dijagonala pra-
vilnog Sesterokuta, kraca d, =a~/3 idulja d, =2a. Sto je s ostalim pravilnim mno-
gokutima? Koliko razli¢itih duljina dijagonala postoji i kako glase formule za izracu-
navanje duljina njihovih dijagonala ako je poznata duljina stranice?

1. Osnovni pojovi o mnogokutu

Izaberemo n + 1 toc¢ku u ravnini, n € N, n > 3, tako da nikoje tri toc-
ke nisu kolinearne. Oznac¢imo te tocke redom A, A,., A . Unija duzina
AAUAA U..UA A UAA, . zove se poligonalna crta. Ako je A = A,
i ako se poligonalna crta nigdje ne presijeca, onda govorimo o zatvorenoj poligonal-
noj crti ([2]).
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Definicija 1. Skup svih to¢aka ravnine omeden zatvorenom poligonalnom cr-
tom, ukljucujudi i sve tocke te crte, zove se mnogokut ([2]).

Tocke A, A,,..., A vrhovisu mnogokuta, a duzine A A,, A,A,,...,A A ,A A
stranice su mnogokuta [1] ¢ije se duljine mogu oznaciti a, a,,..., a,. Mnogokut s n
stranica zove se jo§ i n-terokut, n € N, n > 3 ([2]).

Slika 1. Konveksni sedmerokut

Svaki n-terokut ima n unutrasnjih kutova. Kutovi /A, A | A,, ZA/AA,,.,ZA A A
unutarnji su kutovi mnogokuta Cije se mjere mogu oznaciti «,, @.,..., &, . Mnogokut
je konveksan ako je mjera svakog unutarnjeg kuta mnogokuta manja od 180°. Na
Slici 1. dan je primjer konveksnog sedmerokuta. Svaki unutarnji kut konveksnog
mnogokuta ima sukut koji se naziva vanjski kut, a njihove mjere mozemo oznaciti
a',a,..,a . Bududi da su unutarnji i pripadni vanjski kut sukuti, vrijedi da je zbroj
njihovih veli¢ina 180°, odnosno:

(D a+a’ =180°%1<k<n.

Poznato je da je zbroj svih vanjskih kutova bilo kojeg konveksnog mnogokuta
360°, 1.

Q) a' +ad' .. +a' =360

Dva vrha mnogokuta koja pripadaju istoj stranici zovu se susjedni vrhovi mno-
gokuta, a dva vrha koja ne pripadaju istoj stranici zovu se nesusjedni vrhovi mnogo-
kuta. Duzine kojima su rubne tocke nesusjedni vrhovi mnogokuta zovu se dijagona-
le mnogokuta.

Definicija 2. Mnogokut kojemu su sve stranice medusobno sukladne i svi unu-
tarnji kutovi medusobno sukladni zove se pravilan mnogokut ([2]).
Na Slici 2. prikazan je pravilan sedmerokut.

Posljedica sukladnosti svih unutarnjih kutova pravilnog mnogokuta medusobna
je sukladnost i svih vanjskih kutova.
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2. Izvod formule za duljinu dijagonala pravilnog mnogokuta

Duljinu stranice pravilnog n-terokuta oznac¢imo slovom g, veli¢inu unutrasnjeg
kuta grékim slovom a, te veli¢inu vanjskog kuta ¢’ (Slika 2.).
A,

A, A

£

a Slika 2. Pravilan
sedmerokut

Prema (2) slijedi da se veli¢ina vanjskog kuta pravilnog n-terokuta izracunava

po formuli: . 360°
3)a'=

Prema (1) slijedi da se veli¢ina unutarnjeg kuta pravilnog n-terokuta moze izra-
¢unati pomocu vanjskog kuta, odnosno:

(4) a=180°—a'

Poznato je da je broj dijagonala iz jednog vrha pravilnog n-terokuta jednak n - 3
te da se crtanjem tih dijagonala mnogokut dijeli na #n - 2 trokuta. (Slika 3.)

Pravilan osmerokut Pravilan deveterokut

Slika 3. Podjela pravilnog mnogokuta na trokute crtanjem svih dijagonala iz jednog vrha
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Uocavamo da su neke dijagonale jednake duljine, te da postoje najkrace dijago-
nale koje se ponavljaju u svakom pravilnom mnogokutu, a tosud, id .. Postoje i naj-
dulje dijagonale. Jedini pravilni mnogokut kojemu su sve dijagonale iz jednog vrha
jednake duljine je - pravilni peterokut. Zbog bolje preglednosti podatke smjestamo
u tablicu. (Tablica 1.)

Tablica 1. Dijagonale pravilnog mnogokuta

e e B N
(n-3) d,d,..d .,
n=4 4-3=1 d, d,
n=>5 5-3=2 d=d, d,
n==6 6-3=3 d=d<d, did,
n=7 7-3=4 d=d,<d=d, did,
n=38 8-3=5 d=d<d=d<d, d,d)id,
n=9 9-3=6 d=d<d,=d<d=d, d,d)id,

Uocavamo sljedece:

2
dijagonala razli¢itih dulji-

1) Ako je n paran broj, tada pravilni mnogokut ima &
natejed =d,_,<d,=d,_,<..<d,_,.
2
su najkrace dijagonale, a d,_, najdulja je dijagonala.

2

Dijagonale d, i d,

-3

n—3

2) Ako je n neparan broj, tada pravilni mnogokut ima dijagonala razlicitih du-

ljiina d, =d,_,<d,=d,_,<..<d,_,=d, _,.

ER
Dijagonale d, i d,_, najkrace su dijagonale,a d,_, id,_, najdulje su dijagonale.
2 2

Za daljnje izvodenje formula uporabit ¢emo kosinusov poucak (5) i formulu
redukcije za kosinus (6):

(5) > =a’+b* —2abcosy

(6) cos(180°—x) =—cosx

Na Slici 3. uo¢avamo da se u svakom od pravilnih mnogokuta nalazi jednakokra-
¢an trokut AA /A,A, kojemu su poznati krakovi duljine a i unutrasnji kut ¢, dok je
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dok je nepoznata osnovica, odnosno najkra¢a dijagonala d . Duljinu najkrace dija-
1
gonale racunamo uporabom kosinusovog poucka.

Prema (5) vrijedi:
d12 =a*+a’ —2-a-a-cos(), .
d12 =24 —2a* cos(a)
Zamjenom « prema (4) slijedi:
d12 =2a* —2a* cos(180°-at')
Prema (6) slijedi:
d12 =2a” +2a* cos(a')
Zamjenom ¢' prema (3) imamo:
360° . .
), 4.
n

(8) d, =a1/2(1+cos(360o )
n

Time smo rijesili problem izracunavanja najkracih dijagonala d, i d _, pravilnog
n-terokuta za n > 4 ako je poznata duljina stranice a pravilnog n-terokuta te broj
vrhova n.

(7) all2 =2a* +2a* cos(

Za pravilan n-terokut, n > 5, promotrimo dio koji se sastoji od unije
AAA,A, UAA A,A, (vidi Sliku 4.).
A4

Slika 4. AA, A, A, UAA ALA,

Da bismo primijenili kosinusov poucak na AA A;A, potrebno je odrediti ve-
licinu ZA /A,A, . Neka je f= |4A1A3A4| .Buduc¢idaje AA A, A, jednakokracan,
vrijedi daje ZA,A A, = /A/AA Nekaje y=|ZA,A A, |=| 24,44
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Poznato je da je zbroj kutova u trokutu 180° pa slijedi da je:

180°—a
9 =
© v 5
Uocavamo da je:
B=a=y

Zamjenom y prema (9) vrijedi:

180°—a _ 2a—180°+a _ 30:—180°
2 2 2

p=a-

Zamjenom ¢ prema (4) slijedi:
3-(180°—a')—180° 540°—3¢'—180° 360°—3c'
p= 2 - 2 T

Zamjenom ¢’ prema (3) dobivamo:
360°  360°-n—1080°

ﬁ_360 B . _360°n—1080°

2 2 2n

1.

540°
(10) B=180°—

Primjenom kosinusovog poucka (5) dobivamo:
d’ =d’+a*—2d,acos(B)

Zamjenom 3 prema (10) i primjenom (6) imamo:

540°
dz2 =d12 +a? —2d1acos(180°— )’tj.
n

540°
(1) d,°=d’+a’+2da cos( ),
n

zan > 5. Analognim postupkom u AA A, A, vrijedi da je

720°
n

|ZAA A, A | =180°— i

720°
2 2 2
(12) dy"=d,; +a +2d2acos( " ),
zan>6.
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Op¢enito, u pravilnom mnogokutu s n vrhova i duljinama stranica a, duljine
dijagonala ra¢unamo po sljede¢im formulama:

1) Najkracu dijagonalu pravilnog mnogokuta racunamo po formuli

360°
d1=a\/2 )), n>3,
n

2) Prema (11) i (12), ostale dijagonale racunamo po formuli:

(k+ 1)180°)

1+cos

(13) dkz = dk_l2 +a° +2d,_,a cos(
n

n—2

, ako je

gdje je 1<k = , ako je broj vrhova n paran, odnosno 1<k =< &

broj vrhova neparan.

,ondajed  najdulja dijago-

. - v n
3) Ako je n paran broj, i ako ozna¢imo s max=

nala pravilnog mnogokutai AA/A A . jepravokutan. Primjenom trigo-

nometrije na taj pravokutan trokut, vrijedi:

14) d =L), a=180°-a', «a

max . a
Sin

n—2

1

_360°
n

3. Primjer
1. Kolike su duljine dijagonala pravilnog 10-terokuta kojem je je stranica dugacka
2 cm?
Rjesenje:
a=2cm, n =10 pa se iz jednog vrha mogu nacrtati n - 3 = 10 - 3 = 7 dijagonala
-2 10-2 8
Od tih 7 dijagonala, LA
2 2 2
d=d, <d,=d, <d,=d; <d,

= 4 su dijagonale razli¢itih duljina, i vrijedi:

pri ¢emu je d, najdulja, tj. d__ =d,.
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A) Od najkrace dijagonale do najdulje B) Od najdulje dijagonale do najkrace

a 2
360° = = = 6.4721
d, =a\/2 1+cos( )) i _ o (144° 6.4721 cm
n sin sin
n—2 8
360° — —
d =2 1+cos( m )=3.8042 cm d,=d,. =64721 cm
900°
540° d’=d’+a’ +2d,a cos( )
d}=d’+a*+2da cos( ) n
n

2 2 A2 900°
2 2,52 540°)6.4721" =d,” +2° +2-d, -2-cos
dz =3.8042" +2° +2-3.8042:2-cos 0 10

d, =5.236 cm d, =6.1553 cm

o 720°
20 ) d’ =d’+a’ +2d,a cos( )
n

7
d32 = dz2 +a* +2d,a cos(
n

7200 _ 7200
d32=5.2362+22+2-5.236-2~cos( ) 6~15532—d22+22+2'd2‘2'608( n)

n
d, =6.1553 cm d, =5.236 cm
900° o
2 _ g2, 2 360
d,”=d;,” +a +2d3acos( " ) d, =a\/2(1+cos( ; ))
900°
d; =6.1553" +2° +2-6.1553-2-cos( ) 360°
0 d =2 1+cos( )=3.8042 cm
d, =6.4721 cm 10
Zakljuéak

Nedostatci ovih formula su u tome $to kod pravilnih mnogokuta s neparnim
brojem vrhova moramo poceti racunati od najkrace dijagonale da bismo dosli do
najdulje, a nesto bolja situacija je kod pravilnih mnogokuta s parnim brojem vrhova
jer mozemo krenuti od najkrace dijagonale prema najduljoj ili od najdulje prema
najkracoj.
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