POUCAVANJE USMJERENO NA...

Poucavanje usmjereno na usvajanje
matematickih pojmova i koncepata’

LaNA HORVAT DMITROVIG® T ANA ZGALJI¢C KEKO?

Sazetak: Poucavanje usmjereno na usvajanje matematickih koncepata daje $iru
sliku odredenog matematickog pojma, povezujuci ga s drugim matematickim i in-
zenjerskim konceptima te stavljajuci ga u razlicite kontekste u kojima se primjenjuje.
Uvodenje novih koncepata motivira se rjeSavanjem nekog problema iz prakse i po-
vezivanjem s ve¢ poznatim pojmovima, te se time potice studente na razmisljanje o
navedenim konceptima na mnogo dubljoj razini. Pokazalo se da ovakav nacin pouca-
vanja potice razvoj kreativnog i kriti¢cnog razmisljanja, pove¢ava motivaciju za ucenje
te olaksava primjenu ste¢enih znanja na nove probleme i situacije. U ovom radu bit ¢e
prikazan takav pristup na lekcijama iz diferencijalnog racuna funkcija jedne varijable,
uz kori$tenje razli¢itih metoda aktivnog poucavanja kao $to su konceptualne mape i
ciljana pitanja.

Kljucne rijeci: konceptualni pristup poucavanju, slika koncepta, konceptualna
mapa, ciljana pitanja, diferencijalni racun

1. Uvod

Poucavanje srednjoskolske matematike, kao i visokoskolske matematike na teh-
nickim fakultetima, tradicionalno je vide orijentirano na metode i procese racuna-
nja (tzv. proceduralni pristup) nego na razumijevanje koncepata. Time je i u procesu
ucenja ucenika i studenata fokus stavljen na razvijanje vjestina racunanja i pamcenja
$ablona, odnosno studenti najc¢esce koriste povrsinski nacin ucenja. U danasnje digi-
talno doba pokazalo se da studentima tehnicke struke primjena matematickog znanja
i matematickih koncepata na nove probleme i situacije u praksi predstavlja poseban
izazov. Zato je iznimno vazno da studenti u potpunosti razumiju temeljne matematic-
ke koncepte koje ¢e potom razvijati i primjenjivati u svojoj struci. U skladu s tim me-
tode poucavanja moraju se usmjeriti prema studentu odnosno naglasak u poucavanju
treba biti na razumijevanju koncepata te na prepoznavanju i uklanjanju prepreka za
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studentovo razumijevanje koncepata. Takvo poucavanje zovemo poucavanje usmjere-
no na usvajanje matematickih koncepata (concept-based teaching). U sklopu toga pri-
stupa nastavnik kod studenta poti¢e sposobnost strukturiranja gradiva i povezivanje
s drugim podru¢jima te razmisljanje o dubljem znacenju i primjeni gradiva. Kao re-
zultat ovog nacina poucavanja, student je osposobljeniji za cjelozivotno ucenje te ima
razvijeno kriticko i kreativno misljenje i sposobnost rjesavanja slozenih problema.

Sto se tice istrazivanja o utjecaju konceptualnog pristupa poucavanju na zna-
nje studenata, bez promjene nacina vrednovanja i ocjenjivanja s proceduralnog na
konceptualni jedino $to se moze istrazivati je utjecaj konceptualnog poucavanja na
proceduralno znanje studenata. Jedno takvo istrazivanje prikazano je u literaturi [1],
a ukljucivalo je 305 studenata na prvoj godini studija, podijeljenih u dvije grupe.
Jedna grupa imala je predavanja u tradicionalnom formatu, dakle iznosenjem defi-
nicija i teorema s naglaskom na rjesavanje zadataka, dok je druga grupa studenata
pratila predavanja koja su bila usmjerena na poucavanje koncepata, vizualni prikaz
i primjenu na nove situacije, te je svaki koncept bio prikazan primjerom iz stvarnog
zivota. Pokazalo se da je grupa u kojoj se poucavanje usmjerilo na koncepte dala
bolje rezultate na testovima gdje je trebalo koristiti proceduralno znanje, odnosno
odredene metode u njihovu rjesavanju, bez obzira na to $to je prva grupa studenata
bila poucavana na taj nacin. Zakljucak toga istrazivanja je da poucavanje usmjereno
na usvajanje koncepata unaprjeduje i proceduralne vjestine jer je student prilikom
ra¢unanja svjestan toga zasto radi umjesto samo kako radi. Naravno da bi u idealnoj
situaciji i na¢in vrednovanja trebao biti okrenut prema konceptualnom razumijeva-
nju gradiva kako bi poucavanje, ucenje i vrednovanje bili potpuno uskladeni, a da ne
govorimo $to bi to znacilo za motivaciju samih studenata za dubinski pristup ucenju.

Matematicko znanje jo$ od osnovne $kole gradimo, povezujemo i $irimo dodava-
njem novih koncepata i produbljivanjem starih kako bi popunili sve praznine. Zbog
tog medusobnog preplitanja i stalnog produbljivanja koncept je u matematici iznimno
vazan. Nazalost, linearni nacin prikaza gradiva u sadrzaju udzbenika i zbirki ne odraza-
va vaznost i bogatstvo medusobne povezanosti i primjenjivosti razli¢itih matematickih
koncepata i ne daje osjec¢aj promjene dubine, razine i sloZzenosti koncepata s vremenom.

U ovom ¢emo radu opisati $to bi sve ukljucivalo poucavanje usmjereno usvaja-
nju matematickih koncepata te ¢emo to pokazati kroz nekoliko primjera. Nakon toga
razjasnit ¢emo §to su to slike koncepata i dati primjere kako graditi potpune slike
koncepata pomocu mapa koncepata i ciljanih pitanja.

2. Poucavanje usmjereno na usvajanje koncepata

U ovom ¢emo poglavlju detaljnije objasniti poucavanje usmjereno na usvajanje
koncepata i kako se ono razlikuje od proceduralnog pristupa poucavanju.

Proceduralni pristup poucavanju stavlja naglasak na simbolicko i numeri¢ko
racunanje, koristenje danih pravila, algoritama, formula i simbola, dakle to je tradi-
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cionalan pristup koji dovodi do usvajanja povrsinskog nacina ucenja kod studenata.
S druge strane, poucavanje usmjereno na usvajanja koncepata ukljucuje povezivanje
izmedu verbalnih i grafickih sadrzaja, formalnih i algebarskih matematickih izraza,
interpretaciju i primjenu koncepata na nove situacije i razlicite kontekste.

Nastavnici cesto dolaskom studenata na fakultete uocavaju kako studentima ne-
dostaje znanje i razumijevanje osnovnih koncepata srednjoskolske matematike, $to
je posljedica proceduralnog pristupa poucavanju i ucenju. Jedan dobar primjer je
rjesavanje nejednadzbi. Naime, svi studenti znaju pravilo da se znak nejednakosti
promijeni kada nejednadzbu pomnozimo s (-1). No kada ih pitamo zasto je tako,
nastaje muk. U sklopu konceptualnog pristupa definiciji rastuce i padajuce funkcije
mozemo primijeniti tu definiciju na postupak rjesavanja nejednadzbi i tako im pot-
puno objasniti koncept rjesavanja nejednadzbi. Povezivanjem tih dvaju koncepata
produbljujemo studentovo razumijevanje te mu omoguc¢avamo da sam zakljuci da je
to zato $to je funkcija f(x) = —x padajuca funkcija.

Mnogi koncepti koje koristimo nisu formalno definirani, nego ih u¢imo prepo-
znati iskustvom i koriStenjem u razli¢itim kontekstima. Takoder, jasno je da razumi-
jevanje odredenog koncepta $irimo i produbljujemo s vremenom te ih tako s vreme-
nom i iskustvom mozemo sve brze prepoznati u primjenama i struci. Napomenimo
da koncept ne mora nuzno biti definiran samo jednom rijecju niti obuhvacen jednim
pojmom nego cijelim izrazom. Kao §to ¢emo vidjeti, imamo opcenitije i specificnije
koncepte, jednostavnije i slozenije, te koncepte koji jedni druge sadrzavaju ili se me-
dusobno isprepli¢u. U tome veliku ulogu imaju slike koncepata koje ¢emo opisati u
sljedecem poglavlju. Nadalje, medusobne veze medu konceptima najbolje se opisuju
konceptualnim mapama, $to ¢emo i vidjeti u nastavku rada.

2.1. Slike koncepata

Slika koncepta predstavlja sveobuhvatnu kognitivnu strukturu koja je pridruze-
na odredenom konceptu, te ukljucuje sve mentalne slike i pripadna svojstva i procese
([4], [8]). Slika koncepta koju student ima moze se mijenjati s vremenom, ovisno
o tome koliko se s navedenim konceptom susrece. Slika koncepta sadrzi i sve veze
i odnose s drugim konceptima u matematici i primjeni. U procesu stvaranja slike
koncepta mogu se javljati dvije vrste poteskoca: problemi s nepotpunom slikom ili
problemi s iskrivljenom slikom odnosno pojava krivih veza i uvjerenja.

Jedan od cestih problema kod razumijevanja i u¢enja teorema nepotpuna je slika
koncepta koja se svede na samu formulu. Npr. slika koncepta Fermatovog teorema
koju student ima moze biti samo f’(a) = 0, ¢ime se gubi informacija da je to samo
nuzan uvjet za lokalni ekstrem.

Za svakog pojedinca definicija odredenog pojma ili koncepta, ovisno o tome je
li dovoljno detaljno ili to¢no interpretirana, stvara odredenu sliku koncepta, u ko-
joj se obzirom na uocene detalje mogu javiti i krivo interpretirani sadrzaji. Tako u
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podrudju diferencijalnog racuna — kod poimanja koncepata limesa, neprekinutosti
i derivacije — studenti mogu Cesto stvoriti krivu sliku koncepta i pri tome nailaze na
konflikte s pojedinom definicijom te imaju problema s primjenom koncepata u za-
datcima. Primjeri takvih konflikata bit ¢e prikazani u poglavlju s ciljanim pitanjima.

Ispravno izgradena slika koncepta temelj je razumijevanja koncepta te se pouca-
vanje usmjereno na razumijevanje koncepata zasniva na ispravno izgradenoj i pot-
punoj slici koncepta. Sada ¢emo na nekoliko primjera pogledati koje nam sve metode
mogu pomoci u tome.

2.2. Primjeri stvaranja slike novog koncepta

Sada ¢emo objasniti korake u oblikovanju lekcije s ciljem stvaranja $to potpunije
slike koncepta. Na pocetku svake takve lekcije trebao bi biti uvodni motivacijski pri-
mjer iz svakodnevnog Zivota koji motivira glavni koncept ili pojam iz te lekcije ([2]).
Pod pojmom ‘primjeri iz svakodnevnog Zivota’ misli se da studentima nije potrebno
neko prethodno znanje da bi ih razumjeli. Primjerice, za motivaciju limesa funkcije
ili derivacije funkcije mozemo iskoristiti primjere tipa:

+ Koliko je brzo trkac¢ tr¢ao na odredenoj tocki utrke od 100 m?

o Autobus stoji te iz t = 0 s do t = 30 s ubrzava na 40 km/h, a nakon toga vozi
konstantnom brzinom. Sto se dogada sa srednjom brzinom kako vrijeme prolazi?
Priblizava li se nekoj vrijednosti? Hoce li ikada srednja brzina biti 40 km/h?

Za motivaciju pojma konveregencije niza moze se koristiti problem povrsine
kruga kao grani¢na vrijednost povrsina pravilnih n-terokuta upisanih u taj krug.

U sklopu svake lekcije javlja se manji ili veci broj koncepata u obliku pojmova
ili tvrdnji. U slaganju slike svakog novog koncepta preporucljivo je ukljuciti sljedece
korake:
« povezivanje s drugim konceptima (evokacija, metoda konceptualnih mapa),
« alati vizualizacije i grafickog prikaza,
« primjena u struci i u razli¢itim kontekstima,
 uocavanje slicnosti i razlika s drugim pojmovima (Vennov dijagram),
o veci broj primjera i kontraprimjera.

Osim toga, ukoliko je potrebno, za propitivanje ispravnosti slike koncepta i is-
pravljanje pogresno stvorene slike koncepta koristimo ciljana pitanja koja ¢emo po-
kazati u zadnjem poglavlju.

Primjer 1 — Limes niza

Na ovom ¢emo primjeru pokazati kako koriste¢i vizualizaciju odnosno graficki
prikaz niza povezujemo koncept konvergencije niza realnih brojeva s formalnom de-
finicijom konvergentnog niza. U tom je procesu korisno uklju¢iti studente u proces
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stvaranja same definicije konvergencije niza. Dakle, promatramo nizove ¢iji se ¢lano-
vi §to n vi$e raste priblizavaju nekoj odredenoj vrijednosti L.

A
6 a
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L ° 0 o o °
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"
Slika 1.

Pomoc¢u Slike 1. vrlo se jednostavno propitivanjem studenata moze do¢i do slje-
dece definicije.

Niz realnih brojeva (a,) konvergira k realnom broju L ako se izvan svake € - okoline
broja L nalazi samo konacno mnogo ¢lanova niza.

Nakon toga postupno, uz obja$njenje svakog koraka, pojma okoline i kako oko-
linu opisujemo znakom apsolutnih vrijednosti, ova se definicija moze prevesti u for-
malni matematicki jezik:

lima, =L < (Ve >0)(Eln0 € N)(VnZno)qan —L| < s).

n->oo

Ovakvim .meksim” pristupom olaksava se razumijevanje ovako slozene formal-
ne definicije pojma konvergencije niza.

Primjer 2 — Diferencijabilnost i neprekinutost

U ovom ¢emo primjeru povezati pojmove neprekinutosti i diferencijabilnosti
putem teorema te koristiti primjere i kontraprimjere za upotpunjavanje slike obaju
koncepata. Prisjetimo se sljedeceg teorema:

Tm. Neka je f:1->R,I CR otvoren interval. Ako je f diferencijabilna funkcija
u tocki x, € I, onda je f neprekidna u x, € I.

Do dokaza navedene tvrdnje moze se do¢i i prije nego $to se tvrdnja iskaze. Ta-
koder, vrlo je vazno istaknuti da obrat ovog teorema ne vrijedi. Uz ovakav teorem
mogli bismo navesti ciljano pitanje:

Pitanje za studente. Koje su od navedenih tvrdnji tocne, a koje netocne? Za netoc-
ne tvrdnje navedite protuprimjer, a za tocne objasnite iz cega slijede:

(T1) Ako funkcija nije neprekinuta u tocki a, onda nije diferencijabilna u toj tocki.
(T2) Ako postoji f'(a), onda je lim f(x)= f(a).
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(T3) Ako je funkcija neprekinuta u tocki a, tada je ona i diferencijabilna u tocki a.

Ovdje je samo treca tvrdnja neto¢na, a protuprimjer bi bila funkcija f (x) = |x| u
x =0. Prethodne dvije tvrdnje potrebno je pojasniti iz iskaza samog teorema.

Primjer 3 — Primjena derivacije u razli¢itim kontekstima

Slika koncepta pojma derivacije upotpunjuje se primjenama u razli¢itim kontek-
stima kao $to su fizika, biologija, elektrotehnika, ekonomija i sli¢cno. Primjena deri-
vacije u zadatcima s racunanjem stope promjene funkcije vidi se u sljede¢im primje-
rima preuzetim iz [1]:

o Zadatak. Pijesak curi iz vree na nacin da je nakon t sekundi u vreci preostalo
3
2

S(t)=50(1—i—5

jedne sekunde? U koliko e se sekundi vreca isprazniti? Koja je brzina curenja pije-

kilograma pijeska. Kojom brzinom pijesak curi iz vrece nakon

ska u trenutku ispraznjenja?

o Zadatak. Koli¢ina naboja Q koja je prosla kroz tocku na Zici do trenutka t dana je
funkcijom
Q(t)=1>—2t* +6t +2.

Nadite jakost struje u trenutku t = 0.5 s i t = 1 s te odredite trenutak u kojem je struja
najslabija.

Sljedeci primjer predstavlja primjenu slozenog deriviranja na problem u praksi:

o Zadatak. Naftna mrlja iz nasukanog tankera §iri se u obliku kruga ciji se radijus
povecava konstantnom brzinom od 2 m/s. Kojom se brzinom povecava povrsina
mrlje u trenutku kada je r = 60 m?

Primjer 4 — Fermatov teorem

Na ovom ¢emo primjeru pokazati kako se konceptualnim pristupom objasnjava
tvrdnja Fermatovog teorema kao koncepta nuznog uvjeta za lokalni ekstrem za dife-
rencijabilnu funkciju:

Teorem. Neka je f diferencijabilna funkcija koja u tocki a iz domene ima lokalni
ekstrem. Tada je f'(a) = 0.

U proceduralnom nacinu poucavanja navedeni teorem (Fermatov teorem) iska-
zuje se i koristi kao dio metode za trazenje lokalnih ekstrema. U konceptualnom
pristupu do zakljucka iz Fermatovog teorema studenti bi trebali do¢i sami, crtanjem
grafova funkcija i njihovih lokalnih ekstrema. Dakle, korisno je uvesti i graficku
interpretaciju uvjeta teorema koriste¢i horizontalnu tangentu. Drugi pristup je da bi
sam dokaz teorema trebao biti motivacija za iskaz teorema. Takoder je bitno poka-
zati da obrat ovakvog teorema ne vrijedi, odnosno da je ovo samo nuzan uvjet te to
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potkrijepiti i prikladnim protuprimjerima. Pored toga treba spomenuti slucaj lokal-
nih ekstrema nediferencijabilnih funkcija odnosno slucaj siljka. Na kraju se naravno
lokalni ekstremi primjenjuju na probleme optimizacije i crtanja kvalitativnog grafa
funkcije. Time smo stvorili potpunu sliku teorema, ¢ime smo prevenirali najce$ce
konflikte tipa vrijedi li obrat ovog teorema ili §to znamo o slucaju $iljka.

3. Mape koncepata

Konceptualna mapa je alat za organizaciju i prezentaciju znanja koji pomaze u
procesu ucenja, kreiranja i kori$tenja znanja, a bazira se na razumijevanju, rasudiva-
nju, povezivanju i shvacanju smisla. Sastoji se od koncepata i tvrdnji, koji su napisani
u krugovima ili kvadratima, i medusobnih odnosa izmedu koncepata i tvrdnji pred-
stavljenih pomocu povezujucih linija ili strelica. Poveznice sadrze opis medusobnog
odnosa. Glavna karakteristika konceptualne mape je da su koncepti predstavljeni u
hijerarhijskoj strukturi — najop¢enitiji koncepti su na vrhu mape, a specifi¢niji kon-
cepti su na dnu mape. Konceptualna mapa ovisi o kontekstu u kojem se koncept
proucava odnosno u razli¢itim kontekstima konceptualne mape mogu se jako razli-
kovati. Osim u obrazovanju, konceptualne mape mogu se koristiti i kod rjesavanja
slozenijih problema u znanosti ili struci kao pomo¢ u pojasnjavanju problema, du-
binskom razumijevanju problema i otkrivanju potrebnog znanja za njegovo rjesa-
vanje te dobivanje $ire slike i poveznica sa slicnim problemima. Detaljniji opis kon-
ceptualnih mapa moze se pronadiu [7].

Prednosti kori$tenja konceptualnih mapa mogu se vidjeti u sljedecoj tablici.

Prednosti za studente Prednosti za nastavnike

« unapredenje razumijevanja koncepta i | « uci studente kako uciti s

odnosa medu njima razumijevanjem
« vizualizacija i organizacija znanja « daje opsezni pregled lekcije
« hijerarhija koncepata prema vaznosti |« organizira materijal za poucavanje
« razvijanje matematicke pismenosti « vizualizacija procesa poucavanja
« povezivanje starih i novih znanja « povezivanje novih i starih pojmova

« evaluacija procesa ucenja

razlaganje slozenih ideja ili problema

e proSirivanje znanja provjera razine razumijevanja stude-

« primjena konceptualnih mapa na nata

druge sadrzaje « identifikacija slabih tocaka ili krivih
« aktivno ucenje uvjerenja
o rad u grupi - suradnicko ucenje o interdisciplinarna povezanost

aktivno ukljucivanje studenata
dubinsko razumijevanje koncepata
vi$a razina Bloomove taksonomije
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3.1. Konstrukcija konceptualne mape

Stvaranje konceptualne mape kreativan je proces za organiziranje, povezivanje i
dubinsko razumijevanje sadrzaja. Sam proces mozda je i vazniji od zavr$nog proizvo-
da jer dovodi do aktivnog ukljuc¢ivanja i dubinskog istrazivanja pojma ili konteksta.
Osnovni koraci u stvaranju mape su:

izabrati domenu znanja (kontekst), sredisnji problem ili koncept,
odrediti listu klju¢nih pojmova i koncepata iz domene,

organizirati pojmove prema hijerarhiji (od op¢enitih prema specificnim),

povezati pojmove i opisati poveznice,

1

2

3

4. napraviti preliminarnu mapu,

5

6. revizija mape (mijenjanje pozicije koncepta radi jasnije slike),
7

finalna mapa (mapa se stalno mijenja i nadopunjuje).

Pri stvaranju mape posebno treba biti pazljiv kod povezivanja pojmova i opisi-
vanja njihovih veza jer je ve¢ina pojmova nekako povezana pa je potrebno napraviti
selekciju veza i dati precizan opis veza. Samo opisivanje veza zna biti i najveci izazov
kod stvaranja mapa. Proces stvaranja konceptualne mape razvija kriticko misljenje
na sve vi$im razinama Bloomove taksonomije.

3.2. Primjena konceptualnih mapa

Na nekoliko primjera konceptualnih mapa pokazat ¢emo kako se one mogu ko-
ristiti u sklopu samog poucavanja. Makro-mape daju $iru sliku odnosno koristimo
ih kao konceptualne mape gradiva kolegija za pregled gradiva na pocetku ili na kraju
lekcije ili kolegija.

| Pregled gradiva kolegija Matematicka analiza 1 (makro mapa) |

Diferencijalni
racun funkcije
jedne varijable

Limes
realne
funkcije

Crtanje

“ kvalitativnog

grafa funkcije

% Problem
aproksimacije

Problem

optimizacije

Primjena
diferencijalnog
ratuna

Derivacija
u tocki

Elementarne
funkcije

promjene
funkcije

Tablicne
derivacije

Slika 2. Primjer makro-mape
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S druge strane, konceptualne mape za uvodenje novog pojma ili rjesavanje slo-
zenog problema imaju vise detalja te ih zovemo mikro-mape. Sada ¢emo prezentirati
jednu makro-mapu koja daje pregled gradiva kolegija (Slika 2.), jednu mikro-mapu o
uvodenju novog teorema (Slika 3.) te mikro-mapu o rjeSavanju problemskog zadatka
(Slika 4.).

Mapa na Slici 2. sadrzi pregled glavnih koncepata diferencijalnog racuna (limes
i derivacija) te prikazuje cjeline gradiva i njihovu povezanost. Iz ove mape mozemo
isc¢itati i sam sadrzaj kolegija tako da krenemo s lijeve gornje strane i idemo prema

dolje pa desno.
Postoji li takva
tocka?
Kako naci
~ takvu tocku?

Fizikalni problem:
Nadite trenutak u
kojem je trenutna
brzina jednaka
srednjoj brzini.

Geometrijski problem: Nadite
toéku u kojoj je tangenta na
krivulju paralelna sa sekantom.

Rolleov teorem

Slika 3. Primjer mikro-mape

Mapa na Slici 3. predstavlja sliku koncepta Lagrangeovog teorema srednje vri-
jednosti te povezuje teorem s primjenom u geometriji i fizici. Time dajemo naglasak
na ideju samog teorema i na odgovore koje on daje. Ovaj prikaz moze pomodi stu-
dentima da shvate kako teorem nije samo formula nego da iza njega postoji cijela
prica koju treba razumjeti i znati ispricati.

Pomo¢u mape na Slici 4. pokazujemo osnovne korake u rjeSavanju problemskih
zadataka s lokalnim ekstremima, zajedno sa svim potrebnim konceptima i procedu-
rama rjesavanja. Time olakSavamo studentima razumijevanje metode i omogucava-
mo im da brze pronadu mjesta u rjeSavanju problemskih zadataka s kojima imaju
problema ili koja im predstavljaju izazov. Ovakva konceptualna mapa, ali prazna,
moze se studentima ostaviti da sami ispunjavaju dok rjesavaju problemski zadatak.

Osim kori$tenja na nastavi ili u materijalima, takoder je preporucljivo studente
nauciti kako mogu samostalno koristiti konceptualne mape za organizaciju i struktu-
riranje znanja, kvalitetnije povezivanje s novim znanjem te za provjeru vlastite slike
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Zapisati funkciju f kao
funkciju jedne varijable.

Tabli¢ne derivacijei
4 pravila deriviranja

&

Slika 4. Mikro-mapa za problemski zadatak

koncepta radi identifikacija pogre$nih uvjerenja. To se moze napraviti kroz jednu
prakti¢nu vjezbu na nastavi u obliku grupnog izradivanja konceptualne mape na kra-
ju poglavlja ili lekcije. Nakon toga im se mogu dati sli¢ni zadatci za samostalan rad.
Na primjer:

Zadatak 1. Nadopuni oznake veza u zadanoj konceptualnoj mapi.

Zadatak 2. Rijesi jedan problemski zadatak iz lokalnih ekstrema koriste¢i kon-
ceptualnu mapu na Slici 3.

Zadatak 3. Napravite konceptualnu mapu tipa 1 za sljedece koncepte: funkcija
jedne varijable, eksponencijalna funkcija, limes funkcije, derivacija i integral.

4. Ciljana pitanja

Ciljana pitanja su pitanja kreirana tako da provjeravaju razumijevanje koncepata
i ispravljaju pogresno stvorene slike koncepata ili pomazu u prosirenju ispravne slike
koncepta. Kao $to je navedeno u [5], trebala bi stimulirati motivaciju i znatizelju
studenta, pomagati studentima i predavacu da razrijese najce$ce nejasnoce i zablude,
pomagati studentima da nadgledaju svoje razumijevanje, iskoristavati prijasnje zna-
nje i nacine razmisljanja u smislu poveznice s novim gradivom. Ovdje ¢emo izloziti
par pitanja koja ispituju razumijevanje i pomazu u ispravljanju krivo stvorene slike
koncepta. Neka od ovih pitanja preuzeta su iz literature [9] .
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Pitanje 1. Odredite, ako postoje, gomilista niza
(-1)", n=<10°

1 .
— n>10°
n

Odgovor: Ovaj niz ima samo jedno gomiliste i to je njegov limes niza.

Cilj: Ispraviti krivo stvorenu sliku koncepta gomilista niza. Dosta studenata ovdje
¢e napisati da niz ima tri gomilista. Primjer sluzi $irenju slike koncepta gomilista,
te ukazuje na detalj da svako gomiliste niza u svakoj svojoj okolini mora sadrzava-
ti beskona¢no mnogo ¢lanova niza.

Pitanje 2. Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne, a koje netocne? Odgovore obrazlozite.
a) Svako gomili$te niza je limes niza.

b) Limes niza je gomiliste niza.

¢) Niz koji je konvergentan ima to¢no jedno gomiliste.

d) Ako niz nema gomilista, onda je konvergentan.

e) Ako niz ima vise od jednog gomilista, onda niz divergira.

Odgovor: Tvrdnja a) je netocna, tvrdnja b) je to¢na, tvrdnja c) je toc¢na, tvrdnja d)
je neto¢na, tvrdnja e) je to¢na.

Cilj: Objasniti razliku izmedu gomilista i limesa niza. Ovo pitanje uvodimo nakon
$to smo uveli i razjasnili koncepte gomilista i konvergencije.

Pitanje 3. Je li sljedeca tvrdnja toc¢na ili neto¢na?

Kada se x priblizava vrijednosti 100, funkcija f(x)= 1 se priblizava 0 pa je limes
x

kada x tezi prema 100 funkcije f jednak nuli.

Odgovor: Netocno.

Cilj: ovo pitanje ukazuje na neke pogresne slike koje moze stvoriti tvrdnja

f(x) se priblizava vrijednosti L kada x — a, pa je prema tome lim f(x)=L.”

Pitanje 4. Ako funkcija f nije definirana u x = g, tada
a) lim f (x) ne moze postojati.

b) lim f(x) moze biti 0.

c) l}gr;f(x) mora biti co.

d) Nista od navedenog.
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Odgovor: To¢an odgovor je b).

Cilj: Odgovori a) i c) odgovori su koje studenti cesto odaberu zbog pogresne slike

koncepta limesa. f(a) ne mora biti definirana da lim f(x) postoji, i ne mora teziti
x—>a

u beskona¢nost. Nadalje, limes moze biti 0, npr. uzmimo funkciju f(x)=0 za sve
X#a.

Pitanje 5. Je li sljedeca tvrdnja to¢na ili neto¢na?
Funkcija f(x)= 1 , x #0 je prekinuta.
x

Odgovor: Tvrdnja je neto¢na.

Cilj: Uociti detalj definicije da se neprekinutost definira u to¢ki domene funkcije.
Ova je funkcija neprekinuta na svojoj domeni.

Pitanje 6. Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne, a koje netoc¢ne?

a) lignf(x)=L ia€D(f),tadaje L= f(a).

b) ka) funkcija ima lijevi i desni limes u tocki a € R, tada postoji limes funkcije
u toj tocki.

c) Ako funkcija imalimes u tocki a € R, onda imaijednostrane limese u toj tocki.

Odgovor: Tvrdnje a) i b) su neto¢ne. Tvrdnja c) je to¢na.

Cilj: Progiriti sliku jednostranih limesa, postojanje limesa i neprekinutosti funkcije.

Pitanje 7. To¢imo vodu u cilindri¢nu vazu s bazom radijusa r. Visina vode mijenja
se kako se voda toci. Trenutna promjena visine u odnosu na volumen vode u vazi
tada je:

a) konstantna;

b) varira recipro¢no 7*;

¢) nemamo dovoljno informacija.
Odgovor: a)

Cilj: Uociti da racunanjem srednje brzine dobivamo veli¢inu koja ovisi samo o
radijusu, pa je trenutna promjena jednaka srednjoj promjeni.
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Pitanje 8. Toc¢imo ¢aj u standardnu $alicu koja ima uzi radijus na dnu i $iri se prema
vrhu. Visina ¢aja u $alici je funkcija volumena ¢aja u Salici. Graf ove funkcije je

a) rastudi i konkveksan;

b) rastudi i konkavan;

¢) pravac s pozitivnim nagibom.
Odgovor: b)

Cilj: Prepoznavanje monotonosti funkcija i povezivanje s rastom i padom, odnosno
konveksnoscu i konkavnoscu. Nije tesko vidjeti da je funkcija visine u zavisnosti od
volumena v(V) rastuca funkcija, odnosno sto vise ¢aja ulijevamo, to je veca visina.
Nadalje, brzina promjene visine u odnosu na volumen, odnosno funkcija v'(V) je
padajuca funkcija jer se Salica $iri prema vrhu, dakle povecanjem volumena dobi-
vamo sve manju promjenu u visini. Iz ovoga se moze zakljuciti konkavnost.

Pitanje 9. Je li sljedeca tvrdnja tocna ili neto¢na? Ako je tvrdnja neto¢na, navedite
protuprimjer.

Svaka funkcija koja ima tangentu u tocki a € D (f) ujedno je i diferencijabilna u toj
tocki.

Odgovor: Tvrdnja je neto¢na.

Cilj: Pitanje produbljuje sliku tangente. Tangenta moze biti i pravac paralelan osi
ordinata. Protuprimjer bi bila funkcija f (x)=3/x za koju u tocki x = 0 derivacija
ne postoji, odnosno nije konacna, ali crtanjem grafa jasno se moze vidjeti da je
pravac x = 0 vertikalna tangenta.

Pitanje 10. Ako za neprekinutu funkciju f i a € D (f) vrijedi lin}r fl(x)=-=i

lim f'(x)=+, tada

x>at
a) funkcija u tocki a ima lokalni minimum,
b) funkcija u tocki a ima vertikalnu tangentu,
c) tocka a je tocka infleksije.

Odgovor: a)

Cilj: Progiriti sliku lokalnih ekstrema koji se mogu javiti kod funkcija koje imaju
siljak. Sirenje slike neprekinute funkcije koja nije diferencijabilna u tocki.
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5. Zakljucak

U praksi ¢esto nailazimo na proceduralni pristup pouc¢avanju, §to potic¢e povrsan
pristup ucenju i usvajanju gradiva studenata. U ovom radu opisano je konceptualno
poucavanje koje je okrenuto studentu i dubinskom pristupu ucenju te su predstav-
ljeni primjeri kako nastavnik moze usmjeriti svoje poucavanje tako da kod stude-
nata potice dublje shvacanje gradiva i pridruzenih pojmova i koncepata. U gradivu
diferencijalnog racuna identificirali smo koncepte koji su slozeni i time za studen-
te zahtjevni te smo pokazali ciljana pitanja i kreirali konceptualne mape za takve
koncepte. Nadalje, prilikom poucavanja potrebno je poraditi na formiranju $to vise
motivacijskih primjera iz svakodnevnog zivota, struke i znanosti kojima uvodimo i
primjenjujemo matematicke koncepte i pojmove.
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