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Sazetak: U ovom radu obradile smo temu matematicke indukcije. Navele smo
Peanove aksiome, od kojih je jedan aksiom matematicke indukcije. Pokazale smo
vaznost matematicke indukcije osobito za dokazivanje brojnih tvrdnji i formula. Za-
daci koje smo obradile pojavljuju se na razli¢itim natjecanjima od 1. do 4. razreda
srednje $kole. Rad obuhvaca i neke druge zanimljive i zahtjevnije zadatke. Zadaci su
iz podrucja geometrije, algebre i trigonometrije.

Klju¢ne rijeci: Peanovi aksiomi, matematicka indukcija, algebra, trigonometri-
ja, zadaci

Matematicka indukcija

Matematicka indukcija jedna je od Peanovih aksioma skupa prirodnih brojeva, a
koristi se za dokazivanje tvrdnji koje ovise o prirodnim brojevima. Koristi se u gotovo
svim podru¢jima matematike. Matematickom indukcijom ne rac¢una se vrijednost,
vec se pokazuje istinitost ili neistinitost neke tvrdnje koja ovisi o prirodnom broju.

Nepotpuna matematicka indukcija

Indukcija je nacin zakljucivanja koji od promatranja posebnih slucajeva dovodi
do op¢ih zaklju¢aka, medutim u matematici takvo zaklju¢ivanje ne mora biti dobro.
Zato se ta indukcija u matematici zove nepotpuna indukcija i ona nema mo¢ dokaza.
Takva nepotpuna indukcija smatra se heuristickom, tj. pomaze nam da iz posebnih
slucajeva dobijemo vise ili manje vjerojatne hipoteze koje onda dalje provjeravamo te
tu lezi njezina vrijednost.

Kada bi nasa hipoteza imala svojstvo slijednosti, odnosno kada bi iz ¢injenice da
hipoteza vrijedi za neki element slijedilo da ona onda vrijedi i za sljede¢i element toga
skupa - iz toga bi slijedilo da ona vrijedi za sve elemente tog skupa te bi indukcija imala
mo¢ dokaza. To svojstvo slijednosti dobiva se principom matematicke indukcije. [9].
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Peanovi aksiomi

Peanovi* aksiomi

1. Svaki prirodni broj ima sljedbenika, tj. Vn € N,3!s(n) EN i ako je s(n) = s(m)
ondaje n=m.

2. Postoji prvi element u skupu N i oznacavamo ga sa 1, tj. 1€ N. To je jedini ele-
ment koji nije sljedbenik nekog prirodnog broja.

3. Vrijedi aksiom matematicke indukcije.

Aksiom matematicke indukcije

Neka SC N ima sljedeca svojstva:

(a) 1€8S,
(b) (VneEN) neS=>m+1)ES.
Tadaje S=N.

Aksiom matematicke indukcije navodi sljede¢e. Promatrajmo skup prirodnih
brojeva. Ako on sadrzi neki broj, onda sadrzi i njegovog sljedbenika. Za svaki prirod-
ni broj znamo koji broj dolazi nakon njega, tj. koji broj mu je sljedbenik. Ako krene-
mo od prvog prirodnog broja, kojeg oznacavamo s 1, i od svakog broja prijedemo na
njegovog sljedbenika, proc¢i ¢emo svim prirodnim brojevima [7].

Princip matematicke indukcije

Treba dokazati da neka tvrdnja T’ koja ovisi o n € N vrijedi za sve prirodne brojeve
n. U tu svrhu, prema principu matematicke indukcije dovoljno je napraviti sljedece:
(i) bazaindukcije (n=1): Pokazati da tvrdnja vrijedi za n = 1.

(ii) induktivna pretpostavka (n=k): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki pri-
rodan broj k.

(iii) korak indukcije (n=k+1): Koriste¢i induktivnu pretpostavku treba pokazati
da tvrdnja vrijedi i za prirodan broj k+1.

Tada tvrdnja T vrijedi za svaki n€N.

Poopceni princip matematicke indukcije

(i) baza: Tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za n=rn,.

(ii) pretpostavka: Pretpostavljamo da tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za neki
k=n,.

(iii) korak: Ako iz pretpostavke indukcije slijedi da tvrdnja koju trebamo dokazati
vrijedi i za broj k + 1, onda navedena tvrdnja vrijedi za svaki broj n=n,.

*Giuseppe Peano (Torino, 27.8.1858. — Torino, 20.4.1932.), talijanski matemati¢ar
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Svaki princip dokazivanja matematickom indukcijom sastoji se od tri elementa.
Prvi nazivamo bazom i u tom elementu dokazujemo da tvrdnja vrijedi za n . Pretpo-
stavka je drugi korak u kojem se pretpostavlja da tvrdnja vrijedi za neki n = k. Korak
indukcije se temelji na dokazivanju tvrdnje za n = k + 1 uz koriStenje pretpostavke
kojim se onda dokazuje da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve [8].

U knjizi Concrete Mathematics autora Grahama, Knutha i Patashnika (1994.)
matematicka indukcija slikovito je prikazana kao penjanje na ljestve.

Matematicka indukcija princip je koji kaze: ako se mozemo popeti ljestvama ko-
liko god visoko Zelimo, podrazumijeva da smo morali poceti od pocetka - od tla pa
na prvu stepenicu, te da se i dalje sa svake mozemo popeti na sljedecu.

n=1

Part 1 Part 2
Slika 1. Prikaz indukcije stepenicama — preuzeto s [11]

Drugi slikovit prikaz su ploc¢ice domina. Imamo sloZen niz domina te Zelimo
indukcijom pokazati da ¢e pasti n-ta plocica u nizu. Najprije je potrebno pokazati da

The Simple Idea Behind Mathematical Induction

‘Sl‘ ‘32 S3 Sy Ss Sg| Sy ke1|  PSre2|  Skas|  Srea|

Statements are lined up like dominoes.

U2
7 — 11071701 | [

S2| |Ss| [Sa| |Ss| [Se| - Si k1| [Sks2|  [Skag|  [Sed|
(1) Suppose the first st t falls (i.e. is proved true);

o |

(2) Suppose the k** falling always causes the (k + 1)* to fall;

SOOI S

Then all must fall (i.e. all statements are proved true).

Slika 2. Prikaz indukcije domino plocicama - preuzeto s [12]
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¢e k-to domino srusiti k + 1-vo domino, normalno to znaci da ¢e n-ta plocica pasti
ako padne ona prije nje. Kako bi n-ta plocica stvarno pala, zapravo prvo mora pasti
prva i srusiti drugu, druga ce srusiti trecu, treca etvrtu i tako do n-te plocice. Prvu
plocicu u igri rusimo sami, a u matematickoj indukciji to je provjera baze indukcije.
Ako ne padne prva plocica, nece pasti niti jedna nakon nje, $to vrlo lijepo ilustrira
koliko je vazno uvijek provjeriti bazu indukcije iako se to ponekad ¢ini trivijalno [8].

Kratki osvrt na povijest matematic¢ke indukcije

Prvi poceci dokazivanja matematickom indukcijom naziru se u brojnim spisima
Grka o ¢emu nam svjedoci Platonovo® djelo Parmenid iz 370. godine pr.Kr. Najraniji
implicitni primjer dokazivanja ovom metodom je Euklidov® dokaz da prostih brojeva
ima beskonacno mnogo. Ovu metodu takoder je koristio Al-Karaji oko 1000. godine
za dokaz binomnog teorema i svojstava Pascalovog trokuta.

Induktivnu pretpostavku prvi je koristio Francesco Maurolico® za dokaz da je
n(n+1
zbroj prvih n brojeva ———— u djelu Arithmeticorum libri duo napisanog 1557. go-

dine, tiskanog u Veneciji 1575. godine u zbirci D. Francisci Maurolyci Opuscula mat-
hematica.
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Slika 3. Pascalov trokut - preuzeto s [13]

*Platon (Atena, 428. ili 427. pr. Kr. — Atena, 347. ili 348. pr. Kr.), gr¢ki filozof

°Euklid (Aleksandrija, oko 330. g. pr. Kr. - oko 275. g. pr. Kr.), starogr¢ki matematicar

’Abt Bakr ibnMuhammadibnalHusaynal-Karaji (Karaj, oko 953. g. pr. Kr. - oko 1029. g. pr. Kr.), perzijski matematicar
S8Francesco Maurolico (Messina, 16.9.1494. — Messina, 22.7.1575.), talijanski matematicar i astronom
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Blaise Pascal’® prvi je u svojim djelima dao potpunu eksplicitnu formulaciju ma-
tematicke indukcije. Ovu metodu dokazivanja objasnjava u specificnom kontekstu
dokaza o brojevima u trokutu poznatijem kao Pascalov trokut iako je taj trokut bio
poznat jo§ u 10. stoljecu prije Krista. Binomni koeficijenti mogu se izra¢unati kao
dijelovi Pascalovog trokuta koji pocinje u jednom vrhu s 1 i oni se nastavljaju svaki na
svoju stranu, a svaki broj ispod zbroj je dva broja iznad sebe.

Naziv matematicka indukcija prvi put se pojavljuje u De Morganovom'’ ¢lanku
Mathematical induction , tiskanom 1838., nakon toga ga je usvojio i popularizirao
I. Todhunter'' u svojoj algebri [2].

Matematicka indukcija u zadacima

Matematicka indukcija primjenjuje se u gotovo svim podrué¢jima matematike,
posebno u geometriji, trigonometriji i algebri.

U ovom odjeljku raspisat ¢emo neke odabrane zadatke s natjecanja.

MatematiCka indukcija u geometriji
Zadatak 1. Dokazite da je za sve n-terokute vrijedi formula za sumu kutova:
S, = (n—2)180°.

Rjesenje: Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom, a za bazu uzimamo
n = 3 jer n je broj vrhova, a trokut je n-terokut s najmanje vrhova. Napomenimo da
se ovdje koristi generalizirani princip matematicke indukcije jer baza krec¢e od n = 3,
aneodn=1
S, =(3—2)180°=180°

Dobivamo da je suma kutova u trokutu 180° $to znamo da uvijek vrijedi.

Pretpostavljamo da formula vrijedi za neki # € N . U koraku indukcije tada uvrsta-
vamo n + 1

S, =((n+1)—2)180° = (n—1)180°.

Znamo da n predstavlja broj vrhova u mnogokutu, pa onda (n + 1)-terokut ima
n + 1 vrhova, odnosno toc¢no jedan vise od n-terokuta, a iz pretpostavke znamo da za
n-terokut vrijedi formula § = (n - 2) 180°. Kada n-terokutu dodajemo jedan «novi”
vrh zapravo dodajemo cijeli jedan trokut, odnosno dodajemo «novih” 180° stupnjeva.
Stoga ima smisla da ako je S = (n - 2) 180° istina za n-terokut, i tome dodamo 180°,
dobivamo sumu vrhova (n + 1)-terokuta

S, +180° =(n—2)180°+180° =n-180°—360°+180° = n-180°—180° = (1 —1)180°.

°Blaise Pascal (Clermont-Ferrand, 19. 9. 1623. - Pariz, 19. 8. 1662.), francuski filozof, matematicar i fizi¢ar
' Augustus De Morgan (Madurai, 27. 6. 1806. - London, 18. 3. 1871.), britanski matematicar i logicar
!"Isaac Todhunter (Rye, 23. 11. 1820. - Cambridge, 1. 3. 1884.), britanski matematicar
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Zadatak 2. (Zadatak je preuzet s web stranice udruge Mladi nadareni matematicari

«Marin Getaldi¢”. [8])

-3
Dokazite da je broj dijagonala pravilnog n-terokuta jednak n(n2 ) .

Rjesenje: Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Uo¢imo da tvrdnja
ima smisla za n= 3, mnogokut ima najmanje tri vrha.

Dakle koristimo generalizirani princip matematicke indukcije, pri ¢emu je
n, =3.
Baza: Za n = 3 tvrdnja vrijedi jer trokut ima 0 dijagonala.

Korak: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, odnosno da za taj k svaki

k-terokut ima dijagonala. Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1. Uzmimo

proizvoljni (k + 1)-terokut S i ozna¢imo jedan njegov vrh s T.

Sada promotrimo k-terokut S, koji dobijemo .izbacivanjem” vrha T iz (k + 1)-terokuta
S. Odnosno S, je k-terokut kojem su stranice: duzina koja povezuje susjedne vrhove
tocke T'i stranice od S bez stranica koje povezuju tocku T sa susjednim vrhovima.

Sada uoc¢imo da su dijagonale od S koje ne sadrze tocku T upravo dijagonale od S,
zajedno s dijagonalom koja povezuje susjedne vrhove od T. Dakle, ukupan broj di-
jagonala od S je za 1 veci od sume broja dijagonala od S, i broja dijagonala od S koje
prolaze tockom T.

Prvi broj u ovoj sumi je po pretpostavci jednak ) , a drugi broj je jednak k—2

jer je to broj spojnica vrha T's vrhovima u S koji mu nisu susjedni. Dakle, sveukupno
imamo

k(k—3)+(k_2)+1=(k+1)((1;+1)—3)

dijagonala. Korak indukcije je dokazan, pa tvrdnja zadatka vrijedi za sve prirodne
brojeve n.

Matematicka indukcija u algebri

Zadatak 3. (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike, 4. razred, srednja $kola, B
varijanta, 2014. godina)

Dokazite da sljedeca jednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n
1 2 3 n (n+1)!—1
—t+ =+ =
21 3! 4! (n+1)! (n+1)!
Rjesenje: Obzirom da se svako dokazivanje matematickom indukcijom sastoji

od baze, pretpostavke i koraka tako i u ovom zadatku najprije provjeravamo bazu, tj.
vrijedi li tvrdnja za n = 1.
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Prvo n = 1 uvr$tavamo u lijevu stranu jednakosti i dobijemo
1 1 1

a+1)! 2! 2°

Sada u desnu stranu jednakosti uvrstavamo n = 1.

1+1)-1_ 21 2-1 1
a+n! 2l 2 2
Dobijemo
1 1
272

Dakle, ustanovili smo da tvrdnja vrijedi za n = 1.

Pretpostavimo da zadana tvrdnja vrijedi za neki proizvoljan broj n. Sada, u kora-
ku indukcije dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za njegovog sljedbenika n + 1.
Treba dokazati da je:
1 2 3 n n+1 (n+2)—-1
ettt =
21 31 4! n+1)! (n+2)! (n+2)!

U pocetni izraz uvrstili smo 7 + 1 umjesto n. Koriste¢i pretpostavku indukcije, lijevu
stranu moZzemo raspisati:
1 2 3 n n+1 (n+D!-1) n+1
+ + + = +

20730 4 T (4! (n42)! (D) (n+2)!
Desnu stranu posljednje jednakosti sredujemo svodenjem na zajednicki nazivnik
(n+1)!-1) n+1 (n+D!=-1)(n+2)+(n+1)
(D)l n)mFD)! (n+2)(n+D)!

Primijetimo da je
n+2)!'=mn+2)(n+1)!.
pa imamo
(n+2)(n+)!—=(n+2)+(n+1) n+2)n+1)!-1 (n+2)—1
(n+2)!  +2)! (n+2)!

Vidimo da smo dobili trazeni izraz.

Kako iz pretpostavke znamo da tvrdnja ako vrijedi za n onda vrijediiza n + 1, zaklju-
¢ujemo da dana tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Zadatak 4. (Skolsko/gradsko natjecanje, srednja $kola, A varijanta, 2014. godine)

Dokazite da za svaki prirodni broj n vrijedi:

\/n+\/(n—1)+\/(n—2)+...+\/2+\/i <Jn+1.
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Rjesenje: Zadatak se moze ¢ini kompliciranim i u¢enike mogu obeshrabriti kori-
jeni i to $to brojevi nisu navedeni ve¢ se ispod korijena pojavljuje znak trotocja. Zato
je najbolje velik problem podijeliti na manje dijelove i probleme te uvesti pomoc¢ne
oznake. Uvodimo oznaku A

A =\/n+\/(n—1)+\/(n—2)+...+\/2+\ﬁ <Jn+1.

Zadatak od nas trazi da dokazemo da za svaki » vrijedi ta tvrdnja, kako nas ne zani-
maju konkretni brojevi ve¢ tvrdnja, i to za svaki » koristit ¢emo matematicku induk-
ciju.

Baza: Pocinjemo s provjerom da li tvrdnja vrijedi za prvi prirodni broj, a to je 1.
Zan=1lje A = V<141 i tvrdnja vrijedi.

Korak: Sada pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi A, < Jn+1. Ko-
riste¢i pretpostavku da za neki n vrijedi tvrdnja, Zelimo vidjeti da li vrijediiza n + 1.

Izraz A+  izgleda ovako:
A =n+D)+A,.

Koristeci pretpostavku indukcije o A zaklju¢ujemo

A, <n+1+n+1.

Raspisujuci desnu stranu nejednakosti slijedi da je

A, <Alntl+Vn+1<yn+142n+1+1.

=(Wn+1+1)? =+n+1+1.

Desnu smo stranu nadopunili do punog kvadrata da bi lakse procitali rjeSenje. Kada
je lijevi izraz manji od desnog mozemo na desnu stranu jo$ dodati nesto $to nam
olaksava postupak, a da pri tome ne utje¢emo na nejednakost.

Budu¢i daje A, <+1+1 idaiz A, <</n+1 slijedi

A, <Jm+1)+1,

po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da za svaki prirodni broj vrijedi
A <~Jn+1.
Zadatak 5. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred srednje $kole, A varijanta, 2017. godine)
Dan je niz pozitivnih realnih brojeva a,,4,,4,,... takvih da vrijedi

a,=1-a,, a,,=1—a,(1—a,), zan=l.

Dokazite da za svaki prirodni broj n vrijedi

1 1 1
a,a,--a,| —+—+...+—|=1

a, a4 a,
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Rjesenje: Tvrdnju dokazujemo koriste¢i matematicku indukciju stoga krecemo
od baze. Najprije pokazujemo da tvrdnja vrijedi za neki #, u ovom slucaju uzimamo

n = 0, jer niz pocinje ¢lanom a,. Vidimo da je a,-—=1.
4
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki broj n=0. Tada je

1 1 1 1
a,a,">*a,-a,,, — e ——

{10 al an an+1

1 1 1
a,,, ",a,"""a, -(—+—+---+a—)+a0a1 ra, =

a, a4 "

(pretpostavka)=a,,, -1+aya, *-a,.

Raspisujemo a,,, kako je zadan po definiciji: a,,, =1—a,(1—a,)=1—a, +a,a,
te uocavamo da ¢e korak indukcije biti proveden ako dokazemo sljede¢u pomo¢nu
tvrdnju: a, =1—aya, ***a,. Pomo¢nu tvrdnju takoder dokazujemo matematickom
indukcijom po n. Za n = 1 vrijedi a, =1—a, prema definiciji. Pretpostavimo da po-
moc¢na tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n. Tada je

=l—a.a, - -a

a,,,=1—a,(1—a,)=1-a,-aya, ---a 0y 4,

n n—1
Prema principu matematicke indukcije slijedi da pomo¢na tvrdnja vrijedi za sve
n € N . Nadalje, time je dovrsen i korak indukcije u dokazivanju tvrdnje iz zadatka,

pa prema principu matematicke indukcije tvrdnja zadatka vrijedi za sve n EN .

MatematiCka indukcija u trigonometriji

Metoda dokazivanja matematickom indukcijom koristi se za dokazivanje ra-
znih matematickih izraza na svim podrucjima matematike pa tako i u trigonometriji.
Iako je sam princip matematicke indukcije jednostavan, njime se mogu dokazati vrlo
komplicirani matematicki izrazi.

Zadatak 6. (Zadatak je preuzet s web stranice matemanija.com. [6])
Dokazite matematickom indukcijom da tvrdnja vrijedi.

_ sin(2"* x)

cos(x)cos(2x)---cos(2" x) = S

) sin(x)
Rjesenje: Najprije je potrebno provjeriti bazu indukcije. Uzimamo n = 1.
sin2"*V x _ sin(2* x) _ sin(4x)

20 gin(x) 2 sin(x) ~ 4sin(x)

cos(x)cos(2x) =

Sada ¢emo na dobiveni izraz dva puta primijeniti trigonometrijskih identitete za
funkcije dvostrukog argumenta:
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sin(4x) _ 2sin(2x)cos(2x) _ 2(2sin(x) cos(x)) cos(2x)
4sin(x) B 4sin(x) B 4sin(x)

= cos(x) cos(2x).

Skrac¢ivanjem razlomka dobili smo pocetni izraz §to znaci da nasa tvrdnja vrijedi za
n=1.

Pretpostavka: sin(27Y )

cos(x)-cos(2x)---cos(2" x) = 04D

-sin(x)
Nadalje, u koraku indukcije pokazujemo da tvrdnja vrijedi i za njegovog sljedbe-
nika $to je u nasem slucaju n + 1.

Izraz izgleda:
(n+1) sin2"*? x)
cos(x) cos(2x)---cos(2" x) cos(2""™ x) = o) odnosno
2" sin(x)
1) sin(2-2"" x)
X)=————.
22 .sin(x)

Sada primijenimo pretpostavku na lijevu stranu jednakosti

cos(x) cos(2x) - - cos(2" x) cos(2"

sin(2"*V x sin(2-2" x
—(n+$) . ) cos(z(”“)x):—((nﬂ) _ ) )
2 -sin(x) 2-2 -sin(x)

Na desnu stranu jednakosti u brojniku opet primjenjujemo formule za funkcije dvo-
strukog argumenta

sin(2"* x 2-5in(2" x)- cos(2""*V x
( ) 03(2(n+1) x) — ( ) ( ) )

20 sin(x) 220 Lgin(x)

Sada obje strane jednakosti podijelimo sa cos(2"™ x) i dobivamo:

sin(2"*V x) _ sin(2"* x)
2(n+1)

2(n+1

)+ sin(x) B -sin(x)

Ovime smo dokazali da po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve
prirodne brojeve n.

Zadatak 7. (Zadatak je preuzet s web stranice Prve gimnazije Varazdin. [10])

Koriste¢i matematicku indukciju dokazite:
sin(2nx)

cos(x)+cos(3x)+cos(5x)+++cos((2n—1)x) = — .
2 sin(x)
Rjesenje: Provjerit ¢emo vrijedi li tvrdnja za n = 1.
Lijeva strana jednakosti iznosi
cos((2-1—1)x) =cos((2—1)x) =cos x .
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Desna strana jednakosti iznosi .
sin(2x)

2sin(x)

Lijeva strana mora biti jednaka desnoj

U ovom koraku sredivanja izraza u nazivniku razlomka s desne strane jednakosti
koristimo formulu za sinus dvostrukog kuta:

sin(2x) = 2sin(x)- cos(x);

2sin(x)-cos(x)
cos(x)=—-"—"—"
2 sin(x)
Skracivanjem razlomka na desnoj strani dobivamo:
cos(x) = cos(x)
¢ime smo dokazali da vrijedi baza indukcije.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Dakle, vrijedi:
sin(2nx
cos(x)+cos(3x)+cos(5x)++--+cos(n—1)x = #
2sin(x)
U koraku indukcije moramo dokazati da tvrdnja vrijediiza n + 1.
Najprije mozemo pogledati kako bi izraz na desnoj strani izgledao kada bi suma na
lijevoj strani izraza imala n + 1 ¢lanova. To ¢emo udiniti tako $to ¢emo u izraz na
desnoj strani umjesto »n uvrstiti n + 1:
sin(2nx) N sin(2(n+1)x)
2sin(x) 2sin(x)
Sada racunamo sumu na lijevoj strani izraza:

cos(x)+cos(3x) +cos(5x) +---+cos(2n—1)x + cos2(n+1)—1)x.

Primijetimo da suma sada ima jednog ¢lana viSe. Njega smo dobili uvrstavanjem n + 1

u op¢i ¢lan sume. Takoder, uoc¢imo da je zbroj prvih n ¢lanova sume jednak

sin(2nx)
2sin(x
pa dobivamo: (%)
in(2 02
—sm.( ) +cos2n+2—1)x = M +cos(2n+1)x.
2 sin(x) 2 sin(x)

Izraz svodimo na zajednic¢ki nazivnik
sin(2nx)+2 cos(2n+1)x - sin(x)
2sin(x) '
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Sada u nazivniku izraza koristimo formulu za pretvorbu umnoska u zbroj:
1
cos(x)-sin(y) = 5 |:sin(x + y)—sin(x — y)].
Dobivamo

sin(2nx)+2- % . [sin ((2n +1)x+ x) —sin ((Zn +1)x— x)]

2sin(x)

sin(2nx) +sin(2nx +2x) —sin(2nx) _ sin(2nx)+sin(2-(n+1)x) - sin(2nx)
2 sin(x) B 2 sin(x) '

Sada zbrajanjem dobivamo izraz:
sin(2(n  1)x)

2sin( )

te vidimo da je dobiveni izraz jednak izrazu na pocetku koraka indukcije $to smo
i htjeli dokazati. Stoga, po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki
neN.

SlozZeniji zadaci
Zadatak 8. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred srednje Skole, A varijanta, 2009. godine)

Dan je niz (a,):
a =1,a,=3a,, +2" zan=2.

Izrazite op¢i ¢lan niza a, pomocu n.

Rjesenje: Trebamo izraziti op¢i ¢lan preko n, znac¢i ne smijemo u tom opéem
¢lanu imati neki prethodni ¢lan niza. Mozemo pretpostaviti kako izgleda op¢i ¢lan

jer nije ocita primjena matematicke indukcije. Obi¢no nam je formula ve¢ dana i mi
samo primjenjujemo aksiom matematicke indukcije, sada ju sami trebamo dobiti.

Izracunajmo nekoliko prvih ¢lanova niza:
a =1
a,=3a,+2=3-1+2=5
a, =3a,+2° =3-54+4=19
a, =3a,+2° =3-19+8=65

Potrebno je napisati a_ izrazen preko n, bez ostalih ¢lanova niza. Zbog toga kako je
niz zadan pretpostavljamo da ce biti razlika potencije broja 3 i 2.
Uocimo da je

a,=1=3-2=3" -2,
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a,=5=9-4=3"-2%,
a,=19=27-8=3"-2°,
a, =65=81—-16=3"-2".

Stoga mozemo naslutiti da vrijedi a, =3" —2" za sve n € N. Tvrdnju ¢emo dokazati
matematickom indukcijom.

Baza indukcije vrijedi jer vidimo da je a, =1.
Pretpostavimo da je za neki prirodan broj k
a, =3 =2
Tadaje a,,, =(prema danoj rekurziji)=3-a, +2*.
= (prema pretpostavci za a, ) = 3- 3k —2F) 42k
=3-3F —3.2k ok =3k 5.0k
= 30k ke,
Pretpostavili smo da tvrdnja vrijedi za a,, a onda pokazali da vrijediiza a,,,.
Prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da za sve n € N vrijedi
a,=3"-2"

$to smo i htjeli pokazati.

Zadatak 9. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred srednje $kole, A varijanta, 2012. godine)

Na teniskom turniru sudjelovalo je 2" igraca, gdje je n prirodan broj. Svaki je igra¢
odigrao po jedan mec sa svakim od preostalih igraca. Dokazimo da mozemo odabra-
ti n + 1 igraca i poredati ih u niz, tako da je svaki od njih pobijedio sve igrace koji su
iza njega u nizu.

Rjesenje: Tvrdnja se dokazuje matematickom indukcijom po #.

Najprije provjeravamo bazu. Za n = 1 bit ¢e 2! = 2 igraca na turniru. Prvi u nizu ocito
¢e biti pobjednik turnira, tj. u ovom slucaju njihovog medusobnog meca, a iza njega
slijedi preostali igrac.

Pokazali smo da tvrdnja vrijedi za n = 1 te pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki

prirodan broj #, tj. da medu 2" igraca koji su igrali svaki sa svakim mozemo odabrati
n + 1 igraca i poredati ih u niz tako da je svaki od njih pobijedio sve igrace koji su iza
njega u nizu.

Promotrimo turnir s 2"*' igra¢a koji igraju svaki sa svakim. Tvrdimo da je pobjednik
tog turnira pobijedio barem 2" igraca. Kada to ne bi bilo to¢no, to bi znacilo da svi
igraci imaju manje od 2", tj. najvie 2" - 1 pobjeda. Ukupan broj pobjeda na turniru
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bio bi onda najvise 2"*" -(2" —1) . No ukupan broj pobjeda jednak je broju meéeva na
1

turniru, kojih je 5-2““ (2" =1 =2"-2"" —=1)>2""" (2" —1). Dakle, nemoguce

je da su svi igraci imali manje od 2" pobjeda.

Po pretpostavci, medu 2" igraca koje je pobjednik pobijedio mozemo odabrati
njih n + 1 i poredati ih tako da je svaki od njih pobijedio sve igrace koji su iza njega.
Pobjednika dodamo na pocetak i tako dobivamo trazeni niz od n + 2 igraca.

Zadatak 10. Dokazite da se za svaki prirodni broj n=6 dani kvadrat moze .ra-
zrezati” na to¢no n manjih kvadrata.

Uputa: Mozete koristiti matemati¢ku indukciju s korakom 3.
Rjesenje:

Baza: U ovom zadatku bazu pokazujemo na slici. Za indukciju ¢emo koristiti
korak 3 pa zato kao bazu indukcije trebamo provjeriti tvrdnjuzan=6,n=7in = 8.

1
2 6
3 4| 5 2 3 4 5 6 7

Slika 4. Prikaz baze indukcije

Korak: Pretpostavimo da za neki n € N, n=6 dani kvadrat mozemo .razrezati”
na to¢no »n manjih kvadrata.

Pokazat ¢emo da tvrdnja tada vrijedi za n + 3, tj. da kvadrat mozemo razrezati i
na n + 3 manja kvadrata. Razrezimo najprije kvadrat na n manjih kvadrata. Odaberi-
mo jednog od manjih kvadrata te njega razrezimo na 4 manja. Time smo veliki kva-
drat razrezali na n—1+4 =n+3 manja kvadrata, tj. pokazali smo tvrdnju za n + 3.

Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da se za svakin € N, n=6,
kvadrat moze razrezati na to¢no n manjih kvadrata.

Zadatak 11. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi:

1-n+2-(n—1)+3-(n_2)+...+(n_1).2+n.1=w)
4. )
2k(n—k+1)=w,
k=1
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Rjesenje:
Baza: Najprije u bazi provjeravamo vrijedi li zadana tvrdnja za n = 1. Tada suma
na lijevoj strani ima samo jedan element:

. 11+1)(1+2
21(1—1+1)=M,a§toje
P 6
6
1:-1=—
6
1=1.

Korak: Obzirom da smo pokazali da tvrdnja vrijedi za n = 1, moZemo pretpo-

staviti da tvrdnja " (n+1)(n+2)
S k(n—k +1)= " FDO+2)
k=1

vrijedi za neki n € N. Zelimo pokazati da tvrdnja vrijedi i za n + 1, odnosno Zelimo
dobiti

n+l

Ek((n+1)—k+1) _ (n+1)(n+2)(n+3).

k=1 6

Raspisujuci sumu na lijevoj strani dobivamo:
n+1 n+1 n+1
Mk(n+1—k+1) =D (kn+k—k>+k)=, (ktn—k+1)+k)
k=1 k=1 k=1
n+l n+l

=Y k(n—k+1)+ D k.
k=1 k=1

Kako je (n + 1)-vi ¢lan prve sume jednak 0, prva suma jednaka je sumi koja se po-
javljuje u pretpostavci indukcije. Druga suma je zbroj prvih n + 1 prirodnih brojeva.
Sve skupa jednako je

n(n+1)(n+2) + n+1)(n+2)
6 2
Svodenjem na zajednic¢ki nazivnik dobivamo
nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)

6 6
Po principu matematicke indukcije za svaki n € N vrijedi:
d +1)(n+2
3 k(n—k+1) =M‘
k=1 6

Zadatak 12. Neka je n prirodan broj. Dokazite da se iz svakog skupa od 2"*' —1 cije-

lih brojeva moze odabrati 2" brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2".
Rjesenje:
Baza: Za n = 1 provjeravamo tvrdnju:
2" —1=2" ~-1=3.
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Imamo tri cijela broja, a,b,c EZ.

Medu ta tri broja su ili barem dva parna ili barem dva neparna. U prvom sluc¢aju oda-
birem podskup od 2! = 2 parna broja, u drugom od 2 neparna broja. Zbroj tih brojeva
bit ¢e djeljiv s 2' = 2 te je baza time zadovoljena.

Korak:

Pretpostavka: za neki n € N iz svakog skupa od 2! cijelih brojeva mozemo odabrati
2" elemenata cija ¢e suma biti djeljiva s 2".

Imamo skup od 2”2 - 1 elemenata. Trebamo pokazati da mozemo odabrati nekih 2"*!
elemenata takvih da je njihova suma djeljiva s 2"*'. Primijetimo da je

2n+2 _1>2n+1 —1.

Gledamo neki podskup tog skupa koji ima 2"*! - 1 element. Iz pretpostavke slijedi da

iz tog podskupa mozemo izdvojiti 2" elemenata takvih da je njihova suma djeljiva s 2".

Neka je ta suma S,. Kada smo izdvojili 2" elemenata u cijelom skupu preostaje nam:
(2n+2 _1)_2n =2n+1 2_1_2n =2n+1 +2n+1 _1_2n =2n+1 _2n +2n+1 -1

=2"2-1)+2"" —1=2"+2"" —1.

n+l

Dakle, u skupu nam je preostalo 2" +2"" —1 elemenata. Obzirom da je

2" +2"" —1>2"" —1 mozemo ponovno promatrati podskup tog skupa koji ima

2" —1 elemenata.

Analogno, pozivaju¢i se na pretpostavku, dobivamo sumu S,. Preostaje nam
2" 42" —1-2" =2"" —1 elemenata te jo§ jednom ponavljamo postupak kako bi
smo dobili sumu S..
Sve tri sume djeljive su s 2" stoga ih mozemo zapisati kao

s, =2"-T,S,=2""T,,5,=2"-T,,
gdje su T,, T, i T, neki cijeli brojevi.
Ne znamo nista o njihovoj parnosti, ali imamo situaciju kao u bazi. U bazi smo po-

kazali da u bilo kojem slucaju od tri elementa mozemo izdvojiti dva, oznac¢imo ih sa
T, i T, takva da je njihova suma parna, T; +T, =2-R, za neki R € Z. Za pripadne

1

sume §; i §; je tada

S+, =2"-T,+2"-T; =2"(T, +T,)=2"-2-R=2""-R.
Svaka od ove tri sume §,S,,S; dobivena je izdvajanjem 2" elemenata i njihovim
zbrajanjem. Kada zbrojimo bilo koje dvije sume zapravo smo zbrojili 2" i 2" eleme-
nata, odnosno §; +§; je suma 2" +2" =2-2" = 2" elemenata koji su izdvojeni iz

pocetnog skupa od 2"* — 1 elemenata.
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Dakle, u skupu od 2! - 1 brojeva nasli smo podskup od 2" brojeva ¢ija je suma
djeljiva s 2.

Po principu matematicke indukcije za sve n € N iz svakog skupa od 2"*! — 1 eleme-
nata koji su cijeli brojevi mozemo odabrati 2" elemenata ¢ija ¢e suma biti djeljiva s 2".

Zakljucak

Matematika je u pravilu deduktivna disciplina stoga je matematicka indukcija
zanimljiv na¢in dokazivanja, posebno jer se javlja u mnogim podru¢jima. Iako po-
stoji stroga i formalna definicija principa matematicke indukcije i aksiomi na kojima
se ona zasniva, vazno je i da upoznamo takav nacin zaklju¢ivanja na konkretnim
primjerima koji su nam bliski te da se istakne kako se takav nacin zakljucivanja moze
primijeniti u razli¢itim podru¢jima matematike, a ne samo u podrudju aritmetike i
algebre kako se naj¢es¢e matematicka indukcija uci i primjenjuje u $kolama.
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