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Konstruirani su model i algoritam i napisan je program za komponentnu analizu promjena stanja individualnih obje-
kata. Dekomponiranjem trajektorije promjena na ortogonalne komponente dobiva se uvid u strukturu stohastitkog procesa
opisanog kvantitativnim varijablama. Takoder se analiziraju reziduali kao i relacije medu vremenskim totkama.

0. UVOD

Model, algoritam i program, koji su ovdje opisani, na
mijenjeni su komponentnoj analizi promjena stanja ne-
kog objekta opisanog nad skupom kvantitativnih varijab-
li registriranih kroz neki vremenski period. Potreba za
takvom vrstom analize javlja se prilikom istraZivanja u
kineziologiji, medicini, ekonomiji i drugim znanostima,
onda kada je moguée opisati promjene stanja nekog en-
titeta nekim skupom izmjerivih varijabli. Tako, npr., u
kineziologiji to moZe biti neki sportas kojemu se u toku
treninga mjere fizioloske, motoricke i druge promjene; u
medicini to moZe biti pacijent kojemu se kroz nekoliko
dana ili tjedana svakih nekoliko sati registriraju promjene
pulsa, krvnog pritiska, temperature i druge medicinski
relevantne promjene; u ekonomiji to moZe biti prodaja
nekih proizvoda u nekoj zemlji praéena mjeséno unatrag
nekoliko godina, itd.

Tip modela koji je ovdje predloZzen namijenjen je ana-
lizi nestacionarnih stohastiékih procesa; stacionarne sto-
hastitke procese moguée je analizirati pod modelom koji
Je implementiran u programima serije TALAMBAS. Pro-
mjene stanja objekta koje su originalno opisane nekim
skupom od n manifestnih varijabli objaZnjavaju se go-
tovo posve sa p<n latentnih dimenzija — komponenata
promjena. Na taj nadin dobvaimo bitno jednostavniji pri-
kaz prom]ena stanja prouGavanog objekata. Ovakvom ana-
lizom dobivamo takoder uvid u strukturu komponenata
promjena, tj. odnose registriranih varijabli i kompone-
nata promjena, kao i jednostavan prikaz relacija medu
vremenskim totkama. Model je izvorno predloZen od L.
Tuckera, a opis originalni hmodela i algoritma nalazi se u
Momirovié (1972), U ovom radu dan je detaljan opis al-
goritma koji je implementiran u programu INDIFF, napi-
sanom u meta-Jeziku SS (Zakrajsek, Stalec, Momirovié,
1974) i implementiranom na radunalu UNIVAC 1100
Sveuéilisnog radunskog centra u Zagrebu.

1. MODEL

Neka je nekim eksperimentom dobivena matrica tra-
jektorije promjena B tipa m x n, gdje je m broj vre-
menskih todaka, a n broj varijabli. Pri tome moraju biti
zadovoljeni slijedeéi uvjeti:

a) m>n

b) rang (B)=n (tj. varijable v;,...,va su
nezavisne)

c) vremenske totke su ekvidistantne

d) interval izmedu ma koje dvije susjedne vremenske
toéke je dovoljno kratak da se promjene stanja u
svakoj od n varijabli mogu aproksimirati nekom mo-
notonom funkcijom.

linearno

Varijable iz B standardiziramo i matricu standardizi-
ranih varijabli oznaéimo sa 7.

Standardiziranu trajektoriju promjena 7 dekomponira-
mo na p < n aditlvnih ortogonalnih komponenata pro-
mjena Ki, K:,...,K, definiranih na skupu vremenskih
totaka, takvih da vrijedi

n
K1 =ZXyV

j=1
je linearna kombinacija standardiziranih vatijabli v,
V2,...,Va Gija {(e varijanca veéa od varijance ma koje
druge linearne kombinacije &iji koeficijenti zadovoljavaju

n
uvjet Z x%) =1
j=1

n
Kz=Exzj vy

j=1
je linearna kombinacija standardiziranih varijabli &ija je

varijanca veéa od varijance m koje druge linearne kom-
binacije varijabli ortogonalne na [, a E&iji koeficijenti

n
zadovoljavaju uvjet X x% =1.
j=1

n
Ke = Z Xpy Vy
J=1
jelinearna kombinacija standardiziranih varijabli &ija je
varijanca veéa od varilance ma koje druge linearne kom-
binacije varijabll ortogonalne na K, K.,...,K,—, a &iji

n
koeficijenti zadovoljavaju uvjet Zx%, =1,
j=1

=
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Broj zadrzanih komponenata p odreden je u skladu sa
PB kriterilem (Stalec, Momirovi¢, 1971).

Konkateniramo li vektore Ki, 1=1, 1,..., p u matricu
K (tipa m x p), dobijemo kondenzirani prikaz trajektorije
promjena koji sadrzi gotovo sve informacije kao | polaz-
na matrica 7, a mnogo je pregledniji i pogodniji za a-
nalizu.

Strukturom komponenata promjena nazivamo korelacije
izmedu standardiziranih varijabli (Z) i komponenata
(K)

1
H=2ZK—
m

a relacije vremenskih to8aka definirane su_kao normirani
skalarni produkti vektora vremenskih toZaka

Q = (diag ZZ")~" ZZ" (diag ZZ")~"
2. ALGORITAM

2.1. Parametri varijabli

Razmotrimo sada poblize eksperimentom dobijenu ma-

tricu B = by, 1=1 ,cc.omi j=1 00,0 Svaki re-
dak matrice |  predstavija jednu vremensku to&ku
{ET=4, 1 =1,2,..., m& u kojoj su registrirane vari-

jable, dok stupci matrice B odgovaraju pojedinim vari-
jablama v, 5V = 4v;, ] = 1,,....m} pracenim kroz niz
vremenskih tofaka, Kako ne moZemo otekivati da vari-
jable budu u istoj metrici, potrebno ih je na neki nacin
standardizirati da bismo ih mogli medusobno usporedi-
vati. To napravimo tako da svaka standardizirana varijab-
la ima otekivanje 0 i varijancu 1.

vy =V
E(vy) =0 ji=1,2,...,n
var (v)) = 1.
Ako sa 1T = (1, 1 ,..., 1) oznagimo m-dimenzionalni

sumacioni vektor, tada _je matrica kovarijanci varijabli
1
izV dana sa C = (BB — BTIB) — gdie je ] = 1
1
1T—. Matricu varijanci varijabli iz V oznagimo sa &

=:|‘iag C. pa je matrica standardiziranih podataka 7 =
=(B —JB) S
Matrica korelacija varijabli v; iz V biti ce
1
R=8"CS"=2722Z—
m
Parcijalne korelacije varijabli iz V dane su sa
P =— UR~ U
gdje je U dijagonalna matrica definirana sa U? = (diag
_.I]_l'
RU matrici | J nalaze se zapra\(o unikviteti varijabli v,
iz V.

Pogledajmo sada detaljnije uvjete navedene u 1.a) —
1.d). Prva dva uvjeta {1.a) i (1.b) nam omogucuju izra-

Zunavanje unikviteta i preko toga primjenu PB kriterija
za odredivanje broja zadrZanih - glavnih komponenata.
Ukoliko ta dva uvjeta nisu ispunjena nemoguce je ana-
lizirati promjene na ovdje predloZen nagin. U tom sluaju
moguée je primijeniti algoritam i program TALAMBAS |
koji unikvitete varijabli ratuna primjenom generaliziranog
Moore-ePnrosoovog (Moore, 1935; ePnrose, 1955) inver-
za R— matrice korelacija R. Druga dva uvjeta, (1.c)
i (1.d), nisu formalne prirode, te njihovo neispunjavanje
neée onemoguéiti provodenje analize, ali e tako dobi-
veni rezultati blti neupotrebljivi buduéi su uvjeti (1.c)
i (1.d) implicitno sadrzani u algoritmu. Stoga je vaZno
osigurati da sva Getiri uvjeta (1.a) — (1.d) budu zadovo-
ljena.

2.2. Komponente promjena

Standardiziranu trajektoriju promjena Z dekomponirati
éemo na aditivne, ortogonalne komponente. Trazimo tak-

vu linearnu kombinaciju.
Ki=Xavi + Xe V2 + ... + X Va

standardiziranih varijabli v, iz 7 koja ima maksimalnu va-
rijancu, tj.

var (Ki) = max

uz uvjet da njeni koeficijenti zadovoljavaju dodatni uvjet
n
pX qu =1
j=1

Ozna¢imo 1 sa XTi = (xu, Xo,...,X.) prethodne rela-
cije, mozemo u matricnom obliku pisati

Ki = le (1)
|

KiTK,— = max (2)
m

XTX =1 (3)

Buduéi je

l

KiT Kl— = X|TZTZX!— = XTRXI [3)
m

lako se pokaZe da se problem maksimizacije (2) uz uvjet
(3) svodi na rjeSavanje karakteristitne jednandzbe za R

(R—4N)X =0 (5)

Da bismo dobili netrivijalno rjeSenje (Xi = O) nuZno
je da bude

|R—ul | =0

a to znadi da A, mora biti svojstvena vrijednosti matri-
ce R. paje onda i X; pridruzeni svojstveni vektor. Da
bismo odredili koju svojstvenu wvrijednost treba uzeti,
pomnozimo (5) sa X\T 1, uvaZivi (3), dobijemo

XTRX: — XX = XTRX: — A= 0

tj.
XTRX = KTK— = var (K) = A (6)
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pa buduéi Zelimo da varijanca od K; bude maksimalna
uzimamo najveéu svojstvenu vrijednost matrice korela-
cija R, i osim toga iz (6) vidimo da je varijanca prve
komponente upravo jednaka najveéoj svojstvenoj vrijed-
nosti matrice R.

Za drugu glavnu komponentu
Ky = xavi + XaV: + ...+ Xoke (7)

trazimo takvu linearnu kombinaciju standardiziranih vari-
jabli v, iz 7, &ija je varijanca veéa od varijance ma koje
druge linearne kombinacije varijabli, okomite na k; i &iji
koeficjenti zadovoljavaju uvjet

Oznagimo li sa X;T = (Xu, Xg2y.ess, Xgn), PiSemo
var (K;) = max
Xi™X2 = 0
X™Xe = 1

Analognom tehnikom kao i za prvu glavnu komponentu
dobijemo da su koeficijenti u (7) jednaki elementima svoj-
stvenog vektora pridruzenog drugoj po veligini svojstve-
noj vrijednosti matrice R.

Pokazuje se da opéenito vrijedi (Morrison, 1967):
m-ta glavna komponenta je linearna kombinacija varijabli

Kl = xtpvy + xlav, + ... + L.,

Giji su koeficijenti elementi svojstvenog vektora matrice
korelacija varijabli R pridruzenog m-toj po veligini svoj-
stvenoj vrijednosti Al. Ako je A = A1, koeficijenti k-te i
l-te komponente su nuZno ortogonalni; ako je m = nl,
elementi se mogu izabrati tako da budu ortogonalni, iako
takvih vekiora ima beskona&no mnogo. Varijaca m-te kom-
ponente je Al, pa je ukupna varijanca

Mt 22+, .+ =tragR =n
VaZznost m-te komponente u ovakvom jednostavnijem pri-

kazu mjeri se sa Al/n, posto vrijedi 1, > 2, > ... >,

No, mi ne Zelimo zadrzati puni skup komponenata, ne-
go ¢emo broj komponenata reducirati na p<n. Za odredi-
vanje broja znacajnth komponenata p postoje mnogi krite-
riji, a ovdje se koristi PB kriterij (Stalec, Momirovié, 1971).

Oznaéimo Ii sa |Y* = (diagR—')— dijagonalnu matricu
unikviteta, tada je

trag (| — U’) =9
zbroj image varijanci varijabli iz V.
Tada p mora zadovoljavati nejednakosti

p—1 P

Zh<n<Zik

k=1 k=1
1. zadrZimo toliko glavnih komponenti da zbroj njihovih
varijanci bude veél ili jednak zajednitkom varijabilitetu

svih varijabli iz V.

Na taj nagin dekomponirali smo trajektoriju promjena
na p aditivnih, ortogonalnih komponenata promjena. U
matriénom obliku to pisemo

K=7ZX (8)

gdje je
K=KyKz, ..., K) K, — glavne komponente
X =06X,...,X) Xi — svojstveni vektori

pridruZeni zadrZzanim svojstvenim vrijednostima.

Da bismo mogli medusobno usporedivati p zadrzanih
glavnih komponenata, standardiziramo ih na varijancu 1.

L = ZXa—"
gdje je A dijagonalna matnica p zadrianih svojstvenih
vrijednosti matrice R-

Struktura komponenata promjena pomaze nam pri nji-
hovoj interpretaciji, a definirana je korelacijama vari-
jabli glavnih komponenata

1 1
H = 2L —Z'Z — XA™" = RXA—'" = XaA”

n n

23. Analiza reziduala

Eckart-Youngova (1936) aproksimacija matrice Z ie naj-
bolja aproksimacija (pod kriterijem najmanjlh kvadrata)
te matrice matricom ranga p

Z* = ZXX"

U toj matrici su sadrZzane one informacije o promatra-
nim promjenama koje su obja3njive sa p zadrZanih glav-
nih komponenata. Onaj dio informacija koji se ne moZe
objasniti zadrZanim komponentama opisan je rezidual-
nom matricom standardiziranih podataka

Z=7Z—7*=2Z((—XXN

Rezidualne korelacije varijabli iz V definirane su sa
R=R—HH

a to su upravo oni dijelovi korelacija medu varijablama

koji se ne mogu objasniti sa p zadrZanih komponenata
promjena.

24. Relacije vremenskih to&aka

Relacije vremenskih toZaka definiraju se kao normi-
rani skalarni produkti vektora vremenskih todaka u pro-
storu standardiziranih varijabli.

Q* =27
Q = (diag Q*)—'7 Q* (diag Q*)-r
Teorijske relacije vremenskih toéaka definirane su kao
skalarni produkti vektora vremenskih totaka u prostoru
standardiziranih komponenata promjena, normirani na
istu metriku kao i relacije vremenskih todaka Q

Q* = KK
Q: = (diag Q*)—” Q*: (diag O*)-',

a to je onaj dio relacija vremenskih toaka koji je ob-
jadnjiv sa p zadrZanih glavnih komponenata.
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Rezidualne relacije vremenskih todaka su razlike rela-
cija vremenskih totaka (Q i teorijskih relacija vremenskih
totaka Qr

x=Q—Q
i to je onaj dio relacija vremenskih totaka koji se ne
moZe objasniti sa p zadrzanih komponenata promjena.

3. PROGRAM

Program INDIFF napisan je u metajeziku SS i imple-
mentiran na radunalu UNIVAC 1100/U2 SveuciliSnog ra-
Sunskog centra u Zagrebu. U trenutnoj verziji (5.2/M)
sistema SS njime je moguée analizirati promjene stanja
objekta opisanog sa do 250 varijabli u ne vise od 10.000
distinktnih vremenskih tosaka. Podacima je potrebno pri-
druziti naredbe koje opisuju format podataka u skladu s
uputama za sistem SS (jednu SEQUENGE naredbu i ono-
liko VARIABLE naredbi koliko ima varijabli).

INDIFF ne testira hipoteze o znadajnosti komponenata,
ali, ako su m i n dovoljno veliki brojevi, znagajnost neke
komponente K;, i=1, 2,...,p moZe se testirati ovako:

1) nekajees=m + n 4+ 1 —2

2) neka je ¢ = (n—p) (m—p) gdje je p broj kompo-
nenata zadrzanih po PB kriteriju.

3) neka je
li €y

n

e (Z AJ)

j=p+1
4) tada je fi distribuiran u skladu sa Snedecorovom
raspodjelom sa e, e: stupnjeva slobode.
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INDIFE — THE MODEL, ALGORITHM AND PROGRAM FOR ANALYSIS OF CHANGES IN CONDITION OF AN OBJECT

DESCRIBED OVER A GROUP OF QUANTITATIVE VARIABLES

The model and algorithm were construted and the program was written for the component analysis of changes in
condition of individual objects. By decomposition of trajectories of changes into orthogonal components we reach an
Insight into the structure of the stohastic zrocess described by quantitative variables. Also, the residuals and the

relation between time points were analysd.

Koucraurua MoMmuposnd, 2Knsan KapamMaH

»UHIN®« — MOJEIL, AITOPUTM U IIPOTPAMMA JIJIA AHAJNM3A M3MEPEHHUY COCTOAHUS HEKO-
TOPOTO OBBLEKTA, OIIMCAHHOTO HAJI MHOXEC TBOM KOJUYECTBEHHLIX IIEPEMEHHBIX

Co3gaHpl MOJEJb M AJropaTM u HanmcaHa mnporpaMMa JJasa KOMIIOHEHTHOTO aHan3a MU3IMEepeHnsa COCTOAHUIL OT-
AEeJbHBIX o6bexToB. IIpy NOMOINM PaCUNIEHEHNMA TPACKTOD MY M3MEHEHM} Ha OPTOrOHAaJIbHbLIC KOMIIOHEHTbI BBIABJIA-
erTca CTPYKTypa CTOXaCTMYECKOro IIporecca, ONMCAHHOIO IIPM IIOMOILM KOJIMYECTBAHHBIX II€PEeMEHHLIX. Takxe Npo-
BOIUTCA aHAAM3 PE3YJNBTaTOB U B3aMMOOTHOIICHM)T MEXAY Pa3dM4YHbIMM TOYKaMM BO BPEMEHU.



