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Fazni prijelaz i katastrofa Siljka u Van der Waalsovoj jednadzbi

Milica Cvjetovi¢', Ivica Martinjak?

Pod pojmom fazni prijelaz obi¢no podrazumijevamo promjenu agregatnih stanja tvari.
U Sirem smislu taj pojam obuhvaca i druge fenomene kod kojih se stanje sustava ili
promatrana veli¢ina ne mijenjaju kontinuirano ve¢ je promjena trenutna. Tako e Zeljezo
ostati magnetizirano sve dok je temperatura niza od 1043 K. No, ¢im temperatura
prijede tu vrijednost, Zeljezo odmah izgubi magnetska svojstva. Temperaturu iznad koje
feromagneti¢ne tvari gube svoja svojstva nazivamo Curieva temperatura [8]. Sli¢na je
pojava supravodljivost [3] a osim u fizici, fazni prijelazi su prisutni i u bioloskim i
ekonomskim sustavima. ZapaZamo ih i u apstraktnim strukturama kao §to su matrice i
grafovi [10].

Neka je promatrani sustav odreden s n parametara, u = (uy,...,u,). MoZemo reéi
da do faznog prijelaza dolazi uslijed promjene jednog ili viSe parametara sustava u;.
Vrijednosti parametara za koje se promjena dogodi opéenito nazivamo kriticna tocka.
Primjerice, supravodljivo stanje vodica je odredeno s tri parametra: temperatura 7,
magnetsko polje H i gustoca struje J. Ukoliko bilo koja od ove tri veli¢ine postane
veca od kriticnih vrijednosti 7, H. i J. za dani materijal, isti ¢e izgubiti supravodljiva
svojstva. Kao Sto je to slucaj kod promjene agregatnih stanja, feromagneta i supravodica,
iako se parametri ¥ mijenjaju kontinuirano, sustav se ponasa diskretno. Nastala promjena
stanja sustava je nagla i krucijalna.

Van der Waalsova jednadZba stanja fluida je vrlo znacajan model u statistickoj fizici,
koji ne samo da dobro opisuje realne plinove nego i fazni prijelaz izmedu tekuceg
i plinovitog stanja. Prisjetimo se da jednadiba stanja idealnog plina dobro opisuje
plinove u Sirokom rasponu temperatura i tlakova te je izvodimo iz modela idealnog
plina (volumen cestica zanemarujemo kao i njihovu interakciju zbog velikih medusobnih
udaljenosti). Uzimanjem u obzir efektivnog volumena Eestica i njihovog medudjelovanja,
mozemo izvesti i jednadzbu za realne plinove, koja daje pouzdane vrijednosti i kod
ekstremnijih uvjeta, a koju je postavio nizozemski fizicar Van der Waals 1873. Za
volumen V fluida tlaka p na temperaturi T vrijedi

o
(p+5)(V—B) = nRT (1)
gdje su o i P konstante za danu tvar, a R plinska konstanta. Primijetimo da (1)
sadrZi jednadZbu stanja idealnog plina kao grani¢nog slucaja o = f = 0. Dakle, stanja
(p, V,T) u kojima se fluid moZze nalaziti su tocke na plohi u p-V-T dijagramu.

Presjek te plohe i ravnina koje su paralelne s ravninom odredenom p-V osima
su izoterme. Kada je realni fluid na temperaturi vecoj od kritiCne, varijacije tlaka i
volumena nede promijeniti njegovo agregatno stanje. To se stanje ponekad naziva i
superfluidno. Kada je fluid na temperaturi nizoj od 7., moguée je i tekuce i plinovito
stanje. Zanimljivo je da fluid moze ostati u plinovitom stanju i kada mu se temperatura
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smanjuje, a tlak povecava. No, to ¢e biti slu¢aj dok ne po¢ne proces kondenzacije.
Nakon toga, volumen se smanjuje pri konstantnom tlaku, sve dok sav plin ne prijede u
tekucinu. Tijekom kondenzacije koegzistiraju oba stanja, tekuce i plinovito. Na slici 1
proces kondenzacije je reprezentiran povrSinom koju omeduje isprekidana krivulja.

Primjerice, temperatura 7, za uglji¢ni dioksid iznosi 31°C. Ispod te temperature,
kompresija ¢e uzrokovati smanjenje volumena sve dok ne po¢ne kondenzacija. Nakon
toga, volumen ce se i dalje smanjivati sve dok sav plin ne postane tekucina, ali se
ta promjena odvija pri stalnom tlaku. Dakle, izoterme T < T, ne izgledaju kao ovdje
prikazane teorijske nego su u dijelu koji predstavlja proces kondenzacije paralelne s V
0si.

Primijetimo da u slucaju kada se fazni prijelaz dogada na temperaturi 7, prakticki
izostaje proces kondenzacije. Vrijednosti tlaka, volumena i temperature kod takvog
faznog prijelaza nazivamo kriti¢na toc¢ka, u oznaci (p., V., T,) (tocka u kojoj se sijeku
krivulja koja predstavlja podrucje kondenzacije i izoterma 7).

p p
T>T
tekugi T=T.
T<T
Vv Vv
Slika 1. Van der Waalsove izoterme. Slika 2. Varijacije Van der Waalsovih izotermi

i Maxwellovo pravilo jednakih povrsina.

Slika 1 shematski prikazuje izoterme u p-V dijagramu prema relaciji (1). Vidljivo
je da se za T > T, volumen smanjuje s povecanjem tlaka, §to je kvalitativno i
kvantitativno u skladu s experimentalnim rezultatima. Medutim, kada je 7 < T, imamo
odstupanje od ponaSanja realnog fluida. Naime, Van der Waalsova jednadzba predvida
negativnu izotermicku kompresiju izmedu tocaka d i e (slika 2). Kako bi se rijesio
ovaj nedostatak modela, znameniti Skotski fizicar J. C. Maxwell je 1890. predloZio
poboljSanje uvodenjem izobare izmedu tocaka a i ¢, prema pravilu jednakh povrsina,
koje proizlazi iz zakona o¢uvanja energije. Prisjetimo se da povrSina ispod grafa u p-V
dijagramu predstavlja rad. UloZeni rad izmedu tocaka ¢ i b jednak je dobivenom radu
od b do a. Posljedi¢no, povrsine a-d-b i b-e-c su jednake i na taj nacin odredujemo
izobaru. Napomenimo da je i kod drugih analitickih modela faznih prijelaza cest slucaj
odstupanja od eksperimentalnih rezultata u blizini kritine tocke.

U nastavku ¢emo najprije izvesti izraz za kriti¢nu to¢ku (p., V., T.), u kojoj se dogada
fazni prijelaz. Nakon toga ¢emo predstaviti osnovne ideje teorije katastrofe, novije grane
matematike koja je pogodna za opis faznih prijelaza te pokazati da se katastrofa Siljka
(funkcija s odredenim kvalitativnim svojstvima obzirom na ekstreme) pojavljuje u ovom
faznom prijelazu. Vrijedi napomenuti da je poznata Landauova teorija, koja opisuje
fazne prijelaze, takoder dio teorije katastrofe.
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Kriti¢na tocka u Van der Waalsovom modelu

Primijetimo da Van der Waalsovu jednadzbu (1) moZemo zapisati kao klasu kubnih
jednadzbi (2) s nepoznanicom V i parametrom 7. Iz (1) odmah dobivamo
o aff
V4 = —pB— 22
PV —PB— 5
pV3+aV —pBV? — af = RTV?
Sto daje klasu tih jednadZbi
pV3 — (RT + pB)V* + oV — af = 0. (2)
Nekoliko grafova doti¢ne kubne funkcije je shematski prikazano na p-V dijagramu na
slici 1. Toc¢nije, vidimo tri karakteristiCna grafa, za slucajeve kad je parametar 7 manji,
vedi ili jednak nuli. Promatramo fazni prijelaz u tocki infleksije izoterme 7. Sada
koristimo Cinjenicu da za slucaj T = T, pripadna jednadzba iz klase (2) ima tri jednaka
realna korijena (kao Sto je ilustrirano na slici 1). U tom slucaju vrijedi faktorizacija

pe(V=V.)=0 (3)
pri ¢emu su koeficijenti uz varijablu V u relacijama (2) i (3) jednaki. Sada iz (3)
odmah imamo

=RT

pe(V3 = 3V2V, +3VV2 - V3) =0
Sto daje
pV3 = 3Vp V2 4+ 3V2p.V — Vip. = 0. (4)
Usporedbom slobodnih ¢lanova i koeficijenata uz varijablu V u relacijama (2) i (4)
dobivamo jednakosti

o =3V2p, (5)
=% (©6)
Kada supstituiramo (6) u (5) dobivamo traiené vrijednosti za kriti¢ni volumen i kriti¢ni
e V=3B )
Pe= g (8)

Nadalje, usporedbom koeficijenata uz varijablu V? te koriStenjem dobivenih izraza za
V. i p. dobivamo
9o af 8«

278 278 27BR
§to nam naposljetku daje izraz za kriticnu temperaturu,

RT,

T _ 8a )
¢ 27BR’
Dakle, ovim postupkom smo za kriti¢nu to¢ku (p., V., T.) dobili
o 8a
e Vo, T, :(—.3 —) 10
Y ) 27p%’ P. 27BR (10)

Vrijedi napomenuti da smo do istog rezultata mogli dodi i kori$tenjem cinjenice da
su prva i druga derivacija Van der Waalsove funkcije po V u kriti¢noj tocki jednake
nuli.
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Teorija katastrofe i klasifikacija stacionarnih to¢aka

Kao S§to smo spomenuli, za opis i matematicko modeliranje fizikalnih sustava
u kojima se dogadaju fazni prijelazi, novije podruc¢je matematike poznato je pod
nazivom teorija katastrofe. Ta je teorija utemeljena u drugoj polovici 20-og stoljeca
radovima francuskog matematicara R. Thoma te dalje razvijana i popularizirana radovima
engleskog matematicara E. Zeemana, ruskog V. Arnolda i drugih [1, 9]. U srediStu je
teorije proucCavanje tipova stacionarnih toc¢aka, $to nam daje uvid u ponaSanje sustava
kojeg doticne funkcije karakteriziraju. Osnovne ideje ove teorije sada ¢emo ilustrirati
primjerima. Prisjetimo se da je to¢ka c stacionarna tocka neprekidne funkcije f ako je
prva derivacija u toj tocki jednaka nuli, f'(c) = 0.

Funkcija h : R — R, h(x) = x* ima
samo jednu stacionarnu tocku blizu ishodista
(ishodiste). Definiramo sada funkciju h:R—
R, h(x) = x>t uyx+upx® +uzx® . Primijetimo da
ée za male vrijednosti koeficijenata u; funkcija
I takoder imati samo jednu stacionarnu tocku u
blizini ishodi$ta. Dakle, dodavanje ¢lanova viseg
reda kvalitativo ne mijenja ponaSanje funkcije
h u blizini ishodista. Stoga kazemo da je
ishodiste stabilna stacionarna tocka funkcije /.
U drugu ruku, za funkciju g(x) = x* ishodiste
nije stabilna stacionarna tocka. Naime, dodamo

Slika 3. Grafovi funkcija li toj funkciji Clan 2u’x*, §(x) = x* — 2u’x
g(x) =x* i g(x) = x* — 2uPx%. ona ¢e tada imati tri stacionarne tocke, kao $to

se to vidi na slici 3.

Ocito je da dodavanjem novih ¢lanova danoj funkciji moZemo definirati mnoStvo
pripadnih funkcija. Postavlja se pitanje moZemo li odabrati jednu od tih funkcija koja
ée kvalitativno reprezentirati cijelu klasu. Pokazuje se da moZemo, a takvu funkciju
nazivamo katastrofa. Tako je katastrofa za funkciju f : R — R, f(x) = x> funkcija
F,:R—R,

Fu(x) = x* + ux, (1D

a nazivamo je katastrofa nabora. Sada se moZemo zapitati kako izgleda skup svih
stacionarnih to¢aka funkcije F,. Lako se uvjerimo da taj skup ¢ine one tocke koje leZe
na paraboli

Mp = {(x,u) : 3x* + u = 0}. (12)

Dakle, kod katastrofe nabora razlikujemo tri kvalitativno razli¢ita ponaSanja ovisno o
varijabli #. Kada je # > 0, nema stacionarnih tocaka. Kada je u = 0, stacionarna tocka
1
‘ 2

.. o . . .. . « u <
je ishodiste, a kada je # < 0 imamo dvije stacionarne tocke, za x = :I:‘g . Ove tocke

imaju lijepu fizikalnu interpretaciju kod gravitacijskog stroja (kota¢ na kosini s centrom
mase izvan geometrijskog srediSta). Zainteresiranog Citatelja za detalje upucujemo na
knjige [4, 6].
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Druga od jednostavnih katastrofa je katastrofa §iljka G,,,
Guy(x) = x* — ux® + vx. (13)
Skup svih stacionarnih tocaka ove katastrofe M je ploha u prostoru kao $to je ilustrirano

slikom 4,
Mg = {(x,u,v) : 4> — 2ux +v = 0}. (14)

Kao $to vidimo na slici 4a), katastrofa Siljka iskazuje daleko sloZenije ponaSanje
nego nabor. Gornji i donji sloj plohe na slici 4 predstavljaju stanja (vrijednosti funkcije)
stabilne ravnoteZe, a srednji sloj predstavlja stanje nestabilne ravnoteZe. Katastrofa
Siljka ocituje dva fenomena, a jedan od njih je da su moguca dva razliCita stanja
stabilne ravnoteZe za iste parametre u# i v (bimodalnost). Drugo istaknuto svojstvo
Siljka je ovisnost stanja o putu po kojem smo do njega dosli, odnosno o proSlom stanju
sustava. Projekcija skupa toCaka Mg na ravninu je Nielova parabola (za standardni
slucaj katastrofe Siljka) kao $to prikazuje slika 4b).

a) b)

Slika 4. Skup stacionarnih tocaka katastrofe Siljka i njegova projekcija na ravninu.

Na kraju ovog kratkog osvrta o klasifikaciji stacionarnih tocaka, spomenimo da
ukoliko se ograni¢imo na Cetiri parametra u, v,... kod ¢lanova koje dodajemo, tada
postoji sedam krucijalno razli¢itih funkcija. Osim nabora i §iljka, koje smo ovdje
upoznali i koji su konceptualno najjednostavniji, preostale funkcije su lastin rep, leptir,
eliptina pupcana vrpca, hiperboli¢na pupc¢ana vrpca, paraboli¢na pupcana vrpca, poznate
i pod nazivom sedam elementarnih katastrofa.

Ve¢ smo spomenuli da se katastrofa nabora ocituje kod gravitacijskog stroja. MoZe
se reci da je katastrofa §iljka vrlo prisutna u fizikalnim i drugim sustavima. Neke od
ostalih sedam katastrofa takoder su zapaZene u dinamici fluida, fizici lasera i drugdje
[2, 5, 7]. Fascinantna je Cinjenica da se katastrofa Siljka ocituje kod faznog prijelaza
izmedu tekudeg i plinovitog stanja, Sto dokazujemo u nastavku.

Katastrofa Siljka u promjeni agregatnih stanja fluida

Sada ¢emo izvesti reduciranu Van der Waalsovu jednadZbu i pomocu takve
interpretacije pokazati da je fazni prijelaz izmedu tekuceg i plinovitog stanja jedan
konkretan slucaj katastrofe §iljka. Do reducirane varijante ove jednadzbe dolazimo
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izrazavanjem tlaka, volumena i temperature pomocu kriti¢nih vrijednosti i normalizacijom
kriti¢ne to¢ke na vrijednost (1,1, 1). Dakle, uvodimo veli¢ine

/ p ! V ! T
=— V==, T == (15)
> Ve T,
i normaliziramo kriti¢nu tocku, ¢iji smo izraz (10) izveli u prvom poglavlju, na nacin
o 8o
.3.—): 1,1,1). 16
(27[32’ ﬁ’27/3R (L11) (16)
Sada, uvrStavanjem u Van der Waalsovu jednadZbu (1) odmah dobivamo njen reducirani
oblik,
3 1 1 8
"+ =) =—=)==T. 17
(p +V’2)(V’ 3) 3 17

Bududi da promatramo fazni prijelaz, prirodnije je volumen V’ u ovoj jednadZbi
1
interpretirati kao jedini¢nu gustou X, pa uvodimo V' = X IshodiSte pomic¢emo u
tocku (1,1,1), pa tada vrijedi

p=p -1, x=X-1, t=T-1. (18)
Uvodenjem jedini¢ne gustoce i supstitucijom (18), iz (17) slijedi

1 1 8

1+3 12(———):—z 1

(414364 D) (=7 - 3) =50+
—x+2 8

32 4654 4) (5o ) = 5+ 1

(p+x+x+)3(x+l) 3(+)

(p+37+6x+4)(—x+2)=8xt+t+x+1)
3~ (p+8)x+2p—8=0
§to konac¢no daje
8t+p 8r—2p
3 tTE T
Dobivenu jednadzbu moZemo pisati kao
4(8¢ 4(8r—2
( 3+ P, A . P)

Odmah je vidljivo da ona predstavlja skup stacionarnih tocaka katastrofe Siljka za
parametre

X+

0. (19)

u= —%(81 +p), v= %(SI— 2p).

Ovime sada mozemo dati objaSnjenje zaSto se promjena agregatnog stanja dogada
trenutno, s aspekta teorije katastrofe. Pogledamo li sliku 4a) gornji sloj plohe predstavlja
tekuce, a donji plinovito stanje fluida. Prije nego Sto tlak, temperatura i volumen
dosegnu kriti¢nu vrijednost (p., V., T.), fluid se u isto vrijeme moZe nalaziti u dva
razli¢ita stanja stabilne ravnoteZe, a promjena izmedu ta dva stanja je oCigledno nagla
i iznenadna. PribliZavanjem kritinoj to¢ki smanjuje se razlika u gustoci izmedu ta dva
stanja. Analogno tome, promjenu vrijednosti parametara kod kojih se odvija promjena
agregatnog stanja mozemo vidjeti i na slici 4b). Sve dok parametri (#,v) mijenjaju
vrijednosti ispod ili iznad grafa imamo postepenu promjenu stanja fluida, a kad dosegnu
vrijednost na grafu tada je promjena krucijalna.
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