4. po poucku o kutovima uz presje¢nicu usporednih pravaca, SOBE = 4X,EB;
5. zbog preslikavanja vrijedi i 4X;EB = <EPB;

6. JOBE + JEBP + YPBO = o, pa zato YOBE — JEBP — JPBO — %
Zakljucak

U ovom ¢lanku smo pokazali nekoliko metoda trisekcije kuta mehanickim krivuljama,
cunjosjecnicama i jednom origami metodom koje sve proizlaze iz klasi¢nog euklidskog
okvira.
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Eulerov pentagonalni teorem

Ivica Martinjak

Particija broja n € Ny je monotoni niz A = (A1,..., 4), A > >--- 24 >0,
n=X3+2A+--+24, I €N. Uvodimo oznaku A + n. Broj n nazivamo teZina
particije, brojevi A;, i = 1,...,1 su dijelovi particije a /(A) = je duljina particije.
Skup svih particija A - n oznaujemo s P,, P, := {A F n}. Istaknuti podskupovi
skupa P, su skup svih particija A - n s neparnim dijelovima, u oznaci O,,, i skup svih
particija A F n s razli¢itim dijelovima D,,. Podskup od D, koji sadrzi samo particije

s parnom duljinom oznacujemo s D,Q(W. Sli¢no, kada je duljina neparna koristimo

oznaku DAY, Uvodimo oznake za kardinalne brojeve ovih skupova, p(n) := [P,
p°(n) := O], p(n) := |Dy|. Nadalje p*'*)(n) := [Dy*"|, p® (n) := D", Broj
particija A Fn s k dijelova oznaujemo s pi(n). Definiramo p(0) :=1.
Sada ¢emo uvedene oznake ilustrirati na primjeru. Skup Ps sadrzi particije
(5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1)
te vrijedi p(5) =7, p3(5) =2, p*(5) = p°(5) = 3, p"'™'(5) = 1, pHH)'(5) = 2.
Particije Cesto prikazujemo pomocu Youngovog dijagrama, kojeg definiramo kao

skup parova (i,j) € ZxZ, 1 <i <1, 1 <j< A. Youngov dijagram reprezentiramo
geometrijski u ravnini R x R, kao S$to ilustrira slika 1.
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Slika 1. Youngovi dijagrami za particije (8), (5,2,1) i (4,3,1), s teZinom n = 8.
Ovakva graficka reprezentacija ¢esto nam sluZi za dokazivanje identiteta za particije.
Nekoliko tako dokazanih identiteta se moZe naci u radu [7]. Ovdje, u teoremu 1 vidjet
éemo jednu takvu bijekciju, poznatu pod nazivom Franklinova bijekcija (F. Franklin,
1881.). Zahvaljujudi svojoj elementarnosti ta je bijekcija prisutna u mnogim udzbenicima
i knjigama iz teorije brojeva, a neki autori navode i da se radi o prvom znacajnijem
postignucu americke matematike [1].

Prisjetimo se sada pojma pentagonalnih brojeva, prije nego pokaZemo kako se oni
pojavljuju u Franklinovoj bijekciji kao i kod jedne od funkcija koju je proucavao L.
Euler. Brojevi
n(3n—1)

>
¢ine niz pentagonalnih brojeva. 1z opéeg ¢lana niza je odmah vidljivo da se pentagonalni
broj sastoji od kvadrata i trokutastog broja. Pentagonalni brojevi imaju i niz drugih
zanimljivih svojstava. Spomenimo da se svaki prirodni broj moZe prikazati kao suma
pet pentagonalnih brojeva. Neki identiteti za ovaj niz mogu se vidjeti u radu [6] dok se
viSe o reprezentaciji prirodnog broja pomocu pentagonalnih brojeva moZe vidjeti u [5,
8]. Brojeve

1. 5, 12, 22, 35, 51, 70, ...,

n(3n+1)

>
nazivamo refleksije pentagonalnih brojeva. Pentagonalne brojeve i njihove refleksije
moZemo poredati u jedinstveni niz brojeva koje nazivamo generalizirani pentagonalni
brojevi. Neki autori i te brojeve nazivaju jednostavno pentagonalni brojevi (takvu
je terminologiju koristio i L. Euler, u radu “De mirabilis proprietatibus numerorum
pentagonalium” iz 1783.).

Teorem 1. Za broj particija A F n s razli¢itim dijelovima i parnom duljinom te za
broj particija (L & n s razlicitim dijelovima i neparnom duljinom vrijedi
: Jj(3j£1)
¢ 0 -1 ako =
Pt (n) = pH ) () = { (I ek m=T (1)
0 inace

2, 7, 15, 26, 40, 57, 77....,

gdjeje j=1,2,...

Dokaz. Definiramo preslikavanje « : D, — D, na nacin kako pokazuje slika 2.
Dijagonalu Youngovog dijagrama premjestimo tako da je dodamo kao zadnji redak.
Novonastala particija ima istu teZinu dok joj se parnost broja dijelova promijenila.
Analogno vrijedi kada zadnji redak premjestimo na dijagonalu.

o] |
o o
olo
(371
Slika 2. Preslikavanje o : D, — D, je bijekcija za n # ](]T)’ j=12,...

No, ovo preslikavanje nije dobro definirano za svaki n ve¢ postoje izuzeci. Oznac¢imo
broj elemenata na dijagonali sa s. Prvi izuzetak imamo za s = I(A) (3to znadi
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da dijagonala i zadnji redak imaju jedan zajednicki element). U tom slucaju, ako
premjestimo dijagonalu (ukljucujuci zajednicki element sa zadnjim retkom), zadnji
redak Ce biti veéi od predzadnjeg pa ne bismo postivali uvjet monotonosti particije. Ova
situacija ¢e se dogoditi za dijagrame koji se sastoje od kvadrata i trokutastog broja tj. za
pentagonalne brojeve. Dakle, za svaki pentagonalni broj postoji jedna particija za koju
a nije dobro definirano. Posljedi¢no, razlika p**) (n) — p*)(n) za takve n ée biti
1ili —1.

Drugi je izuzetak sluéaj /(A) = s + 1. Naime, ukoliko tada premjestimo dijagonalu
tako da je dodamo kao zadnji redak, imali bismo dva jednaka dijela particije (zadnji i
predzadnji) pa uvjet medusobno razli¢itih dijelova ne bi bio zadovoljen. O¢igledno, ova
se situacija dogada kod refleksija pentagonalnih brojeva a razmatrana razlika ée biti 1
ili —1. O

Kao $to je vidljivo u poCetnom primjeru, za n = 5 postoje dvije particije s razli¢itim
dijelovima i parnom duljinom te jedna particija s razliitim dijelovima i neparnom
duljinom, p'®"(5) — p#*)°(5) =2 —1=1. Za n = 8 sve tri particije s medusobno
razli¢itim dijelovima i neparnom duljinom prikazuje slika 1, dok s razli¢itim dijelovima
i parnom duljinom imamo takoder tri particije (prepustamo Cditatelju da ih nade),
pd,l(/l) (8) _pd,l(l) (8) =0.

Sada éemo se, kroz sljedece dvije propozicije upoznati s funkcijama izvodnicama,
koje su vazan matematic¢ki koncept, posebice u diskretnoj matematici i kombinatorici.
L. Euler je istraZivao particije pomocu funkcija izvodnica i bio je jedan od pionira u
njihovom uvodenju. U propoziciji 1 upoznajemo funkciju izvodnicu F(x) za particije s
medusobno razli¢itim dijelovima,

o0
F(x) = H(l + x7).
i=1
U propoziciji 2 predstavljamo funkciju izvodnicu G(x) za particije iz skupa P,

1
G(x) = —_—.
0 -1l
Propozicija 1.
o0 ) o0
[T +x) =D p'n)x. 2
i=1 n=0
Dokaz. Neka je § = {1,2,...,m}. Tada su (1),...,(m),(1,2),(1,3),...,(m —
1,m),(1,2,3),...,(m—=2,m—1,m),...,(1,2,...,m) sve particije s razli¢itim dijelovima

pri ¢emu su dijelovi iz S. U drugu ruku, te particije o¢igledno reprezentira umnoZzak
(1+x)(1 +x2)---(1+xm):1—I—xl+x2+---—I—A’”—I—xl“+---+x1+2+”'+’"

u eksponentima dobivenih ¢lanova. Time smo dokazali kona¢nu varijantu relacije (2) tj.

da vrijedi

[T+ = 3 pmye,
i—=1 n>0

gdje je p"*(n) broj particija od n s razli¢itim dijelovima pri ¢emu su ti dijelovi iz skupa
S. Kada je S = Ny eksponenti na desnoj strani relacije ¢e reprezentirati sve moguce
particije od n s medusobno razli¢itim dijelovima.
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Propozicija 2.

H 0= Zp (3)

Dokaz. Primjenjujemo poznato svojstvo geometrijskog reda Z;:O ¥ =

ﬁ 1 1 1
P (1 —xf) Tl x 1212

=(I+x+x" )1+ + ) (L)
Ovaj umnoZak daje p(1) kao koeficijent od x, §to o¢igledno dobivamo mnoZenjem x sa
svim jedinicama. Koeficijent uz x*> je p(2), kojeg dobivamo mnoZenjem x'*! sa svim
jedinicama kao i mnoZenjem x* sa svim jedinicama. Nadalje, koeficijent uz x* je p(3)
a dobivamo ga mnoZenjem x'*!*! sa svim jedinicama, zatim mnoZenjem x>, x i svih
jedinica kao i mnoZenjem x* sa svim jedinicama. Opdcenito ovaj umnoZak generira sve
particije za dani n pa na desnoj strani gornje jednakosti dobivamo

p(0) +p(1)x + p(2)x* +p(3)x* + -+ p(m)" + - O

Uvodimo oznaku P(x) za sumu na desnoj strani jednakosti (3). Sada éemo pomocu
prethodnih propozicija dokazati teorem 2, koji je jedan od osnovnih teorema u teoriji
particija.

Teorem 2. Broj particija A b n s razlicitim dijelovima jednak je broju particija
v = n s neparnim dijelovima,
p'(n) =p°(n). (4)

Dokaz. Prema propoziciji 1 funkcija izvodnica za particije s razliitim dijelovima
je F(x) = [[°,(1+x). Na osnovi dokaza propozicije 2 zaklju¢ujemo da je funkcija
. . . e . .. . o0 .
izvodnica za particije s neparnim dijelovima G(x) = [[.=, m Naime, ako
u dotiénom umno$ku izostavimo faktore s neparnim eksponentom tada ¢e dobiveni
formalni red reprezentirati particije s neparnim dijelovima.

Sada imamo
> =) =1 =21 =) -
[+ = (1”)( A+ = S — A=) -

i=1 00
H 1_x21 1
i=1

O
Iskazimo teorem 2 i pomocu funkcija izvodnica,
o0 ' ) 1
g(ler‘) :gi(l—xﬁ—l)' (5)
Propozicija 3. .
H(l +zx') = Z prn(n)z'”x”. (6)
i=1 n>0 m>0
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Propoziciju 3 navodimo bez formalnog dokaza bududi da se radi o izravnoj posljedici
propozicije 1. Naime, koristimo li funkciju izvodnicu s dvije varijable, eksponent
varijable z ce predstavljati broj mnoZenja pripadnog ¢lana. Drugim rijecima, ti ce
eksponenti reprezentirati duljine particija pripadnih teZina. Propoziciju 3 moZemo
iskazati i na nacin

o0
H(l +zx') = Z ZMxlA,
i=1 rEP

Razmotrimo sada jedan od polinoma koji je Euleru privukao paznju, y,(x),

Vo(x) = (1 —x)(1 —x)(1 = x%)--- (1 —x").
Pogledamo li ovakve polinome za prvih nekoliko vrijednosti 7,
yi(x) =1-x
vx)=1—x—x*+x°
w(x) =1—x—x*+x* +x —x
wix) =1 —x—x>+28° —x¥ — X2 410
Us(x) =1 —x— x>+ X7 + 28 a7 =8 =% = x10 a3 g
moZemo naslutiti neka vrlo lijepa svojstva. Kao prvo, mnogi ¢lanovi se pokrate. Takoder,

kako n raste koeficijenti postaju “stabilni” tj. polinomi Wy11(x), Wui2(x),... imaju
iste koeficijente uz x™. To je motivacija za definiranje funkcije y(x) na nacin

6

o0
w(x) =[] -, (7)
n=1
poznate i pod nazivom Eulerova funkcija. Pogledamo li prvih nekoliko ¢lanova u razvoju
w(x),
W) =1 —x— 22 425 4 a7 —x12 x5 a2 20 35 0 g S
ST 0 T (92 (100
medu eksponentima éemo prepoznati pentagonalne brojeve i njihove refleksije.

Teorem 3. (Eulerov pentagonalni teorem)
o0 o0

[Ta- =3~y (8)

n=1 r=—o00

Dokaz. Kada u identitet iskazan u propoziciji 3 uvrstimo z = —1 dobivamo
o0

[T -2 =33 pitn) (-1,
i=1 n=>0 m>0
Unutra$nju sumu sada mozemo podijeliti na particije s parnim i one s neparnim brojem
dijelova. Imajuéi k tome u vidu da sumiranje p?(n) po svim duljinama m daje broj
particija s razli¢itim dijelovima p?(n), dobivamo
T1 =) = S0 () = pH ().
i1 n=0
Time je dobivena kombinatorna interpretacija lijeve strane Eulerovog identiteta (8).

Dakle, w(x) je funkcija izvodnica za particije s medusobno razli¢itim dijelovima pri
¢emu je duljina particije parna odnosno neparna.
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Sada koristimo ¢injenicu da je ta razlika 0 za sve brojeve osim za pentagonalne i
njihove refleksije (teorem 1) te time zaklju¢ujemo dokaz. [

Pogledajmo neke posljedice Eulerovog pentagonalnog teorema kao i Franklinove
bijekcije. Promotrimo li paZljivije preslikavanje o, zapaZamo da ono dokazuje jo$ jednu
tvrdnju o parnosti dijelova particija iz skupa D,. Ta je tvrdnja poznata pod nazivom
Fineov teorem (N. J. Fine, 1948), a dajemo je u korolaru 1.

Za najvedi dio particije A F n uvodimo oznaku g(A). Podskup od D, koji sadrzi
)

particije kod kojih je g(?L) paran oznaCujemo s D’ . Sli¢no, kada je g(4) neparan

koristimo oznaku D;‘; . Oznake za kardinalne brojeve tih skupova jesu p@s(*)° (n) i
p*s (n).

Korolar 1. Za broj particija p*$* (n) s medusobno razli¢itim dijelovima pri Cemu
je najveci dio paran i broj particija p™**)(n) s medusobno razlicitim dijelovima pri
Cemu je najveci dio neparan vrijedi

. , ; IVCERY
pH () = ptH (n) = { o m=T 9)
0 inace
gdjeje j=1,2,...
Korolar 1 o€igledno vrijedi budu¢i da o mijenja parnost najvecem dijelu particije.
[lustrirajmo sada iskazane tvrdnje na primjeru kojeg prikazuje sljedeca tablica.

L T
(11,1) (12) (12) (11,1)
(10,2) (9.2,1) (10,2)  (9.3)
(9.3) (8,3.1) (84)  (9.2,1)
(8.4) (7,4.1) (8.3.1) (1.5)
(7,5) (7,3,2) (6,5.1) (7,4,1)
(6.3,2,1) (6,5,1) (6.4,2) (7,3,2)
(5.4,2,1) (6,4,2) (6,3,2,1) (5,4,3)
(5,4,3) (5,4,2,1)

Dakle, p‘” A(12) — pH*)°(12) = 7 — 8 = —1 kako i proizlazi iz teorema 3. Dalje
imamo p?s*)°(12) — p: g(’l)"(12) =7 -8 = —1 kao $to i slijedi prema Fineovom
teoremu (korolar 1).

Korolar 2. P(x)y(x) =1.
Korolar 2 slijedi izravno iz propozicije 2 i definicije (7). MoZemo ga pisati i u formi

Zp -+ =1 (10)
i=1

n=0
1z izraza (10) odmah dobivamo lijepu rekurziju

p(n)—pn—1)=pn—2)+pn—->3)+ph-17)
D D . (11)
et (= 1)Jp(n_%> T (- 1)/( 3];])...:0,
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j=1,2,..., koja nam omoguduje racunanje vrijednosti za particijsku funkciju. Za
primjer, sada moZemo ponovo odrediti p(5), ovaj puta pomocu rekurzije (11),
p(5) =p4) +p(3)—p(0) =5+3-1=17.

Na kraju, spomenimo da je Eulerova funkcija y(x) vaZna ne samo u teoriji
particija nego se javlja i u drugim podruc¢jima matematike ukljucujuéi kompleksnu
analizu. Eulerov pentagonalni teorem se moZe dokazati i na druge nacine. Kako ga je
dokazo sam L. Euler prikazan je u radovima [1, 3]. Kratak dokaz ovog teorema daje
nam Jacobijev identitet trostrukog produkta [2]. Zanimljive su i posljedice Eulerovog
pentagonalnog teorema. Njegovom primjenom se mogu dokazati neke od Ramanujanovih
kongruencija [9]. U radu [8] se pomocu Eulerovog pentagonalnog teorema dokazuju
daljnje tvrdnje vezane uz Cinjenicu da se svaki prirodni broj moZe izraziti kao suma tri
broja koji su pentagonalni brojevi ili njihove refleksije.
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