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Jordanov teorem i primjene u digitalnoj
obradi slika

Rebeka Gaspari¢; Ivana Slamic’

Sazetak

Poznati rezultat iz topologije, Jordanov teorem o krivulji, obi¢no se
navodi kao primjer rezultata ¢ija tvrdnja djeluje ocito, ali ¢iji je dokaz
vrlo sloZen. U radu su prezentirane neke zanimljivosti vezane uz taj
teorem i prikazano je kako se ove ideje mogu koristiti u primjeni, pre-
ciznije, u digitalnoj obradi slika.

Kljuéne rijeéi: krivulja, put, Jordanov teorem, digitalna slika, digi-
talna topologija

The Jordan curve theorem and its applications in
digital image processing

Abstract

A famous result in topology, i.e., the Jordan curve theorem, is usu-
ally regarded as a result whose statement is obvious, but whose proof
is very difficult. In this paper, we present some interesting facts con-
cerning this theorem and show how these ideas can be used in appli-
cations, more precisely, in digital image processing.
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1 Uvod - intuicija i Jordanov teorem

Zamislimo da linija na slici[I| predstavlja visoku ogradu koja razdvaja dva
podrugdja, a nas zanima odgovor na pitanje: mozemo li, ne prelazeéi ogradu,
stici iz tocke A do toc¢aka B i C? Pitanje pomalo podsjeca na djecje mozga-
lice, a moZda bi najprirodnije bilo krenuti iz jedne tocke i bojiti podrudje
koje moZemo dohvatiti, kao na slici[2(a)l Tada bismo vidjeli da ,ograda”
dijeli ravninu na dva dijela te bismo na temelju toga mogli utvrditi nalazi li
se A u istom podrucju kao B i C. No, slika je mogla izgledati i puno kom-
pliciranije i u tom slucaju ovakvo rjeenje mozda ne bi bilo najbrze moguce.
Promotrimo sada drugu metodu koja ¢e nas brze dovesti do rjeSenja. Pove-
Zimo tocke A i B, odnosno A i C duZinom, kao na slici 2(b)] Matematicki,
ograda predstavlja zatvorenu krivulju bez samopresjeka, ona dijeli ravninu
na dva dijela — unutra$nji i vanjski, a zaklju¢ak ¢emo donijeti na sljede¢i na-
¢in. Sijece li duzina krivulju paran broj puta, to znaci da se tocke nalaze u
istom podrudju, a sijece li neparan broj puta, iz A ne moZemo sti¢i u B.
Budu¢i da u nagem primjeru duzina AB sije¢e krivulju deset puta, iz A
moZemo sti¢i u B, isto kao i iz A u C, buduéi da duzina AC sijeCe krivu-
lju dvanaest puta. U pozadini ove jednostavne metode nalazi se izuzetno
vazan matematicki rezultat koji je okupirao paznju velikog broja poznatih
matematicara. Taj teorem opisuje jedno vaZzno svojstvo jednostavno zatvo-
renih krivulja — svojstvo koje se na prvi pogled moZe smatrati o¢itim, a koje
je prvi, kao svojstvo koje je potrebno dokazati, uocio Bolzano te zatim do-
kaz u svojoj knjizi Cours d’analyse de I’Ecole Polytechnique predstavio Jordan.
Po njemu ovaj rezultat nosi naziv Jordanov teorem.
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Slika 1: MoZemo li stiéi iz tocke A do tocaka Bi C?
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Jordanov teorem govori da jednostavno zatvorena krivulja u ravnini di-
jeli tu ravninu na dva dijela, od kojih je jedan unutrasnji i omeden, a drugi
vanjski i neomeden te je ta krivulja rub oba navedena podrudja. Imajuci na
umu kruZnicu ili elipsu, rekli bismo da tvrdnja djeluje o¢ito. Unato¢ tome,
dokaz Jordanovog teorema sloZen je i dug te se dokaz koji je 1887. godine
dao Jordan ne smatra potpuno to¢nim. Prvim to¢nim dokazom ovog te-
orema smatra se onaj kojeg je 1905. godine dao Veblen, a danas postoje i
mnogi drugi dokazi teorema, kao i njegove generalizacije. Neki su od tih
dokaza duzi i elementarniji, neki kradi i elegantniji, no zahtijevaju pozna-
vanje algebarske topologije. RjeSenje gornjeg primjera zapravo je ideja do-
kaza Jordanovog teorema za poligone, koji je bitno jednostavniji od opceg
slucaja. Razlog je taj sto definicija krivulje ukljucuje i primjere koji nisu u
skladu s naSom intuicijom. Neke od tih primjera upoznat éemo u sljedecoj
¢jelini, no osim ovih primjera koji ilustriraju sloZenost pojma i spomenutog
rezultata te koji su vazni s teorijskog aspekta, postoje i primjeri (prikazani,
na primjer, u [7]) zanimljivi iz drugog razloga — koji pokazuju da Jorda-
nove krivulje mogu biti prava umjetnicka djela, a koja su nastala upravo
inspirirana ovim rezultatom.
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(@) Prvo rjeSenje (b) Drugo rjesenje
Slika 2: Mozemo li sti¢i iz tocke A do tocaka Bi C?

Jordanov teorem primjenjuje se u raznim granama matematike, a po-
sebno je vaZzan u kompleksnoj analizi, no u ¢etvrtoj cjelini, vidjet éemo da
se ove ideje prirodno javljaju kod vrlo aktualnih pitanja, primjerice u digi-
talnoj obradi slika. Digitalne slike u danasnjem su svijetu jedan od osnov-
nih nacina prijenosa vizualne informacije. To su slike koje vidimo na TV
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ekranu, ra¢unalu ili novinama, a one predstavljaju zapravo modele dvo-
dimenzionalnih ili trodimenzionalnih objekata koje vidimo. Osnovni pro-
blem je taj $to rac¢unalo poznaje samo diskretne skupove, preciznije, one
koji se sastoje od najvise kona¢no mnogo elemenata. Tako se, na primjer,
pravac prikazan na ekranu ne sastoji od neprebrojivo mnogo (iako ga tako
percipiramo), nego samo od kona¢no mnogo tocaka.

Podrugje digitalne obrade slika ukljucuje stvaranje, spremanje, manipu-
laciju i prezentaciju digitalnih slika. U svakom od ovih procesa u pozadini
se skrivaju pitanja i problemi koji uklju¢uju matematicke koncepte i alate.
Osnovni zadatak je, prelaskom na diskretni model, sac¢uvati osnovne ka-
rakteristike promatranog objekta. Recimo da promatramo objekt u pros-
toru s odredenim geometrijskim obiljeZjima. Tada Zelimo da diskretni mo-
del vjerno prikaze ta geometrijska obiljeZja kako ne bismo dosli do krivih
zaklju¢aka. Na primjer, Zelimo da iz recenice , Policajci su okruzili kucéu.”,
slijedi zakljucak da je nemoguce napustiti ku¢u bez susreta s policajcem.
Matematicki receno, skup policajaca zapravo ima svojstva Jordanove kri-
vulje, sto omogucava policajcima da razdvoje kucu i ostatak svijeta (jasno,
ovdje je situacija promatrana u dvije dimenzije, odnosno, pojedinac iz kuce
nema mogucnost kretanja u tri dimenzije).

Ocito je da nijedan diskretni model ne moZe u potpunosti prikazati sva
bitna obiljezja neprekidne strukture. Dakle, kod diskretnih se modela mo-
raju napraviti kompromisi koji ¢e ovisiti o tome kako taj model Zelimo is-
koristiti. Iz tog se razloga uvode razliciti pristupi digitalnoj topologiji. U
svojoj digitalnoj verziji, Jordanov teorem kaze da se skup moze reprezen-
tirati svojim rubom $to vodi do smanjenja dimenzije u reprezentaciji. Zato
je taj teorem bitan za razumijevanje prostornih relacija te se koristi za gru-
piranje objekata u prostornim podatkovnim strukturama. Primjerice, pri
spremanju digitalne slike, pitamo se postoje li karakteristike strukture te
slike koje omogucuju optimalni nac¢in spremanja informacija o svakom in-
dividualnom pikselu. Odgovor na to pitanje opisat ¢emo u Cetvrtoj cjelini,
a kako bismo mogli definirati pojam digitalne ravnine i kako bismo ¢lanak
prilagodili i ¢itateljima koji nisu upoznati s osnovama topologije, u trecoj
gjelini prisjetit ¢emo se najprije svih relevantnih pojmova.

2 Sto sve smatramo krivuljama?

Pojam krivulje koristi se u raznim granama matematike te je jedan od poj-
mova za koji bismo mogli re¢i da je svakom od nas ,intuitivno jasan”. Vo-
dedi se intuicijom, vjerojatno bi velika veéina rekla da su na slikama

B(b))iB(d)| prikazane krivulje, dok kvadrat prikazan na slici[3(c)|nije krivu-

lja. No, sto predstavlja nasa ,intuitivna” definicija krivulje i koliko dobro

88



]ORDANOV TEOREM I PRIMJENE U DIGITALNOJ OBRADI SLIKA

njena matematic¢ka formulacija prati nasu intuiciju? Poznata Kleinova iz-
java Everyone knows what a curve is, until he has studied enough mathematics to
become confused through the countless number of possible exceptions mozda naj-
bolje daje odgovor na ovo pitanje i upucuje na to koliko ovom pojmu treba
pazljivo pristupiti.

N W éqvm
K &
K e
(a) Elipsa (b) Lemniskata (c) Kvadrat (d) Kochova pa-
huljica

Slika 3: Razli¢iti podskupovi od R?

Grubo govoredi, krivulju zamisljamo kao ,liniju” koju moZemo nacrtati
ujednom potezu. Takoder je moZemo shvatiti kao ,trag” $to ga neka Cestica
opisuje gibajuéi se kroz vrijeme u ravnini. Prirodno je zahtijevati i da to
gibanje nema ,,skokova”. Ako matematicki opisemo prethodno, dolazimo
do sljedece definicije.

Definicija 2.1. Put u ravnini je neprekidno preslikavanje & : [a,b] — R?,
a krivulju u ravnini definiramo kao sliku toga puta. Zatvorene krivulje su
krivulje kod kojih su pocetna i zavrsna tocka jednake.

Tako je funkcija f(t) = (t,#2),t € [0,1] primjer puta u R?. Varijablu ¢
ovdje moZemo shvatiti kao vrijeme te zamisljamo da se u tom vremenskom
intervalu Cestica giba od tocke (0,0) do tocke (1,1) po paraboli. Kruznica
i elipsa takoder su krivulje u ravnini, budu¢i da su one slike neprekidnih
funkcija poput a(t) = (cos(t),sin(t)), odnosno B(t) = (2cos(t),sin(t)), za
t € [0,27]. Uodimo da takav put nije jedinstven, jer je i slika preslikavanja
a(t) = (cos(t),sin(t)), t € [0,4r] ista kruZnica kao ona koju definira put &
(ali ,prijedena” dva puta).

Kruznica i elipsa primjeri su zatvorenih krivulja. Ako se Cestica Cije gi-
banje opisuje krivulju ne moze u razli¢itim vremenskim trenucima naci
u istoj tocki, odnosno, matematicki, ako je preslikavanje « injekcija, onda
govorimo o jednostavnoj krivulji. Ako je jedini trenutak u kojem se Cestica
nalazi u istoj tocki pocetak, odnosno kraj gibanja, tada to gibanje opisuje
jednostavno zatvorenu krivulju. Dakle, krivulja ée biti jednostavno zatvorena
ako je zatvorena i preslikavanje « je injektivno na [a,b) . Od krivulja na
slici[4} jedino je prva jednostavno zatvorena, ¢etvrta krivulja nije zatvorena
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iako je definirana putem koji je injektivan na [a, b), druga krivulja je zatvo-
rena, ali kao i treca krivulja, ima samopresjek, tj. put koji ih definira nije
injektivan na [a, b).

SP I

Slika 4: Krivulje u ravnini

Kako je krivulja definirana kao neprekidna slika segmenta, mogli bi-
smo ocekivati da svaka krivulja ima duljinu, koja je jednaka nekom pozi-
tivhom realnom broju. No, postoje krivulje koje nemaju to svojstvo, dok
one koje imaju nazivamo rektifikabilnim krivuljama. Promotrimo krivulju na
slici B(d)} Ta je krivulja poznata pod nazivom Kochova pahuljica. Nju mo-
Zemo konstruirati iterativno pocevsi od jednakostrani¢nog trokuta. Svaka
stranica tog trokuta modificira se tako da je podijelimo na tri segmenta jed-
nake duljine, nad srednjim segmentom svake stranice konstruiramo jed-
nakostranican trokut i zatim izbriSemo osnovicu tog trokuta. Postupak po-
navljamo za svaki dobiveni trokut. Kochova krivulja primjer je jednostavno
zatvorene krivulje koja nije rektifikabilna. Naime, nije teSko uociti da kri-

n
vulja nastala nakon 7 iteracija ima duljinu 3 - (%) , a taj niz divergira u o0

AN

Slika 5: Prvi korak u konstrukciji Kochove pahuljice

kadan — oo.

Kad ¢ujemo rije¢ krivulja, vierojatno veéina vizualizira "glatku" krivulju,
iako smo u definiciji zahtijevali samo da funkcija bude neprekidna. No,
ne samo da ne mora postojati derivacija u nekoj tocki, to je lako zamisliti,
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nego postoje i jednostavno zatvorene krivulje definirane funkcijama koje
nisu derivabilne ni u jednoj tocki. Jedna od tih funkcija je Weierstrassova
funkcija, zadana pomocu reda:

f(x):= i a" cos(b" mtx),

n=0

gdjeje 0 < a < 1, a b neparan prirodan broj tako da vrijedi ab > 1 + =t.

M_
o
~ o

Slika 6: Graf Weierstrassove nigdje diferencijabilne funkcije

Jos jedno svojstvo koje bismo prirodno ocekivali je to da je krivulja pod-
skup ravnine ¢ija je povrsina 0, no to ne mora uvijek biti slucaj. Preciznije,
postoje i jednostavno zatvorene krivulje s pozitivnom Lebesgueovom mje-
rom. Krivulje s ovim svojstvom obi¢no se nazivaju Osgoodove krivulje. Na
slici[7] prikazano je nekoliko iteracija u konstrukciji takve krivulje (ovaj pri-
mjer konstruirao je Knopp kao modifikaciju primjera Osgooda i Lebesguea
iz 1903.). Zapoc¢injemo s trokutom iz kojeg odstranimo manji trokut tako
da od pocetnog trokuta nastanu dva nova trokuta, pri ¢emu je omjer po-
vr$ine izbacenog trokuta i povrsine pocetnog trokuta jednak rq. Postupak
ponovimo na trokutima koje smo dobili u prethodnoj iteraciji, odnosno, u
svakom od ta dva trokuta ponovno odstranimo manji trokut povrsine rp
te dobivamo &etiri nova trokuta. Postupak nastavljamo, a niz (r;) mozemo
odabrati tako da dobijemo skup pozitivne Lebesgueove mjere.

Krivulje ¢ija je Lebesgueova mjera veca od 0 bile su poznate i prije rada
Osgooda. Naime, Peano je pokazao 1890. godine da postoji neprekidna
surjekcija s jediniénog segmenta [0, 1] u jedini¢ni kvadrat u R?. Nekoliko
iteracija prikazano je na slici[8} Medutim, za razliku od Osgoodove krivulje,
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(a) Pocetno stanje (b) Prvi korak konstrukcije

ol
ol

(c) Drugi korak konstrukcije (d) Peti korak konstrukcije

Slika 7: Konstrukcija Osgoodove krivulje

Peanova krivulja nije jednostavno zatvorena krivulja. Naime, kada bi bila,
tada bi [0,1] i [0,1] x [0, 1] bili homeomorfni, $to nije to¢no. Homeomorfi-
zam je pojam koji oznacava preslikavanje koje ¢uva topolosku strukturu, a
preciznu definiciju navest éemo u sljedecoj cjelini.

3 Digitalna topologija

Osnovni prostor kojeg ¢emo promatrati u cetvrtoj cjelini je Kartezijev pro-
dukt Z? = Z x Z na kojem ¢emo definirati prikladnu topologku strukturu.
No, prije toga, prisjetimo se osnovnih pojmova topologije.

Promatramo li na R otvoreni interval, (4, b), uo¢imo da taj skup ima svoj-
stvo da koju god tocku uzeli (i tocke jako blizu rubova a i b), postoji manji
otvoreni interval koji sadrZi tu to¢ku, a koji je sadrzan u (a, b). Isto svojstvo
vrijediiza proizvoljnu uniju takvih intervala. Nazovimo sada podskupove
od R koji imaju ovo svojstvo otvorenima. Familija svih otvorenih podsku-
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(a) Pocetno stanje (b) Prvi korak konstruk- (c) Drugi korak konstruk-
cije cije

(d) Peti korak konstruk-
cije

Slika 8: Konstrukcija Peanove krivulje

pova od R sadrzi prazan skup i cijeli R, zatvorena je na proizvoljne unije i
na konacne presjeke. Na taj nacin otvoreni intervali odreduju jednu (stan-
dardnu ili euklidsku) topologiju na R. Familije s ovim svojstvom moZemo
promatrati na proizvoljnom nepraznom skupu.

Definicija 3.1. Neka je X neprazan skup. Familiju 7 podskupova od X
koja zadovoljava uvjete:

(T) ©,XeT,
(T2) unija proizvoljno mnogo elemenata iz 7 je element iz 7T,
(T3) presjek kona¢no mnogo elemenata iz 7 je element iz T,

zovemo topologija (ili topoloska struktura) na X, a (X, T') topoloski prostor. Ele-
mente skupa X nazivamo tocke, a elemente familije 7 otvoreni skupovi.

Na slici |§| prikazani su primjeri topologija na skupu {1,2,3}, odnosno

{1,2,3,4} na nacin da su istaknuti neprazni elementi tih topologija (otvo-
reni skupovi).
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:

(@) X=1{1,2,3}, (b) X ={1,2,3},
T ={92,{1},{2},{1,2}, X} T» ={92,{2},{3},{2,3}, X}

(© X =1{1,2,3}, T3 = P(X) d Y=1{1,234},Ts = {0, {1}, Y}

Slika 9: Primjeri topologija na skupu {1,2,3}, odnosno {1,2,3,4}

Uz pojam otvorenog skupa, usko je vezan i pojam zatvorenog skupa. Za
podskup skupa X kazemo da je zatvoren ako mu je komplement otvoren.
Interior skupa A u X je unija svih otvorenih podskupova od X sadrzanih
u A, odnosno to je najveéi otvoreni skup kojeg A sadrZi te se oznacava s
Int(A). Zatvara¢ skupa A u X je presjek svih zatvorenih podskupova od X
koji sadrze A, odnosno, to je najmanji zatvoreni skup koji sadrzi skup A te
se oznacava s CI(A). Rub skupa A u X definiran je sa 0A = CI(A) N CL(X \
A), amoze se pokazati da je to zapravo skup CI(A) \ Int(A). Za tocku x
prostora X, svaki podskup N od X ¢iji interior sadrZi x¢ nazivamo okolinom
te tocke.

Koriste¢i ovako uvedenu terminologiju, mozemo definirati i pojam ne-
prekidnog preslikavanja medu dvama topoloskim prostorima.

Definicija 3.2. Preslikavanje f : X — Y je neprekidno u tocki xo € X ako
za svaku okolinu V tocke f(xo) postoji okolina U tocke x( takva da vrijedi
fluycv.

Neprekidnost funkcije izmedu dva topoloska prostora cesto je najlakse
provijeriti pomocu karakterizacije koja kaze da je neprekidnost ekvivalentna
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ginjenici da je praslika f~1(V) = {x € X : f(x) € V} svakog otvorenog
skupa V u Y otvoren skup u X.

U primjeru neprekidnosti, kao i u mnogim drugim primjerima, odre-
deno svojstvo koje treba vrijediti za cijelu familiju 7 (odnosno otvorene
skupove) dovoljno je provijeriti samo za odredenu podfamiliju dane topo-
logije. To je podfamilija od 7 koja se naziva baza topologije 7T .

Definicija 3.3. Neka je (X,7") topoloski prostor. Za podfamiliju B C T
kazemo da je baza topologije 7 ako se svaki element iz 7 moZe prikazati
kao unija nekih elemenata iz 5.

Cesto se topologija na nekom skupu X zadaje preko baze. Preciznije, za-
daje se familija B podskupova tog skupa koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(B1) B je pokriva¢ od X, odnosno X je jednak uniji elemenata iz 5,

(B2) akoje xp € AN B zaneke A, B € B, onda postoji C € B takav da je
xo€e CCANB.

Moze se pokazati da je takva familija baza jedinstvene topologije na X, pri
¢emu su otvoreni skupovi to¢no oni podskupovi od X koji se mogu prika-
zati kao unija nekih elemenata iz 5.

Za dva topoloska prostora X i Y jedno od vaznih pitanja je mozemo li
jedan od njih smjestiti u drugi tako da se njihove strukture ne promijene.
Da bismo definirali smjestenje jednog prostora u drugi, za pocetak trebamo
definirati pojam homeomorfizma.

Definicija 3.4. Homeomorfizam je neprekidna bijekcija f : X — Y takva da
je i inverzno preslikavanje f .y 5 X neprekidno.

Prema karakterizaciji neprekidnih funkcija medu topoloskim prostorima,
zaklju¢ujemo daje f homeomorfizam ako i samo ako je bijekcija, f(U) otvo-
ren u Y za svaki otvoreni skup U u X te daje f (V) otvoren u X za svaki
otvoreni skup V u Y. Dakle, homeomorfizam je preslikavanje koje ¢uva
topolosku strukturu te ée dva prostora biti homeomorfna ako su oni, topo-
loski gledano, ,jednaki”. Topoloski prostori opisani slikama i9(b)|su
homeomorfni. Naime, ispitivanjem prethodno navedenog uvijeta, lako se
provjeri da je preslikavanje f definiranos f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) =1
homeomorfizam. S druge strane, ovi prostori nisu homeomorfni prosto-
rima opisanim slikama[9(c)|i[9(d)} Naime, X i Y su kona¢ni skupovi i imaju
razli¢it broj elemenata pa ne postoji bijekcija izmedu tih skupova. Nadalje,
uocimo da su svi jednoc¢lani podskupovi od X otvoreni s obzirom na 73 pa,
kada bi prostor na opisan slikom P(c)|bio homeomorfan prostoru sa slike
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i njihovi originali, koji su jedno¢lani podskupovi od X trebali bi biti
otvoreni s obzirom na 77, medutim, taj uvjet nije ispunjen.

Neka je sada f : X — Y neprekidna injekcija, gdje su X i Y topoloski
prostori. Na f(X) promatramo relativnu topologiju odredenu topologijom
na Y, $to znadi da su otvoreni skupovi oblika U N f(X), gdje je skup U otvo-
ren u Y. Korestrikcija f : X — f(X) je bijekcija, a ukoliko je i homeomor-
fizam, onda kaZemo da je f smjestenje topoloskog prostora X u topoloski
prostor Y te éemo reéi da je prostor X smijesten u prostor Y.

Sada moZemo definirati jednostavno zatvorenu krivulju u proizvoljnom
topologkom prostoru pomocu smjestenja. Neka je S' = {x : |x| = 1} jedi-
ni¢na kruZnica. Akoje f : S! — X smjestenje, tada je slika od f jednostavno
zatvorena krivulja u X ili, drugim rijeima, jednostavno zatvorena krivulja
je homeomorfna slika kruZznice. Koriste¢i ovu terminologiju, Jordanov te-
orem kaZe da kruZnica smjeStena u ravninu dijeli tu ravninu na dva dijela -
unutradnji i vanjski i da je ta kruZznica rub oba dijela. Vrijedi i jaca tvrdnja,
koju je dokazao Schonflies 1906. godine, a koja kaZe da je svako smjeste-
nje kruznice u ravninu moZze prosiriti do homeomorfizma cijele ravnine
i takvo preslikavanje preslikava homeomorfno unutrasnje podrugje odre-
deno kruznicom (4. otvoreni krug x> + y? < 1) na unutragnjost odredenu
tom jednostavno zatvorenom krivuljom te analogno vrijedi za vanjstinu.
Brouwer je 1912. godine dokazao Jordanov teorem u viSim dimenzijama,
dokazavsi da svako smjestenje n-dimenzionalne sfere S" u IR ! dijeli R" !
na dva dijela, a slika sfere s obzirom na to smjestenje je rub svake kompo-
nente. S druge strane, analogon Schonfliesovog teorema ne vrijedi u viSim
dimenzijama.

Nas ¢e unastavku zanimati jedna drugacija varijanta Jordanovog teorema
koju smo spomenuli u uvodu, a koja je vaZna u podrudju digitalne obrade
slika. Zamislimo da smo mobitelom napravili fotografiju nekog krajolika i
odludili je pogledati na ra¢unalu. Ako bismo sliku na ekranu povecavali, u
jednom trenutku uo¢ili bismo da je sastavljena od polja kvadratica. Ti kva-
dratic¢i ¢ine najmanje elemente digitalne slike koji se nazivaju pikseli (eng.
pixel, kratica od rijeci picture element). Svaki od tih kvadrati¢a odreden je
trima brojevima koji odreduju njegovu boju. Stoga, pojednostavljeno, o pri-
kazu digitalne slike moZemo razmisljati kao o pravokutnom polju piksela,
kao sto je prikazano na slici Kako bismo napravili matematicki mo-
del, to polje nadalje shva¢amo kao podskup od Z x Z, a na skupu Z x Z
Zelimo definirati odgovarajucu topologiju.

Na skupu cijelih brojeva Z postoji prirodna topologija koju taj skup nas-
ljeduje kao potprostor od R. To znaci da su otvoreni skupovi oni podsku-
povi od Z koji se mogu dobiti kao presjeci nekog otvorenog skupa u R i
skupa Z. Kako je za svaki m € Z skup {m} jednak presjeku otvorenog in-
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Slika 10: Pravokutno polje piksela

tervala (m —1,m +1) i Z, to znaci da su svijedno¢lani skupovi, a onda i svi
podskupovi od Z, otvoreni. Drugim rije¢ima, takva topologija jednaka je
partitivnom skupu skupa Z. Topologiju definiranu na proizvoljnom skupu
s ovim svojstvom nazivamo diskretnom topologijom. No, nas ¢e u nastavku
zanimati topologija na Z definirana na drugi nacin, kao jedinstvena topo-
logija koju definira baza B = {B, : n € Z}, gdjeje B, = {n —1,n,n+1}
ako je n paran, odnosno B,, = {n} ako je n neparan.

ofooXoXo¥oRo

Slika 11: Digitalni pravac — elementi baze topologije

Digitalna ravnina je topologki prostor (Z2, T), gdjeje T topologija koju na
Kartezijevom produktu 7? = Z x Z inducirabaza B = {B,,,, : m,n € Z},
pri ¢emu su skupovi By, definirani na sljedeéi nacin:

{(m,n)}, ako su m i n neparni,
B {(m+an):a=-1,0,1}, ako je m paran i n neparan,
o {(m,n+b):b=-1,0,1}, ako je m neparan i n paran,
{(m+a,n+b):a,b=-1,0,1}, akosumin parni.

Za svaki (m,n) € 72, element By,n je najmanji element baze koji sadrzi
toc¢ku (m,n). Ovisno o parnosti brojeva m i n, razlikujemo cetiri vrste to-
Caka:

e ako su m i n neparni, to¢ku (m,n) nazivamo otvorenom tockom i ona
predstavlja jednotockovni otvoreni skup u digitalnoj ravnini (oznaca-
vamo s o)
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e akosuimin parni, tocku (m, n) nazivamo zatvorenom tockom te se naj-
manji element baze koji je sadrZi sastoji od devet to¢aka (oznacavamo

s %)

o ako su m i n razli¢ite parnosti, tocke koje oni predstavljaju nazivamo
mjesovitim tockama te se najmanji element baze koji ih sadrZi sastoji od
tri tocke (oznac¢avamo s i —).

Na slici[12]je prikazano kako izgledaju prethodno opisani elementi baze
(oznaceni Zutom bojom).

sin glnzglp atn gipgls
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Slika 12: Elementi baze digitalne ravnine
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Cesto je topologija na nekom skupu inducirana nekom metrikom na tom
skupu, pri ¢emu se otvoreni skupovi, odnosno topologija, definiraju na sli-
¢an nacin kao u slucaju euklidske topologije, a ulogu otvorenih intervala
preuzimaju otvorene kugle. Topoloske prostore s ovim svojstvom nazivamo
metrizabilnima (za definicije ovih pojmova i primjere vidjeti, na primjer, [5]).
Medutim, digitalna ravnina nije metrizabilan prostor. Naime, kada bi bio,
onda bi prostor morao biti i Hausdorffov, odnosno razlic¢ite tocke mogli bi-
smo razdvojiti disjunktnim otvorenim skupovima. Kako u svaki otvoreni
skup unekom prostoru mozemo upisati neki element baze, a za parove ne-
parnih brojeva pripadni elementi baze koji ih sadrZe se sijeku, taj prostor
nije Hausdorffov.

4 Digitalna obrada slika i Jordanov teorem

Potprostor digitalne ravnine koji se sastoji od otvorenih to¢aka nazivamo
vidljivim ekranom i oznacavamo ga s V. U naSem modelu, vidljiv ekran od-
govara skupu piksela koje vidimo u prikazu digitalne slike, to jest, vidljiv
ekran je ono $to zapravo vidimo kada promatramo digitalnu sliku.

Na slici 13| prikazani su skupovi to¢aka u digitalnoj ravnini koji tvore
1 x 113 x 3 polje piksela u vidljivom ekranu. Ta polja okruzena su skupo-
vima od 8 i 24 tocaka, respektivno. Moze se pokazati da vrijedi opéenita
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Slika 13: Polja piksela
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tvrdnja, odnosno da je svako n X n polje otvorenih toc¢aka okruzeno sku-
pom od 8#n tocaka digitalne ravnine. Dakle, ako Zelimo spremiti digitalnu
sliku kvadratnog oblika, veli¢ine 1000 x 1000 piksela, imamo dvije opcije
— moZemo spremiti lokaciju svakog od milijun, na primjer, plavih piksela
ili moZemo spremiti lokaciju tocaka koje okruzuju nasu sliku u digitalnoj
ravnini, a koje indiciraju da su tocke vidljivog ekrana koje taj skup okruzuje
plave. Pohranjujuéi samo informacije o ,,okruzujuéim” skupovima tocaka,
pohranili bismo informacije o cijeloj slici, te na taj nacin, ve¢ za n > 8, sma-
njili prostor potreban za pohranu slike. Sto je 1 veéi, usteda prostora bila
bi sve znacajnija.

Ovaj princip moZe se generalizirati i na opéenitije digitalne slike. Naime,
digitalnu sliku moZemo predstaviti kao familiju klasa tako da se u svakoj
klasi nalazi tocka iste boje. Svaku od tih klasa htjeli bismo reducirati na
skupove toc¢aka koji ih okruzuju te ih ujedno i na jedinstven nacin pred-
stavljaju. U nastavku su opisani rezultati koji daju odgovor na to pitanje.
Osnovni pojam koji ¢éemo definirati je pojam digitalne jednostavno zatvorene
krivulje, ali prije toga, prisjetimo se pojma kvocijentne topologije.

Ako je X topoloski prostor, A neki skup i p : X — A surjekcija, defini-
ramo da je podskup U od A otvoren ako i samo ako je p~!(U) otvoren u X.
Familija takvih podskupova od A ¢ini topologiju na A koja se naziva kvo-
cijentna topologija. Preslikavanje p naziva se kvocijentno preslikavanje. Neka
je sada X* neka particija skupa X, odnosno familija disjunktnih podsku-
pova od X ¢ija je unija jednaka X i p : X — X surjekcija koja svakom
elementu iz X pridruzuje odgovarajuéi element iz X*. Tada preslikavanje
p inducira kvocijentnu topologiju na X*, a prostor X* naziva se kvocijentni
prostor. Intuitivno, takav model oponasa proces lijepljenja, odnosno sazi-
manja odredenih dijelova polaznog prostora.
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Ako, primjerice, promotrimo segment X = [0,1] i definiramo particiju
X* = {{x} : 0 < x <1}UD, gdjeje D = {0,1}, onda u prostoru X*
na D gledamo kao na jednu to¢ku, odnosno zamisljamo da smo identifi-
cirali rubne tocke segmenta [0,1]. Rezultirajuci prostor homeomorfan je
jedini¢noj kruznici S'. Na temelju tog svojstva definiramo pojam digitalne
kruznice.

Podskup {m,m+1,...,n} od Z snabdjeven relativnom topologijom koju
nasljeduje od digitalnog pravca naziva se digitalni interval. Za neparan pri-
rodan broj n > 5, definiramo digitalnu kruZnicu kao topoloski prostor C,,_1
nastao identifikacijom tocaka 1 i n digitalnog intervala I, = {1,2,...,n —
1,n} kao 8to je ilustrirano na slici S te se slike takoder vidi Sto ¢e biti
otvoreni podskupovi u kvocijentnom prostoru. Prema definiciji, digitalna
kruZnica sadrZzi paran broj tocaka.

Slika 14: Digitalne kruznice Cy4 i Cg

Definicija 4.1. Neka je X topoloski prostor. Digitalna jednostavno zatvorena
krivulja u X je potprostor od X koji je homeomorfan digitalnoj kruznici.

Promotrimo skupove na slici [13] odnosno [I5] Uo¢imo da je skup A na
slici [T5]jednostavno zatvorena krivulja, ali B nije. Oznac¢imo, radi jednos-
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tavnosti, tocke koje ¢ine Cy saa, b, ¢, d, odnosno koje ¢ine skup Asaa’,t', ¢, d'.
Ako definiramo preslikavanje f : C4 — A, f(x) = x',x € {a,b,c,d},
uocimo najprije da je to preslikavanje bijekcija. Nadalje, na skupu A pro-
matramo relativnhu topologiju, $to znaci da su otvoreni podskupova od
A skupovi oblika U N A gdje je U otvoren podskup od Z?2. Stoga su ne-
prazni otvoreni podskupovi od A skupovi {a’}, {c'}, {a’,¥',c'}i{d’,c/,d'}
i njihove unije. S druge strane, neprazni otvoreni podskupovi od C4 su
skupovi{a}, {c}, {a,b,c} i{a,c d} injihove unije. Sada se lako provjeri da
vrijedi traZeni uvjet, odnosno daje f homeomorfizam. Sli¢nim postupkom,
takoder se provjeri da su skupovi na slici 13| digitalne jednostavno zatvo-
rene krivulje, pri ¢emu je lijeva krivulja homeomorfna digitalnoj kruznici
Cs, adesna Cpy. S druge strane, skup na slici[I5oznacen slovom B nije digi-
talna jednostavno zatvorena krivulja. Naime, jedina digitalna kruznica ko-
joj bi B mogao biti homeomorfan je Cy4, no izmedu tih skupova ne mozemo
uspostaviti homeomorfizam buducéi da je topologija definirana na skupu B
diskretna pa bi, zaklju¢ujudi kao i u primjeru sa slike 9} onda i topologija
na Cy4 trebala biti disketna.

Napomenimo ovdje da se pojam digitalne kruznice pomoc¢u kvocijentne
topologije mogao definirati i za neparne brojeve, medutim, nije tesko vi-
djeti da tako definirani skup ne bi bio homeomorfan nijednom potprostoru
digitalne ravnine.

Uoc¢imo sada da, iako je skup A sa slike [15|digitalna jednostavno zatvo-
rena krivulja koja dijeli ravninu na dva djjela, taj skup nema jedno drugo
svojstvo koje se trazi u Jordanovom teoremu. Preciznije, kako A sadrzi
otvorene tocke digitalne ravnine, jednoclani skupovi koji sadrze te tocke
ne sijeku niti jedno od dva podrudja na koja skup A dijeli ravninu pa A
nije rub nijednog od ta dva podrucja. Stoga digitalna varijanta Jordanovog
teorema mora biti formulirana na drugaciji nacin.

Teorem 4.1 (Digitalni Jordanov teorem o krivulji). Neka je A digitalna jed-
nostavno zatvorena krivulja u digitalnoj ravnini. Tada A dijeli digitalnu ravninu
na dvije komponente. Nadalje, A je rub svake komponente ako i samo ako je A
zatvoreni podskup digitalne ravnine.

Dokaz ovog teorema (kao i preostalih teorema u ovome poglavlju) moze
se pronadi u [1]], poglavlje 11. Glavna razlika izmedu Jordanovog teorema
i njegove digitalne verzije je ta da je jednostavno zatvorena krivulja u R? (s
euklidskom topologijom) uvijek rub dijelova na koje ona dijeli tu ravninu,
dok u digitalnoj ravnini to nije uvijek slucaj. Preciznije, digitalna krivulja
bit ¢e rub tih komponenti ako i samo ako je dana krivulja zatvoren skup.
Bitno je naglasiti da ¢e jednostavno zatvorena krivulja uvijek biti zatvo-
ren skup u R?. Iz tog razloga u standardnoj verziji Jordanovog teorema
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Slika 15: Skup A je jednostavno zatvorena digitalna krivulja, dok B nije

nije bitno navoditi taj dodatan uvjet, dok je u digitalnoj verziji bitan buduci
da zatvorene krivulje nisu nuzno zatvoreni skupovi. Pomocu sljedeceg te-
orema lako odredujemo hoce li zadana krivulja biti zatvoren podskup di-
gitalne ravnine ili ne.

Teorem 4.2. Neka je A jednostavno zatvorena krivulja u digitalnoj ravnini. Tada
je A zatvoren podskup digitalne ravnine ako i samo ako A ne sadrZi nijednu otvo-
renu tocku.

Na primjer, obje se krivulje prikazane na slici[13|sastoje samo od zatvore-
nih i mjeSovitih to¢aka, $to znaci da su one zatvoreni podskupovi ravnine
u kojoj se nalaze. No, krivulja A na slici [I5]sadrzi dvije otvorene tocke, iz
¢ega zaklju¢ujemo da A nije zatvoren skup.

Sljedece Sto Zelimo pokazati je da podrucja od kojih se sastoji komple-
ment jednostavno zatvorene digitalne krivulje u digitalnoj ravnini razliku-
jemo po tome $to je jedno omedeno, a drugo nije. No, prvo ¢emo definirati
pojam omedenosti u digitalnoj ravnini.
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Definicija 4.2. Skup A u digitalnoj ravnini je omeden ako postoji M € Z.
takav da vrijedi |m| < M i |n| < M za svaki (m,n) € A. U suprotnom
kazemo da je A neomeden.

Drugim rije¢ima, A je omeden u digitalnoj ravnini ako se A nalazi unutar

kvadrata ¢iji je srediste u ishodistu.

Teorem 4.3. Ako je A digitalna jednostavno zatvorena krivulja u digitalnoj rav-
nini, tada ona tu ravninu dijeli na dvije komponente, od kojih je jedna omedena, a
druga neomedena.

Vratimo se sada ponovno na problem pohrane digitalne slike. Pretpos-
tavimo da imamo digitalnu sliku — sliku prikazanu pomoc¢u piksela. Defi-
nirajmo particiju P vidljivog ekrana V u digitalnoj ravnini tako da se svaki
skup particije sastoji od klase piksela iste boje. Kao sto smo naveli prije,
zanima nas je li moguce pohraniti sliku kao familiju skupova koji okruzuju
svaku od tih klasa. Odnosno, pitamo se moZemo li je poistovjetiti s famili-
jom digitalnih krivulja koje odreduju skupove u particiji P.

U klasi¢nom Jordanovom teoremu, jednostavno zatvorena krivulja dije-
lila je ravninu na dvije komponente koji su povezani podskupovi od IR?, od-
nosno oni podskupovi koji se ne mogu prikazati kao unija dvaju nepraznih
disjunktnih otvorenih skupova. Kako je topologija od V je diskretna topo-
logija (prema definiciji digitalne topologije, svaka je otvorena tocka otvoren
skup), jedini povezani podskupovi bit ¢e jednoclani skupovi, stoga je ovdje
potrebno uvesti alternativni pojam povezanosti.

Definicija4.3. (i) Nekaje p = (m, n) tocka vidljivog ekrana. Tocke (m —
2,n),(m+2,n),(mn—2)i(m,n+ 2) su4-okolne tocki p.

(ii) Skup C vidljivog ekrana je 4-povezan ako za svaki par tocaka p,q € C
postoji niz tocaka iz C, p = py,..., pn = g, takav da je toc¢ka p;11 4-
okolna tocki p; zasvakii =1,..,n —1.

Za proizvoljnu tocku vidljivog ekrana, tocke koje su joj 4-okolne su one
tocke koje su u vidljivom ekranu ,susjedne horizontalno ili vertikalno” iz-
abranoj toc¢ki. Na slici [16| prikazan je jedan 4-povezan skup i jedan skup
koji nije 4-povezan. Analogno se definira i 8-okolnost tocke, no to nam za
nasa razmatranja nije potrebno.

Sljedeca definicija opisuje proces kojim sliku vidljivog ekrana prebacu-
jemo u familiju ,,okruzujué¢ih” skupova tocaka u digitalnoj ravnini.

Definicija 4.4. Neka je P particija vidljivog ekrana koja se sastoji od 4-
povezanih skupova od kojih je samo jedan neomeden. Skup digitalne rav-

nine definiran s:
Sp = U d(CI(D))
DeP
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=0=10=0=0.
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Slika 16: Podskupovi vidljivog ekrana (lijevi je 4-povezan, desni nije).

zove se crtez definiran s P.

Dakle, crtez definiran s P je skup Sp dobiven unijom rubova zatvaraca
svakog skupa u particiji P. MozZze se pokazati da je to zapravo unija digital-
nih jednostavno zatvorenih krivulja u Z? \ V, odnosno to su krivulje koje
se nalaze u komplementu vidljivog ekrana s obzirom na digitalnu ravninu.
Iduéi nam teorem govori da se particija P moZe dohvatiti iz crteZa kojeg
ona definira, a to je upravo odgovor na nase prvobitno pitanje o pohrani
digitalne slike.

Teorem 4.4. Neka je P particija vidljivog ekrana odredena 4-povezanim skupo-
vima od kojih je najvise jedan neomeden i neka je Sp crtez odreden s P. Tada je
familija P* = {CNV : C je komponenta od Z* \ Sp} particija vidljivog ekrana
i vrijedi P* = P.

Sada moZemo ukratko rezimirati proces pohranjivanja i dohvacanja di-
gitalne slike:

(i) Za odabranu digitalnu sliku, definiramo particiju vidljivog ekrana
tako da su svi skupovi koji ¢ine particiju 4-povezani i sve tocke odre-
denog skupa te particije imaju istu boju (pri ¢emu razli¢iti skupovi u
particiji mogu imati istu boju).

(if) Kako bismo pohranili sliku, definiramo crtez odreden particijom. Ta-
koder moZemo spremiti i informacije o bojama naglasavajuéi koji je
dio digitalne zatvorene krivulje u crteZu koje boje.

(iify Dohvatimo particiju uzimajuéi presjeke vidljivog ekrana sa svakom
komponentom komplementa crteza u digitalnoj ravnini.

Na slici prikazana je jedna jednostavna slika. Ako bismo je malo

uvedcali, uocili bismo da je ta slika sastavljena od kvadrati¢a, odnosno pik-
sela, kojih je ukupno 214. Na slici[17(c)|slika je prikazana u digitalnoj rav-

nini. Uo¢imo da se pikseli mogu razvrstati u deset klasa, tako da se u sva-
koj klasi nalaze pikseli iste boje (razli¢ite klase mogu imati istu boju) i te su
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(a) Jednostavna slika (b) Jednostavna slika, uvecana verzija

w ] it 2
Y &
: *
x Y S i
L4 X 2 4 i s &
] Ly RO A efbr (1 A
H HAR
A1
3 &
o
* +r -
Lalng L8 3 XTI T %
#] Loy e .I;! i
i 3 e i3
# I ,‘!..l
1 Rt %
LA
(c) Prikaz u digitalnoj ravnini (d) Crtez

Slika 17: Primjer jednostavne slike

Klase piksela 4-povezani skupovi. Na slici [I7(d)] Zutom bojom je prikazan
crtez digitalne slike.

Napomenimo da slika sluzi samo kao ilustracija postupka, poka-
zuje vrlo pojednostavljen primjer te bismo, brojanjem toc¢aka u crtezu, od-
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nosno u vidljivom ekranu vjerojatno uocili da ovim pristupom moZda i ni-
smo bitno ustedjeli prostor. Nadalje, uvecavanjem sloZenijih slika, na pri-
mjer, fotografija krajolika na nasem rac¢unalu, vidjeli bismo da su susjedni
pikseli najc¢esce razlicitih boja, te bi ovakav pristup bio samo sloZeniji i, za-
pravo, ne bi ni imao previse smisla. No, u slikama ¢iji se dijelovi sastoje od
vilo jednostavnih boja, pri ¢emu je velik skup piksela iste boje, kao sto je,
na primjer, slika |18} ta bi uSteda bila znacajna. Digitalna topologija je po-
jam koji je prvi put uveden u radu [6] te podrudje koje se istraZuje i danas, s
primjenama u podrudju digitalne obrade slika i umjetne inteligencije. Ovaj
primjer takoder pokazuje vaznost topoloskih ideja i koncepata u podru-
¢jima za koje moZda ne bismo na prvi pogled pomislili da bi mogli imati
neki utjecaj.

\(/

e

Slika 18: Slika kod koje su velike skupine piksela istih boja (slika je preuzeta
shttps://www.clipartwiki.com/)

Zahvala

Autorice zahvaljuju recenzentu na korisnim sugestijama.
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