SrediSte trokutu upisane kruZnice i Eulerov pravac

Maja Starcevié!

U radu éemo prouciti moZe 1i srediSte trokutu upisane kruznice takoder pripadati
Eulerovom pravcu. Poznato je da u svakom trokutu tom pravcu pripadaju teZiSte,
ortocentar i srediSte trokutu opisane kruZnice. Iznimka su jednakostrani¢ni trokuti u
kojima se sve te tocke podudaraju pa se Eulerov pravac ne definira. Lako je dokazati
da u jednakokra¢nom trokutu, koji nije jednakostrani¢an, sve Cetiri karakteristi¢ne tocke
trokuta pripadaju istom pravcu. Pitamo se postoje li ipak i raznostrani¢ni trokuti s tim
svojstvom. Odgovor na to pitanje je negativan, odnosno vrijedi tvrdnja

Teorem 1. Dan je trokut ABC koji nije jednakostranican. Srediste trokutu ABC
upisane kruZnice pripada Eulerovom pravcu ako i samo ako je trokut jednakokracan.

U nastavku ¢emo dokazati tvrdnju teorema 1 na dva razlicita na¢ina. Pritom oznaca-
vamo teZiSte, ortocentar te srediSta upisane i opisane kruznice trokuta ABC redom s T,
H,UioO.

Prvi dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju teorema pomocu vektorskog racuna. Pretpostavimo
da trokut ABC nije jednakostrani¢an. Nadalje, ozna¢imo a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|.

— — — — —
Izrazimo sada vektore AT, AU i AO pomocu nekolinearnih vektora AB i AC.

Neka je P poloviste stranice AB (slika 1). Imamo

— —_  — 1— 1— 1— 1] — —
AT = AP+ PT = SAB + ;PC = ;AB + 3 (PA +AC)
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Slika 1. Slika 2.

—

Sada zapisujemo vektor AU u zadanoj bazi. Prvo primijetimo da je U sjeciSte
simetrala kutova trokuta ABC (slika 2). Neka je D sjeciSte simetrale kuta kod vrha C
sa stranicom AB te neka je E sjeciSte simetrale kuta kod vrha B sa stranicom AC.
Kako simetrala kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru duljina stranica trokuta
koje zatvaraju taj kut, imamo
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— b — —
D = AB, E =
a+b a-+c

C —_—

AC

>

— — — —
Neka su x,y € R takvi da je DU =xDC i EU = yEB . Tada vrijedi
—_ —_ — bh — — b — —_—  —
AU =AD+ DU = ——AB +xDC = ——AB+ x(DA + AC)
a+b a+b

— h — —
AB +x (— bAB +AC) =

b — —
- (1= X)AB + xAC.

a+b a+ a+

Zapisimo vektor A—L} na jos jedan nacin:
— — — c — — c — — —
AU =AE+EU = ——AC+yEB= ——AC + y(EA+ AB)
a+c a+c

c — c — — — c —
= AC+y<—AC+AB> =yAB+ ——(1 — y)AC.
a+c a+c a+c
Zbog jedinstvenosti zapisa u toj bazi vrijedi
b c
1 — = =
Tl mY=y x= o

Iz ovog sustava dobivamo

Prema tome,

— b — c —

AU = ——AB + ——A
a+b+c a+b+c

—
Sada éemo odrediti zapis vektora AO

—
pomocu skalarnog produkta. Neka je AO = 0

— —
0 AB + BAC, za neke o, € R. Primijetimo 4 P B

. - . - . . . .
da su vektori AP i PO okomiti (slika 3). Slika 3.
Prema tome imamo

—

— — — — 1 — — — 1 —
0P0~AP(PA+AO)~AP<§AB+06AB+[3AC>'§AB.
Dobivamo
5 —  — 12
Cat (AB - AC)B = 3¢, (1)

Analogno, neka je R poloviste stranice AC.
Tada vrijedi

— — — — — 1 — — — 1 —
0= RO - AR = (RA + AO) - AR = <§AC + aAB +BAC> . EAC'
Iz ove jednakosti dobivamo

—  — 1
(AB - AC)o + b = Ebz. (2)
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Iz (1) i (2) vidimo da su pripadni skalari ¢ i B jednaki

1, —AB-AC b2 — AB - AC

o= =b’

1,
, B==c .
— — 2 — —
b*c?> — (AB - AC)? b*c? — (AB - AC)?
— —
Ozna¢imo o = JCAB. Tada je AB - AC = bccos . Iz kosinusovog poucka imamo
a* = b?> + ¢* — 2bccos o pa je konacno
2.2 _ 2
Ab.acte-a
Sada moZemo pisati i
B b*(c? — b +a?)
T AR — (P + 2 —a?)?

A —c*+ad®)
422 — (b* + 2 — a?)?’

B =

Primijetimo takoder da su o i B uvijek dobro definirani jer je b*c? — (zﬁ LAC)? =0
ako i samo ako je cos @ = +1, a te jednadZbe nemaju rjeSenje u intervalu (0, 1) .

Nadalje, moZemo izraCunati
2b—a—c —>+ 2c—a—b —
3(a+b+c) 3(a+b+c)

— — —
TU = AU — AT =

Tada je TU = 0 ako i samo ako je2b—a—c=01 2c—a—b =0, odnosno
ako i samo ako je @ = b = c¢. S obzirom da smo pretpostavili da trokut ABC nije

— —
jednakostrani¢an, zakljuujemo TU # 0 . Prema tome, to¢ke 7, U i O su kolinearne

— — — — —
ako i samo ako postoji A € R takav da je TO = ATU, odnosno AO — AT = ATU .
Iz prethodne jednakosti dobivamo da nuZan i dovoljan uvjet za kolinearnost tocaka T,
Ui O glasi
Ba—-1)2c—a—-b)=0BB-1)2b—a-c),

odnosno
(2¢ —a — b)[3b*(¢* — b* + a*) — 4b*c* + (b* + & — a°)?
= (2b—a—c)3BA(b* — * +dP) — 4b*c* + (b + * — a*)?).
Ovaj uvjet je ekvivalentan s
0=3(b—)[(b* +  — d®)? — 4b*c?] — a3 (b* — P + d?) — 3b*(c* — b* + a°)]
+ (b —)3c*(b* — ¢* + a*) + 3b*(* — b* + a)]
+ 363 (b* — * + d*) — 3b*c(c® — b + d?)
=3(b—o)[(b* + * — d*)* —4b*c*) — 3a(b — ¢)[(b + ¢)(b* + ¢*) — d*(b + ¢)]
+3(b —¢)(—=b* — ¢* + a®b* + a*c* + 2b°c?) + 3be(b — ¢)(—a* + b* + ¢* + 2bc)
=3(b —c)(a* — &®b* — dP* + 2b** — ab® — abc? — ab’c — ac® + a’b
+d’c — d®be+ bc + be?)
=3(b —¢)[d*(a* — *) — b*(a* — *) — b*c(a — ¢) + ac(a* — *) — b (a — ¢)
—b*(a—c)+a*b(a— )]
=3(b—c)(a—c)(d@ — b + 2d*c + ac® — be* — ab* + a’b — 2b%c)
=3(b—c)(a—c)(a—b)(a*+ab+b*) + ab(a — b) + 2¢(a — b)(a + b) + ¢*(a — b)]
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=3(b—c)(a—c)(a — b)(a® + b* + ¢* + 2ab + 2ac + 2bc)
=30b-c)a—c)(a—b)a+b+c)
Dakle, vidimo da sutocke 7', U i O kolinearne ako i samo ako je (b—c)(a—c)(a—b) = 0.
Ta jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b ili b = ¢ ili a = ¢. Drugim rijeCima,
sve cCetiri karakteristicne tocke trokuta pripadaju istom pravcu ako i samo ako je trokut
jednakokracan. Dakle, ne postoji raznostranican trokut koji ima to svojstvo. [J

Pogledajmo i jedan alternativni dokaz te tvrdnje. Ovaj put ¢emo umjesto teZiSta
koristiti ortocentar, odnosno ¢injenicu da i on pripada Eulerovom pravcu.

Drugi dokaz. Pretpostavimo da trokut ABC nije jednakokracan. Promotrimo za
pocetak slucaj kad je trokut ABC tupokutan (slika 4). Neka je npr. <BAC > 90°. Bez
smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je SABC > JBCA. Tada vrijedi

JOAB = JABO = JABC + <CBO > 4¥BCA + JOCB = JACO = JOAC.
Neka je N noZiste visine iz vrha A na stranicu BC. Tada je
JIBAN =90° — JABN < 90° — SNCA = JCAN.
ZakljuCujemo da se simetrala kuta JBAC, odnosno polupravac AU, nalazi izmedu
polupravaca AN i AO, odnosno pripada kutu SNAO. Toc¢ka U se nalazi unutar trokuta

ABC, a H se nalazi na pravcu AN, ali ne pripada polupravcu AN. Stoga tocka U ne
pripada pravcu HO, odnosno Eulerovom pravcu.

H A

Slika 4. Slika 5.

Posve analogno provodimo dokaz i u slu¢aju da je trokut ABC pravokutan (s pravim
kutom JBAC).

Neka je sada trokut ABC Siljastokutan (slika 5). Pretpostavimo da U pripada
Eulerovom pravcu. S Q oznaCimo poloviste stranice BC, s V noziste okomice iz
A na BC, a sa Z sjeciSte simetrale kuta <{BAC s istom stranicom. DokaZimo prvo
da polupravac AU lezi izmedu polupravaca AH i AO. Pretpostavimo, bez smanjenja
opéenitosti, da je JABC > JACB. Tada je

JIBAV =90° — JABV < 90° — <VCA = JCAV.
S druge strane, vrijedi
|BZ| _ |AB]
icz|  jAc| T
Prema tome je |BZ| < |BQ|. Dakle, polupravac AU nalazi se izmedu polupravaca AH

i AQ. Kako O pripada trokutu ABC i nalazi se na okomici iz Q na BC, polupravac
AU lezi i izmedu polupravaca AH i AO.
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Nadalje, neka je k kruZnica opisana trokutu ABC sa srediStem u to¢ki O. Tada su
kutovi SABC i SAOC obodni i sredi¥nji kut nad istom tetivom te kruZnice pa vrijedi

JAOC = 2<4ABC. Neka je zatim L poloviste stranice AC. Trokuti AOL i COL su
sukladni pa je JAOL = JABC. Iz pravokutnih trokuta ABV i AOL dobivamo da je
JBAV = JOAL. Kako je AU simetrala kuta BAC, i polupravac AU se nalazi izmedu
polupravaca AH i AO, zakljucujemo da je SHAU = SOAU. Dakle, AU je simetrala

kuta HAO i to¢ka U pripada duZini HO pa je
AH| _ |HU|
|Ao] — Juol’
Vidimo da prethodna jednakost ne ovisi o izboru vrha trokuta ABC pa vrijedi i
|AH| _ |BH| |CH| |UH| _
40| ~ 1Bo| ~ |co| ~ Juo] ~ "
Sada ¢emo dokazati da ove jednakosti povlace da tocke A, B, C i U pripadaju istoj
kruZnici.

Odaberimo koordinatni sustav tako da je tocka O u ishodiStu koordinatnog sustava,
dok je tocka H na osi x, s koordinatama (d,0). Neka je M = (xo,yo) proizvoljna
tocka sa svojstvom da je

[MH| _
Mol
Pretpostavimo prvo da je m # 1. Tada vrijedi

\/(xrd)“ry%:m X0+ Y5,

(3)

odnosno
X4y =— 2d X0 + @
0N T T T e

Neka je S neka tocka na osi x, s koordinatama (s,0). Odredimo kvadrat udaljenosti
tocaka S 1 M:

d d?
ISM|? = (x0 — $)* +¥3 = —2x0 (mz— { +s) +52 + R
Odaberemo li s = ————, dobivamo
m? —1
d2 d2 2
ISMP = 5> + ”

m—1 (m? —1)%"

Dakle, za tako odabranu tocku S sve tocke koje zadovoljavaju (3) leZe na kruZnici sa
dm

Im* — 11"

Prema tome, dokazali smo da A, B, C i U pripadaju istoj kruZnici, a to je naravno

nemoguce jer tocke A, B i C pripadaju kruZnici k, dok se U nalazi unutar trokuta
ABC.

U sludaju m = 1, tocke A, B, C i U pripadaju simetrali duZine HO, i opet dolazimo
do kontradikcije. o

srediStem u to¢ki S i radijusom r =
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