Nizovi i kamatni racun

Zeljko Zimo!, Marijana Cutuk?

Sazetak

U nastavnoj praksi bilo da se radi o srednjoj ekonomskoj Skoli ili studiju
ekonomskog smjera, pojmovi kamatnog racuna, kao temeljni pojmovi tog racuna,
odnosno odgovarajuée formule, prezentiraju se tako §to se sluZzimo definicijama i
alatima financijske matematike. Ovim ¢lankom Zelimo pokazati kako se uz pomoc vise
matematickih pojmova, pojma niza, moze do¢i do temeljnih formula za izrac¢un konacne
vrijednosti, kod jednostavnog, odnosno slozenog kamatnog racuna, na koju naraste
glavnica Cy orocena na n godina uz dekurzivnu kamatnu stopu p. Dosli smo da formule

np
¢ =G (1+ 15
sloZeni kamatni racun.

) za jednostavni kamatni racun, odnosno C, = Co(l + %) za

Pojam niza

Pojam niza blizak je pojmu prebrojavanja. Rije¢ “nizati” iz koje se izvodi i rije¢
niz sinonim je za “brojati po redu”. U obi¢nom jeziku pod nizom podrazumijevamo
poredanu skupinu bilo kakvih (obi¢no svojstvima sli¢nih) objekata, poput niza bisera,
niza kuca, niza suncanih dana. Kuce su oznacene i poredane svojim brojevima, a svaki
dan ima svoj nadnevak. Dakle, radi se o nekom pridruZivanju prirodnih brojeva i njima
odgovarajucih objekata.

Definicija 1. Niz je funkcija a : N — R. Umjesto a(n) obi¢no kraée piSemo a, za
n € N. Cijeli niz oznacavamo s (ay).
a; —prvi ¢lan niza
ap —drugi ¢lan niza

a, — n-ti (opéi) ¢lan niza

Obicno se zapisuje: aj,az,...,an, ...
Podsje¢amo na dva poznata i vaZna niza: aritmeticki i geometrijski.
Definicija 2. Za niz (a,) kaZzemo da je aritmeticki, ako je razlika ¢lana i ¢lana ispred
njega stalna i iznosi d:
an —ap—1 =d, n=>2. (D
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza.

! Visi je predavac, profesor matematike na Veleu¢ilistu “Marko Maruli¢* u Kninu.
2 Studentica je kninskog Veleu¢ilista na Odjelu Trgovinskog poslovanja s poduzetni§tvom.
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Formula za op¢i ¢lan aritmetickog niza lagano se odreduje iz (1):
aip,
a=a, +d,
aa=a+d=a +2d,

Uocavamo da prvom ¢lanu niza moramo dodati (n — 1) razlika d da bismo dobili n-ti
ili op¢i ¢lan niza.
Dakle, aritmeticki niz s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima opéi ¢lan
an=a;+ (n—1)d. (2)
Definicija 3. Za niz (a,) kaZemo da je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i

¢lana ispred njega stalan:
an

—q, n>2. (3)

an—1
Broj g naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Formula za op¢i ¢lan geometrijskog niza odreduje se iz (3):

ai,
a =da - g,

a3:a2.q:a1.q.q:al.q2,

Prema tome, op¢i je ¢lan a, geometrijskog niza umnoZak prvog ¢lana a; i kvocijenta
q potenciranog s n — 1.

Dakle, geometrijski niz kome je prvi ¢lan a;, a kvocijent g, ima opéi ¢lan

ap=a-q" . (€))
Osnovni pojmovi kamatnog racuna

Ulaganje novca za odredeno vremensko razdoblje u banku (Stednja) odnosno za
koriStenje novc€anih sredstava iz banke za odredeno vremensko razdoblje (podizanje
zajma, kredita) predstavlja jedan vaZan i ¢est poslovni odnos koji je reguliran ugovorom
ili zakonom.

Pod pojmom kamata podrazumijeva se naknada koju duZnik plada za posudenu
glavnicu. Kamate se uvijek obracunavaju za neki osnovni vremenski interval koji
nazivamo razdoblje ukamacivanja ili razdoblje kapitalizacije (najce$ée jedna godina).

Pod pojmom kamatna stopa podrazumijeva se iznos koji se pla¢a za 100 nov€anih
jedinica za neki osnovni vremenski interval. Kamate moZemo obracunavati na dva
osnovna nacina:

a) dekurzivna kraju obracunskog razdoblja u odnosu na glavnicu s pocetka tog
razdoblja;

b) anticipativna pocetku obracunskog razdoblja u odnosu na vrijednost glavnice s
kraja tog razdoblja.
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Isto tako, kamate se mogu obracunavati jednostavnim i sloZenim modelom.

U ovom radu orijentirati ¢emo se na dekurzivni obracun kamata, koji je i ¢esce u
upotrebi.

Sada definiramo osnovni problem:

Bez obzira na vrstu i model obracuna kamata, problem glasi: Izracunati konacnu
vrijednost C, na koju naraste glavnica Cy, za n godina i uz godisnju kamatnu stopu
p.

Shema i matematicki zapis osnovnog problema imaju izgled:

¢ ¢ G C C

n-1 n

1 2 n-1 n

C,=Co+1 (I ukupne kamate). (5)
Jednostavni obrac¢un kamata i aritmeticki niz

Kod jednostavnog obracuna kamata, kamate se u svakom razdoblju racunaju na
pocetnu vrijednost glavnice.

U jednostavnom kamatnom rac¢unu upotrebljavaju se oznake za sljedece veli¢ine:
Cop — glavnica
p —dekurzivna kamatna stopa
n —broj razdoblja (godina)
C, —konacna vrijednost glavnice
I —jednostavne kamate (dekurzivni obra¢un kamata).

Co-p

100 °

Jednostavne kamate za n godina vede su n puta od kamata za jednu godinu, pa
ukupne jednostavne kamate za n godina iznose
Copn

= ) 6

100 ©)

Kako je obradun kamata godiSnji, jednostavan i dekurzivan, konac¢na je vrijednost
glavnice na kraju:

Imamo razmjer za jednu godinu I : Cy = p : 100, iz kojeg slijedi I =

) Cop D
dine: €y = Co+ 122 = Cy (1+ L),
prve godine: C; o+ 100 ol\l+ 100
. Cop )4 Cop 2p
d dine: C, = C —:C(l —) S0P _ e (14 22,
ruge godine 2 1+ 100 0 + 100 + 100 0 + 100

itd., na kraju opcenito n-te godine C, = Cy (1 + %) .
Naznacene konacne vrijednosti glavnice na kraju svake godine Cine zapravo ovaj
aritmetic¢ki niz: Cy, Cy, Co,...,C,.

C
U tom je nizu prvi ¢lan a; = Cy, razlika d = %, broj ¢lanova je n+ 1, a potrebno
je odrediti konac¢nu vrijednost glavnice na kraju n-te godine, tj. C,, koja oznacava op¢i
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¢lan a,.;. Na temelju (2) imamo

Cop

C,=apy :C0+(n+171)
100
(7

anco(1+%>.

Primjer 1. Izracunati konacnu vrijednost na koju naraste glavnica od 1000 kn,
ako je oroCena na 5 godina uz godisnju kamatnu stopu od 3%. Obracun kamata je
Jjednostavan i dekurzivan.

RjeSenje. 1z (7) uz Cy = 1000, n =5, p = 3% imamo
5-3
Cs =1000 {1+ —
> ( + 100)
Cs = 1150 kn.

Lako se provjeri da pomocu formule (7) dobivamo odgovarajuéi aritmeticki niz: 1000,
1030, 1060, 1090, 1120, 1150.

Ukupne kamate su I = 150 kn.
SloZeni obracun kamata i geometrijski niz

Za razliku od jednostavnog, kod sloZenog obracuna kamata, kamate se u svakom
sljedecem razdoblju racunaju na prethodnu vrijednost uvecanu za kamate.

Imamo oznake za ovu vrstu obra¢una kamata:
Cy —pocetna vrijednost glavnice
n —broj godina trajanja kapitalizacije
p —dekurzivna kamatna stopa
C, —konacna vrijednost glavnice
I —slozene kamate (dekurzivni obracun kamata).

Kako je obracun kamata sloZen, godisnji i dekurzivan, konacna je vrijednost glavnice na
kraju:

. Cop p
dine: =Ch+ — = (1 + —)
prve godine: C; = Cy 100 Co 100

: Cip p P \?
d dine: G, =Ci+—==C(14+—=)=0C(1+—) ,
ruge godine: G, 1+100 1( +100) o( + )

itd., na kraju opcenito n-te godine C, = Co(l + %) )

Naznacene konacne vrijednosti glavnice na kraju svake godine Cine zapravo ovaj
geometrijski niz: Cy, Ci, Cs,...,C,.
N

100°
potrebno je odrediti konacnu vrijednost glavnice na kraju n-te godine, tj. C,, koja
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U tom je nizu prvi ¢lan a; = Cy, kvocijent g = 1 + broj ¢lanova je n+ 1, a



oznacava op€i ¢lan niza a,;;. Na temelju (4) imamo:

p n+l1—1
Co =iy = o1+ =5
100 ®
_ Py
Cr = Co(l + 100) :

Oznaéimo r = 1 + L kojeg zovemo dekurzivni kamatni faktor, gdje (8) moZemo

. 100°
p1sati
C,=Cy 1.
Ukupne kamate za sloZeni obrac¢un kamata dobivamo iz (5). Dakle, imamo
I =C,— (. 9)

Primjer 2. Izracunati konacnu vrijednost na koju naraste glavnica od 1000 kn, ako
je orocena 5 godina uz godisnju kamatnu stopu od 3%. Obracun kamata je sloZen i
dekurzivan.

Rjesenje. 1z (8) uz Cop = 1000, n =5, p = 3% imamo

3\°
Cs = 1000 (1 + ﬁ)

Cs = 1000 - 1.03°
Cs = 1159.27 kn.

Lako se provjeri da pomocu formule (8) dobijemo odgovarajuci geometrijski niz: 1000,
1030, 1060.90, 1092.73, 1125.51, 1159.27.

Ukupne kamate iz (9) iznose I = 159.27 kn.

Zakljucak

U ovom radu, pojmove jednostavni i sloZeni kamatni ra¢un, odnosno temeljne formule
za izracun konacnih vrijednosti, povezali smo i obradili pomoc¢u aritmeti¢kog odnosno
geometrijskog niza. Dakle, cilj nam je bio da ekonomske pojmove obradimo vise preko
matematickih alata i to na elegantan, ali u¢inkovit i nestandardan nacin.
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