Carlsonove' nejednakosti

Sefket Arslanagic?

Svedski matemati¢ar F. D. Carlson je 1934. godine dokazao sljedecu nejednakost iz
matematicke analize:

Neka je ay,ay, ... niz nenegativnih realnih brojeva koji nisu svi jednaki nuli i neka

je Y K*ai < +o0; (k €A). Tada je
k=1
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(Z ak> < (Z a§> (Z k%ﬁ) : (1)
k=1 k=1 k=1
gdje je m* najbolja moguca konstanta.
Gornja nejednakost ima sljedeci integralni analogon:

Neka je f nenegativna realna funkcija na [0,+00), koja nije identicki jedmaka 0,
takva da su f?(x) i X*f2(x) integrabilne funkcije na istom intervalu. Tada je

o0 4 o0 o0
f(x)dx | < n? f2(x)dx Kf(x)dx |, (2)
0/ 0/ 0/

gdje je m* najbolja moguca konstanta.
Nejednakosti (1) 1 (2) nazivaju se Carlsonove nejednakosti.

Umjesto integralnih nejednakosti postoje i one koje se odnose na nizove, konacne
i beskonac¢ne. Iako ovo spada u viSu matematiku koja se izucava na prirodoslovnim i
tehnickim fakultetima, za dokaz ovih nejednakosti koristi se elementarna matematika.

Ovdje ¢emo dokazati Carlsonovu nejednakost za konaCan niz aj,az,...,a,
nenegativnih realnih brojeva koji nisu svi jednaki nuli na jedan zanimljiv nacin
koji se razlikuje od onoga koga je koristio Carlson. Dakle, dokazat ¢emo sljedecu
nejednakost:

(a+ar+...+a) <m(@+a5+...+a)(a] +2*d3+ ... +n*d®), (3)
gdje su ay,ay,...,a, nenegativni realni brojevi koji nisu svi jednaki nuli.

Ova nejednakost se u literaturi ¢esto naziva druga Carlsonova nejednakost.

Prije njenog dokaza formulirat ¢emo i dokazati i prvu Carlsonovu nejednakost koja

glasi:
2

T
(a1+a2+...+an)4<F(a%+22a%+...+n2aﬁ), (4)
gdje su ay,ay,...,a, nenegativni realni brojevi koji nisu svi jednaki nuli.
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Dokaz. Za dokaz ove nejednakosti koristit ¢emo nejednakost Schwarz-Cauchy-
Bunyakowskog:

1 1\2
(a1+a2+...+an)4:(a1+2'a2~—+...+n'an'—>
2 " )

1 1
< (1—|———|—...+E)(a%—l—Zza%—i—...—i—nzai).

22
Poznato je da vrijedi jednakost

te odavde
"1
> Z <& (6)
k=1
Sada iz (5) i (6) dobivamo prvu Carlsonovu nejednakost (4).
Da bi dokazali nejednakost (3), formulirat éemo i dokazati jednu lemu.

Lema. Vrijedi nejednakost
X X X T

—_—t 4.+ — 7
1—i—xz+22—l—x2Jr +n2+x2<2’ D

gdje je x > 0.

Dokaz. Koristit éemo analiticku geometriju.
Na osi Ox uzimamo tocku A(x,0), (x > 0), a
na osi Oy tocke Bi(0,k); k=0,1,.... Proma-
trajmo ABy_1AB; 1 neka je ¢ = JBy_1AB,
gdje k = 1,2,.... IzraCunat ¢emo povrSinu
ABy;_1AB; na dva nacina:

1
PAB, AB, = o

1 .
Pap, a8, = §|Bk71A| - |ABy| - sin ¢,

a odavde
1 1
Ex = §|Bk_1A| . |ABk| . sin (/)k7

tj.

x=/(k— 12+ VK +x2-sin .

Sada je
X X

> .
V=12 42 ViZ+ 22~ Bty
Poznato je da vrijedi nejednakost

(8)

sin @ =

. n
o >sing gie (0.7 )
te iz (8) i (9) imamo
X
Fre <%
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tj.

X X X
e~ prasPeoa g
odnosno zbog
(P1+(P2+...+(Pn<g
X X X T
Pie Zye ot setet o<y 0

Prijedimo sada na dokaz druge Carlsonove nejednakosti, (3).

Dokaz. Neka je x proizvoljan pozitivan broj. Opet ¢emo koristiti nejednakost
Schwarz-Cauchy-Bunyakowskog s tim §to éemo svako ai, (k =1,2,...,n) predstaviti

u obliku
/ 1 1
X+ —ap  ——.
X k2
A\ X+ —
X

X X X )

Sada dobivamo
(a1 +a2—|—...—|—an)2 < (

Ei2 2t T age

1
. (x(a%Jra%Jr...Jraﬁ) + ;(a%+22a%+...+n2ai)>,
a odavde zbog nejednakosti (7):

T 1
(a1 +ar+...+a,)? < E(x(a%qLa%qL. . .+aﬁ)+)—c(a%+22a%+. . .+n2a%)>. (10)

Izaberimo sada x tako da vrijedi
1
@+ di+ ... +d)= )—C(a%+22a%+...+n2aﬁ).
Tada iz (10) dobivamo sljedeée dvije nejednakosti:

w2
(a+ar+...+a,)? < E(;(a?—i—Zza%—i—...—i—nzaﬁ)),

T
(a1 +ar+...+a,)? < E(Zx(aqua%Jr...Jraﬁ)).

Nakon mnoZenja ove dvije, dobivamo
w2
(a1 +ar+...+a,) < T 2(d} F a3+ ...+ ad) (a4 2%+ ..+ nPdd),
odnosno
(a1 +ar+...+a) <m* @+ +...+a)(a@ +2°d+ ... +n*dd),
a ovo je (3), druga Carlsonova nejednakost.
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