Trilinearne koordinate to¢aka u ravnini

Maja Starcevié!

U radu ¢emo se upoznati s trilinearnim koordinatama, ne$to manje standardnim
zapisom koordinata tocaka u ravnini. Za razliku od zapisa tocke u klasi¢nim pravokutnim
koordinatama, za ovakav zapis su nam potrebne tri koordinate i prikaz uz to nije
jedinstven. Zapis to¢aka u trilinearnim koordinatama koristan je npr. kod dokaza
konkurentnosti pravaca (za pravce kazemo da su konkurentni ako prolaze kroz istu
tocku).

Neka su zadane tri nekolinearne to¢ke A, B i C te neka je T tocka u ravnini trokuta
ABC. Trilinearne koordinate tocke 7 u odnosu na pravce BC, CA, AB uredena su
trojka realnih brojeva koja pokazuje omjere udaljenosti tocke 7 do spomenutih pravaca.
Preciznije, ako su trilinearne koordinate to¢ke 7 jednake x : y : z, onda je omjer
udaljenosti to¢ke 7 redom do pravaca BC, CA i AB jednak |x| : |y| : |z]. Ako je
neka od koordinata jednaka nula tocka se nalazi na pripadnom pravcu. Pri odredivanju
koordinata bitno je postaviti i predznak svake koordinate. Konkretno, sve koordinate
tocke T su pozitivne ako je tocka unutar trokuta ABC. Ako tocka prijede na drugu
stranu nekog od zadanih pravaca, onda joj pripadna koordinata promijeni predznak.
Dakle, koordinate su orijentirane u odnosu na pravce. Pregled predznaka koordinata
moze se vidjeti na slici 1. Primijetimo, |x|, |y| i |z| mogu, ali i ne moraju biti
to¢ne udaljenosti do zadanih pravaca. Kako je kod trilinearnih koordinata bitan samo
medusobni omjer koordinata, i koordinate oblika kx : ky : kz, gdje je k > 0O, takoder
su trilinearne koordinate zadane tocke 7. Ponekad je korisnije zapisati omjere u obliku
koji ne odgovara to¢nim udaljenostima.

Slika 1.

OpiSimo sad postupak odredivanja polozaja tocke na temelju zadanih trilinearnih
koordinata. Pritom ¢emo odrediti koje su od trojki koordinata uopée moguée s obzirom
na prethodnu definiciju. Npr. ocito je sa slike 1 da ne postoji tocka kojoj su sve
koordinate negativne. Takoder, o€ito je da su vrhovi trokuta ABC jedine tocke kojima
su dvije koordinate jednake nula, s tim da im preostala koordinata moZe biti proizvoljan
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pozitivan broj. Lako je i uociti da ne postoji tocka kojoj su sve koordinate jednake nula.
Nadalje, to¢ke na pravcima BC, CA i AB, koje nisu jednake vrhovima trokuta ABC,
imaju jednu koordinatu jednaku nuli, dok su ostale istog predznaka (pozitivne) samo za
tocke koje se nalaze na stranicama trokuta ABC. Dobiveni rezultati kod konstrukcija
toc¢ke sa zadanim trilinearnim koordinatama omogucit ¢e nam da definiciju trilinearnih
koordinata ipak proSirimo i na neke naizgled nemoguce slucajeve. Pri konstrukciji tocke
sa zadanim koordinatama razlikovat ¢emo nekoliko slucajeva:

1. Sve koordinate su pozitivne;

2. Sve koordinate su razlicite od nule, a to¢no dvije od njih su istog predznaka;
3. Jedna koordinata je jednaka nuli, a ostale su pozitivnog predznaka;

4. Jedna koordinata je nula, a ostale su suprotnog predznaka.

Ako je zadana tocka T s koordinatama x : y : z u odnosu na trokut ABC, konstrukciju
to¢ke T u svim sluéajevima éemo provesti tako da konstruiramo trokut A’B’C’ i to¢ku
T’ tako da je trokut A’B’C’ slian trokutu ABC te da su trilinearne koordinate tocke T”
u odnosu na trokut A’B’C’ takoder x :y: z, s tim da su |x|, |y| i |z| prave udaljenosti
tocke T’ do pravaca B'C’, C'A’ i A’/B’ redom. Tocka T tada ima analogan poloZaj
u odnosu na trokut ABC kao i to€ka 7’ u odnosu na trokut A’B'C’ te ju je stoga
sasvim jednostavno konstruirati. U nastavku ¢emo oznacavati kutove trokuta ABC s
JBAC =0a, SCBA= 1 JACB=1.

Konstrukciju toc¢ke u navedenim slu¢ajevima provodimo na sljedeci nacin:

1. Neka je zadana tocka T s koordinatama x : y : z, pri ¢emu je x, y, z > 0.
Uzmimo za pocetak bilo koju to¢ku 7’. Konstruiramo bilo koju duZinu T’N; za koju je
|T’N| = x. Zatim konstruiramo to¢ke N, i N3 tako da je |T'N2| =y i |[T'N3| =z te
je IN1T'N, = 180° — y i gN3T'N; = 180° — B (slika 2). U to¢kama N;, i = 1,2,3
povucemo okomice o; redom na duZine 7’N;. U presjeku okomica dobivamo tocke
koje tvore trokut A’B'C’ koji je sli¢an trokutu ABC. Preciznije, imamo A’ = 0, N o3,
B =01 Nos, C' =0y No,. Primjedujemo da je konstrukcija trokuta A’B’C’ uvijek
moguca, za sve x, y, z > 0.
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Slika 2.

2. U ovom slucaju su dvije koordinate tocke T istog, a preostala suprotnog
predznaka. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je x > 0, dok su y, z < 0.
Sad opet kreCemo od bilo koje tocke 7’ i konstruiramo bilo koju duzinu 7’N; takvu
da je |T’N;| = x. Zatim konstruiramo tocke N, i N3 takve da je JN,T'N; =y i
INIT'N3 = B te je |T'Na| = |y| i |T'N3| = |7] (slika 3).
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Slika 3.

Povugemo okomice na duzine T'N;, u tockama N;, i = 1,2,3 te ih oznac¢imo s o;.
Kao i u prvom sluéaju konstruiramo tocke A’, B’, C’. Medutim, tada primjeéujemo da
ovisno o zadanim veli¢inama koordinata ta konstrukcija ponekad i nije moguc¢a. Moguce
je naime dobiti situaciju u kojoj se okomice o;, i = 1, 2,3 sijeku u istoj tocki, odnosno
ne tvore trokut A’B'C’. S druge strane, mogudée je dobiti trokut A’B’C’ za koji tocka
T’ zapravo ima koordinate —x : —y : —z (slika 4). Drugim rije¢ima, dobivamo toc¢ku
sa zadanim omjerima udaljenosti, ali s orijentacijama koje su suprotne zadanima. Time
dolazimo do zakljucka da ako postoji tocka sa zadanim koordinatama x : y : z, onda ne
postoji tocka s koordinatama —x : —y : —z i obratno.
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Slika 4.

Pogledajmo jo§ kad je moguce izvesti konstrukciju tocke s koordinatama x :y : z
takvima da je x > 0, y, z < 0, odnosno izratunajmo pripadni uvjet na duljine
koordinata. Kroz T’ povucimo pravac p; paralelan oy (slika 3). Neka je p; No3 = B”
i pyNo; =C". Kutovi u trokutu A’B”C"” uz vrhove A’, B” i C” su redom jednaki
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o, B i y. Tada lako vidimo da je

T'N. T'N
|B//C//| _ |BHTI|+ |T/C//| _ | i 3| + | : 2| _ |Z| + |y| )
sin f3 siny sinfB ~ siny
Iz poucka o sinusima dobivamo |A'C"| = |B”C”|S,1Lﬁ i |A'B"| = |B”C”|S_1ﬂ.
sin o sin o

1

PovrSina trokuta A’B”C” je jednaka P(A’B"C") = §|A’B”||A’C”| sino. Visina u tom
trokutu iz vrha A’ je duljine

_2P(A'B"C") _ |A'B"||A'C"[sinoc |y|sin B + [z]siny

- |B"C"| |B"C"| B sin o '
Da bismo dobili tocku 7’ za koju je x > 0, y, z < 0, mora vrijediti |x| > v, odnosno

|x| sinea > |y|sin B + |z] siny .

Ako je |x| < v, onda istom konstrukcijom dobivamo to¢ku s koordinatama x : y : z,
gdje je x < 0, y, z> 0. U slucaju da je |x| = v, ne postoji to¢ka 7', niti takva da je
x>0,y z<0,niti takvadaje x <0, y, z> 0.

3. Pretpostavimo npr. da za koordinate vrijedi x, y > 0 i z = 0. Tada uzmimo bilo
koju to¢ku T’ te konstruiramo proizvoljan pravac oz kroz tu tocku (slika 5). Nadalje,
konstruiramo to¢ke Ny i N, takve da je |T'Nj| = x i |T'N2| =y te da pravci T'N; i
T'N, s pravcem o3 &ine redom kutove 90° — f i 90° — o (ako je npr. kut o > 90°,
onda crtamo to¢ku N, sa suprotne strane pravca oz tako da T'N; i o3 ¢ine kut o —90°).
Kroz N; i N, nacrtamo okomice o; i 0, na duzine 7’N; i T'’N, redom. Kao i u
prethodnim sluéajevima pravcei o;, i = 1,2,3, formiraju trokut A’B’C’. Primijetimo da
je ovu konstrukciju uvijek mogude izvesti.

Slika 5.

4. Krenimo npr. od pretpostavke da tocka ima koordinate x : y : 0, gdje je x > 0
i y < 0. Tada uzmimo neku toc¢ku 7’ i kroz nju povucimo bilo koji pravac o3 (slika
6). Konstruirajmo to¢ke N; i N, takve da je |T'N,| = x i |T'Nz2| = [y| i da pravci
T'N; i T'N, s pravcem o3 &ine kutove 90° — 8 i 90° — o redom (ako je npr. kut
o > 90°, onda opet crtamo tocku N, sa suprotne strane pravca oz tako da T'N; i 03
¢ine kut o —90°). Kroz N; i N, povucimo okomice o; i 0 na duzine T'N; 1 T'N,.
Ti pravci zajedno s pravcem o3 u presjeku daju, kao i prije, tocke A’, B’ i C'. Da bi
konstrukcija imala rjeSenje, treba vrijediti |7’A’| < |T’B’|, odnosno |x| sin ¢ > |y|sin .
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Ako je |x|sina < |y|sin B, onda smo zapravo dobili to¢ku koja odgovara slucaju kad
je x<01y>0 (slika 7).
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Slika 6.

Dakle, postojanje to¢ke sa zadanim koordinatama x : y : O opet iskljuuje postojanje
tocke s koordinatama —x : —y : 0, i obratno. Takoder, ako je |x|sino = |y|sinf3, ne
moZzemo dobiti tocku kojoj je treca koordinata jednaka nuli, a prve dvije su suprotnog
predznaka.

Slika 7.

Iz prethodnih rasprava mozemo zakljuditi sljede¢e. Ako su sve zadane koordinate
tocke strogo pozitivne, takva tocka uvijek postoji, a ne postoji tocka kojoj su sve
koordinate negativne. Znamo i da ne postoji tocka kojoj su sve koordinate jednake
nula. Tocke kojima su dvije koordinate jednake nula, a treca je pozitivna, vrhovi su
zadanog trokuta. S druge strane, ne postoje tocke kojima su dvije koordinate jednake
nula, a treca koordinata je negativna. Ako su dvije koordinate strogo pozitivne, a treéa
jednaka nula takva tocka postoji, ali ne postoji tocka kojoj su dvije koordinate strogo
negativne, dok je tre¢a jednaka nula. Sto se ti¢e preostalih slucajeva, ako je zadan
omjer udaljenosti |x| : |y| : |z] za koji vrijedi |x|sin o # |y|sin B + |z| sin ¥, postoji ili
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tocka s koordinatama |x| : —|y| : —|z] ili tocka s koordinatama —|x| : |y| : |z|. Analogan
zakljucak donosimo i u slu¢aju kad je |y|sinf8 # |x|sino + |z siny. Tada postoji ili

to¢ka s koordinatama —|x| : |y| : —|z| ili to¢ka s koordinatama |x| : —|y| : |z|. Kona¢no,
ako je |z|siny # |x|sina + |y|sin B, imamo ili tocku s koordinatama —|x| : —|y| : |z
ili to¢ku s koordinatama |x| : |y| : —|z|. U ostalim slu¢ajevima ne moZemo pronaéi

odgovarajucu tocku.

Ukratko moZemo saZeti za sve slucajeve, ako postoji to¢ka s koordinatama x : y : z,
ne postoji tocka s koordinatama —x : —y : —z. To zapravo znaci da tocku x :y: z
moZemo poistovjetiti s bilo kojom trojkom koordinata kx : ky : kz, k € R\ {0}. Drugim
rije¢ima, u skup trilinearnih koordinata moZemo uvesti relaciju ekvivalencije pri ¢emu
je x1:y1:21 ~x3:y: 2 ako i samo ako postoji k € R\ {0} takav da je x, = kxp,
o =ky, 22 =kz1.

Primjer 1. Odrediti trilinearne koordinate sredista trokutu ABC upisane kruZnice, u
odnosu na pravce BC, CA i AB.

Rjesenje. Za ove koordinate bismo mogli reé¢i da ih je najlakSe odrediti. Naime,
srediSte zadane kruZnice se nalazi u sjeciStu simetrala kutova trokuta ABC, odnosno na
svakoj od simetrala kutova pa mu je udaljenost do svake stranice trokuta jednaka. Ta
udaljenost je naravno radijus r upisane kruZnice. Dakle, moZemo zapisati trilinearne
koordinate srediSta u obliku » : r : r. Medutim, kako mozemo uzeti i skradeni oblik
omjera, trilinearne koordinate se mogu pisati i kao 1:1:1.

Primijetimo jo§ da se srediSte trokutu upisane kruZnice uvijek nalazi unutar trokuta
pa su mu sve trilinearne koordinate u odnosu na zadane pravce pozitivne (ili su sve
negativne). To nije uvijek slucaj sa srediStem trokutu opisane kruznice jer se ono nalazi
unutar trokuta samo u slucaju kad je trokut Siljastokutan.

Primjer 2. Odrediti trilinearne koordinate sredista trokutu ABC opisane kruZnice, u
odnosu na pravce BC, CA i AB.

Rjesenje.

Neka je S srediSte trokutu ABC opisane
kruZnice, a R njezin radijus. Oznalimo s Aj,
Bi, C; noZiSta okomica iz § redom na stranice
BC, CA, AB, odnosno polovista odgovarajuih
stranica.

Pretpostavimo za pocetak da je trokut ABC
Siljastokutan (slika 8). Tada je tocka S unutar
trokuta pa su joj sve trilinearne koordinate

1
istog predznaka. Imamo <BSA; = §<)BSC =

JBAC = o pa je |SA;| = Rcosa. Analogno je
i |SBy| =Rcosf i |SCi| = Rcosy. Prema tome,
trilinearne koordinate tocke S su |SA;| : |SBy] :
|SCi| ~ cosor:cosf:cosy.

Neka je sada trokut ABC pravokutan, s hipotenuzom AB (slika 9). Tocka S se tada
nalazi u srediStu hipotenuze. Kako je <BSA; = o i <B;SA = f3, vrijedi |SA;| = Rcos «,
|SB1| = Rcos 8 pa su trilinearne koordinate tocke S jednake cos o : cos 3 : 0. Analogno
dobivamo koordinate cosc : 0 : cosy i 0:cosf3 : cosy u sluajevima kad je pravi kut
trokuta u vrhu B, odnosno u vrhu A.
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Slika 9. Slika 10.

Konaéno, neka je trokut ABC tupokutan, s tupim kutom u vrhu C (slika 10).
Tada je ¥BSA; = o, IB1SA = 3, 4C;SA = 180° — y pa imamo |SA;| = Rcos «,
|SBi| = Rcosf i |SC| = Rcos(180° — y) = —Rcosy. Kako se tocka S nalazi sa
suprotne strane pravca AB u odnosu na trokut ABC, a s iste strane pravaca BC i
CA kao i trokut ABC, prve dvije trilinearne koordinate su jednakog, a treca suprotnog
predznaka. Stoga su trilinearne koordinate tocke S jednake coso : cosf3 : cosy. Do
istog rezultata dolazimo i ako je tupi kut u nekom od drugih vrhova trokuta.

Promatranjem svih rezultata, uo¢avamo da u svim slucajevima trilinearne koordinate
to¢ke S moZemo pisati u obliku cos @ : cos 3 : cosy.

I kod odredivanja trilinearnih koordinata ortocentra moramo promatrati vise sluc¢ajeva.

Primjer 3. Odrediti trilinearne koordinate ortocentra trokuta ABC, u odnosu na
pravce BC, CA i AB.

Rjesenje. Neka je H ortocentar trokuta ABC i neka su A, By i C, noZista visina iz
vrhova A, B i C redom. Ako je trokut ABC pravokutan, onda se ortocentar podudara
s vrhom kod pravog kuta pa su mu trilinearne koordinate jednake 1:0:0, 0:1:0 ili
0:0: 1, ovisno o tome je li mu vrh kod pravoga kuta jednak A, B ili C.

Uzmimo Siljastokutan trokut (slika 11). Primijetimo da je <JAHC = B i
JCHB; = o.. Tada je |HA;| = |HC|cos i |HB,| = |HC|cos & te imamo

Cos O

HB,| = |HA . 1
|HB| = | 2|cosﬁ M
Analogno dobivamo
cos o
|HC,| = |HA,| : (2
cosy

Sve trilinearne koordinate ortocentra su istog predznaka pa su zbog (1) i (2) stoga
jednake

1 1 1
IHA| : |HB,| < [HCy| ~ 1 S O

: ~ : : .
cosff cosy coso cosf  cosy
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Slika 11. Slika 12.

U nastavku trazimo trilinearne koordinate za tupokutan trokut ABC. Pretpostavimo
da je tupi kut u vrhu C (slika 12). Imamo prvo SCHB, = o i JA,HC = 3. 1z trokuta
HA,C i BobHC dobivamo

|HA,| = |HC|cos |HB,| = |HC|cos o . 3)
Prema tome
\HB,| = |HAy| <22 (4)
cos B
Zatim iz trokuta CAC,, AAC i HA>,C imamo redom
|CCy| = |AC]sinar |CA;| = |AC| cos(a + B) , |CA,| = |HA> | tg B
te iz tih jednakosti dobivamo
cCol = %mﬂ. 5)
Iz (3) i (5) imamo
HGy| = [HC| + 10y = —— |Hay| + PNy
cos cos(a + ) 6)
cos o cos o
- cos(a+ﬂ)| 2| = _m| 2| -

Dakle, prema (4) i (6), uzimajuéi u obzir da su prve dvije koordinate ortocentra H
istog, a treca suprotnog predznaka, dobivamo trilinearne koordinate ortocentra

cosa  cosa 11 1

cosf " cosy cosa cosf cosy
Kona¢no zaklju¢ujemo da se za sve vrste trokuta trilinearne koordinate ortocentra mogu
zapisati u obliku

|HA2| . |HBz| : 7|HC2| ~1:

cosBcosy :cosocosy :cosocosf3.
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