Nesto vise o Eulerovoj' nejednakosti za trokut i

Sefket Arslanagic¢?

Poznato je da se u matematickoj literaturi vazna nejednakost
R>2r, (1
gdje su R i r radijusi opisane i upisane kruZnice trokuta, naziva Eulerova nejednakost.
Ustvari, za trokut vrijedi jednakost
|IO]*> = R*> — 2Rr, 2)
gdje su tocke I i O srediSta upisane i opisane kruznice trokuta ABC i da nejednakost

(1), zbog |IO]* > 0, neposredno slijedi iz (2). Dva dokaza jednakosti (2) nalaze se u

[1], str. 432—434, te jo$ jedan u [2], str. 79-80. Jednakost u [1] vrijedi ako i samo ako je
trokut jednakostranican.

Sada ¢emo dokazati sljedecu nejednakost

IA| - |IB IB|-|IC IC| - |IA
sk 5 AL UBLE VB UCIHHCI- VAT 5

Primjec¢ujemo odmah da je nejednakost 2Rr > 41> ekvivalentna nejednakosti (1).
1° DokaZimo najprije lijevu stranu ove nejednakosti.

Neka su tocke M, N i P noZiSta okomica iz tocke I na stranice BC, CA i AB
trokuta ABC. Tada je
AP| = |AN| =s —a, |BP|=|BM|=s—b i |CM|=|CN|=s—c,

AB| + |BC| + |AC| _a+b+c

gdje je s = > > poluopseg trokuta ABC.

! Leonhard Euler (1707.—1783.), najpoznatiji §vicarski matematiar.

2 Autor je izvanredni profesor u miru na Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Sarajevu;
e-posta: asefket@pmf.unsa.ba
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Koristit éemo poznate izraze

—b)(s —
sin 7= 7@ ;ES C),
sin E = 7@ —als—¢) , (4)
2 ac
— —-b
sin 72/ = (s aa)l()s )
Iz pravokutnog trokuta AIP imamo
0 o |IP| r
2 JIA|  JIAV
a odavde -
[IA| = . )
2
Iz (5) i (4) dobijemo
b
|]A| = L (6)
(s=b)(s—c)

Iz poucka o sinusima iz (6) imamo

IA| = rv/2Rsin 3 - 2Rsiny  2Rry/sinBsiny

(s=b)(s—c) (s—b)(s—c)
tj.

E cos Z. (7

4rR By
m\/slnzslnzcosz )

Kako iz pravokutnih trokuta BIP i CIM imamo

[IA| =

B _ s—b . Yy s—c
cos 5 = B i cosy = el
zbog |IB| = rﬁ ilIC| = _r}, (iz pravokutnih trokuta BIP i CIM) je
sin sin 3
B (sfb)sing _ ¥ (sfc)sing
085 = ————= i cos5=——0r",
iz (7) dobijemo
|IA| :4Rsin§sing, (8)
kao i analogne izraze:
IIB| = 4R sin % sin g i |IC| = 4Rsin % sin g 9)
1z (8) i (9) imamo
\A|-|IB|+ |IB|- |IC| + |IC|-|IA| = 16R?sin % sin g sin g (sin %+Sin §+sin g) (10)

Matematicko-fizicki list, LXIX 3 (2018. — 2019.) B | 1713



1z (4) dobijemo
Yy _(s—a)(s—b)(s—¢)

.o .
sm—smésm— =
2 2

2 abc ’
a odavde, zbog P = +/s(s — a)(s — b)(s — ¢) (Heronova formula), P = rs i abc = 4RP,
P2
Lo . By S p rs r
ZsinZsint =% — = " — . 11
MM TURP T 4R T 4sR T 4R (

Vrijedi nejednakost 2.9. iz [3] koja glasi

< (12)

| W

sin ¢ + sin E + sin
2 2
Konacno iz (10), (11) i (12) imamo
|IA| - |IB| + |IB| - [IC| + |IC| - |IA] <
3 X

0=

r

1
— - 16R*-
4R

)

W
N W

t.

IA| - |IB IB| - |I IC| - |IA
A VB AL+ L 1AL o,

2° Da dokazemo desnu stranu nejednakosti (3), koristit ¢emo nejednakost izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine

sing—f—sinﬁ—i—sinZ 3 a B y
2 32 2>Vsin5sin§sin§,
a odavde zbog (11)
sing—l—sinﬁ—i—sinZ ’
3 4R
Najzad, iz (10), (11) i (13) dobivamo

IA| - |IB| + |IB| - |I IC| - |IA R3
AL \IB| + [1B| I+ IC|- VA v 7 af 7 yp [T s[8R
3 4R 4R 4R 4R

(1)
> 2242 1 = 412,
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