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Sazetak

U radu se proucava elementarna geometrija izotropne ravnine. Defi-
nira se metrika te se proucavaju metricke relacije u trokutu. Dokazuju
se teoremi o obodnom kutu, te o ortickom i tangencijalnom trokutu
vezani za trokut i kruznicu te se dobiveni rezultati usporeduju s analog-
nim tvrdnjama u euklidskoj ravnini. Nastao je iz diplomskog rada Ivone
Catipovi¢, Geometrija izotropne ravnine.
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1 Uvod

Neka su u koordinatnoj ravnini zadane tocke A(xa,ya), B(zp,ys). Pro-
motrimo funkciju

d(A, B) = /(x5 — 24)* +elyp —ya)*. (1)

Zae =1, tom je funkcijom zadana euklidska udaljenost (metrika) tocaka
A, B, karakteristicna za euklidsku geometriju ravnine koja se proucava
tijekom osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja. Funkciju d: R? x
R? — R koja totkama A i B pridruzuje realan broj d(4, B) nazivamo
metrikom ako ona zadovoljava sljedeée aksiome:

(A1) d(A,B) >0, VA,BeR?
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(A2) d(A,B)=0 <= A=8B
(A3) d(A,B) = d(B,A), VA,BeR?
(A4) d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), YA,B,CeR?

Ako je ¢ = —1, tada pripadna funkcija nije metrika, jer ne zado-
voljava npr. svojstvo (A2). Udaljenost dviju razli¢itih tocaka moze biti
nula, primjerice to su tocke A(0,0), B(1,1). Unato¢ tome, njome se
definira tzv. pseudometrika, te se pripadna geometrija ravnine naziva
pseudoeuklidskom ili geometrijom Minkowskog. O temeljnim svojstvima
Minkowskijeve ravnine moze se pro¢itati u npr. [6].

Ako je pak € = 0, tada funkcija takoder nije metrika. Kao i u
prethodnoj situaciji, postoje razlicite tocke ¢ija je udaljenost jednaka 0.
To su opéenito tocke oblika A(xa,y4), B(xa,yp). Pripadna geometrija
naziva se izotropnom geometrijom. Cilj je ovog rada upravo prouciti
temeljna svojstva te geometrije, te u njoj svojstva istaknutih figura, tro-
kuta i kruznice. Uocit ¢emo neke slicnosti i razlike ove ravnine s nama
poznatom euklidskom ravninom.

U matematickom obrazovanju nije neuobi¢ajeno ni nemoguce pose-
zati za ,drugacijim” geometrijama ravnine. Neeuklidske geometrije u
uzem smislu, primjerice, hiperbolicka geometrija, obi¢no su ,izvan do-
sega” ucenika. Inacica poznatog petog Euklidovog postulata za hiper-
bolicku ravninu glasi da je zadanom tockom usporedno sa zadanim prav-
cem moguce povudi vise od jednog pravca. Medu skolskim izvankurikul-
skim temama iz geometrije koja nije euklidska, najces¢e spominje tzv.
taxicab geometrija ([3]), u kojoj se udaljenost medu tockama rac¢una kao
d(A,B) = |zt — za| + |ys — yal|. Tom je funkcijom zaista definirana
metrika, specijalni slucaj tzv. p-metrike

d(A,B) = {/(xp —xa)P + (yp — ya)P.

2 Osnovni pojmovi

Veé smo istaknuli da je izotropna udaljenost tocaka oblika A(x4,ya),
B(za,yp) jednaka 0 i kada je ya # yp. Totkama tog oblika je u izo-
tropnoj ravnini odreden jedan istaknuti smjer — u pripadnom je koordi-
natnom sustavu odreden smjerom y-osi. Pravci s tim smjerom nazivaju
se izotropnim pravcima. To su pravci zadani jednadzbama oblika z = c,
¢ € R. Svaki neizotropan pravac g ima jednadzbu oblika y = ksx + I,
kg,ly € R, kg # 0. Kao i u euklidskoj ravnini za dva neizotropna pravca
s jednadzbama y = kgx + Iy i y = kpx + I, kaZzemo da su paralelni ako
je kg = kn. Za razliku od euklidske ravnine, u izotropnoj ravnini postoji
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i pojam paralelnih tocaka. To su tocke koje leze na istom izotropnom
pravcu. Dakle, tocke A(za,y4) 1 B(xp,ys) su paralelne ako je x4 = xp.

Za dvije neparalelne tocke A(za,ya) 1 B(xp,yp) uobicajeno je defi-
nirati orijentiranu udaljenost s d(A, B) = xp — x 4. Udaljenost nepara-
lelnih tocaka je razli¢ita od 0, dok je za paralelne tocke ona jednaka O.
Stoga se (ipak!) za dvije paralelne tocke A(xa,y4) i B(xa,yp) definira
dopunska udaljenost, tzv. raspon tocaka s(A, B) = yg — ya, slika

U svakoj geometriji trebamo definirati i na¢in na koji se mjeri kut. U
euklidskoj geometriji, (radijanska) mjera kuta ¢ izmedu pravaca g i h s
1ljikh’(]téq.tz
U izotropnoj geometriji mjera kuta izmedu neizoropnih pravaca definira
se kao ¢(g,h) = kp — ky. Udaljenost tocaka i kut izmedu pravaca u
izotropnoj ravnini invarijate su tzv. grupe izometrija izotropne ravnine,
kao Sto su te odgovarajuce velicine u euklidskoj geometriji invarijante
(euklidskih) izometrija — rotacije, translacije, osne i centralne simetrije.
Osim oznake @, za mjeru kuta ¢esto se koristi i oznaka £. Primije-
timo da je mjera kuta izmedu dva neparalelna pravca jednaka rasponu
(paralelnih) tocaka na zadanim pravcima koje su od sjecista pravaca
pomaknute za x = 1. Za paralelne pravce g i h definirana je vrijed-
nost ©*(g,h) = 1, — 1, slika Uoc¢imo da su sve cetiri definirane
vrijednosti orijentirane, tj. d(B,A) = —d(A4, B), s(B,A) = —s(A, B),
¢(h,g) = —¢(g,h), ¢*(h,g9) = —¢*(g, ).

jednadzbama y = kgx + 1y 1 y = kpx + I, izvodi se iz tg ¢ = ’

7% (hog) = s(H,C)

Slika 1: Udaljenost tocaka i kut pravaca

U izotropnoj se ravnini ne definira okomitost, ali se definira normala

15



IVONA CATIPOVIC EMA JURKIN ZELJKA MILIN SIPUS

neizotropnog pravca p u nekoj tocki T" kao izotropni pravac n koji prolazi
totkom T. Udaljenost d(T,p) tocke T od pravca p je raspon s(N, P),
gdje je N tocka pravca p paralelna tocki T

Poloviste M neparalelnih tocaka A(za,ya) 1 B(xzp,yp) je totka pravca
AB takva da d(A, M) = d(M, B). Koordinate toctke M su

($A+$B yA+yB)

2 2
Pojam polovista u izotropnoj ravnini identi¢an je tom pojmu u euklidskoj
ravnini. I njegove su koordinate dane istim izrazom.

Simetrala s neparalelnih pravca g i h danih jednadzbama y = kyx+1,
iy = kpax+1, je pravac koji prolazi njihovim sjecistem takav da ¢(g, s) =
(s, h). Jednadzba pravca s je

_ kg+kh1’+ lg-l-lh
2 2
Dakle, u izotropnoj ravnini dva neparalela pravca imaju samo jednu

simetralu dok u euklidskoj ravnini dvije medusobno okomite simetrale
raspolavljaju kut izmedu dvaju neparalelnih pravaca.

3 Trokut u izotropnoj ravnini

Trokut je figura koja se sastoji od triju tocaka A, B, C, koje nazivamo
vrhovima trokuta, i njihovih spojnica AB, BC i C'A koje nazivamo stra-
nicama trokuta. Ukoliko su vrhovi trokuta dani koordinatama

A(ra,ya), B(rs,ys), Clzc,yc), (2)

stranice su dane jednadzbama

— X — X
AB ... y:yA meJr AYB BYA
TA—ITB TA—TB
— X — X
BC . y:yB ycm+ BYC CcYB (3)
rp —x¢ rp —IC
CA ... :yC*yAerszA*‘TAyC
TOo —TA To —TA

U sljedeca su dva teorema istaknuta dva svojstva trokuta u izotropnoj
ravnini koja se bitno razlikuju od svojstava trokuta u euklidskoj ravnini.

Teorem 1. Zbroj duljina stranica trokuta ABC' je 0.

Dokaz. Po definiciji udaljenosti tocaka slijedi:

d(A,B)+d(B,C)+d(C,A) = (xp —xa) + (¢ —ap) + (x4 —xc) = 0.
O
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Teorem 2. Zbroj mjera kutova u trokutu ABC je 0.
Dokaz. Po definiciji kuta i iz izraza slijedi:

¢(CA,AB) + ¢(AB,BC) + ¢(BC,CA) = <yA —Yp Yo —ya )
A —TB o —TA

+ YB — Yo YA YB n e —ya _Ys—Yc ) _
Tp —Tc XA —2TB To—TA TB—TC '

O

U euklidskoj se ravnini uz pojam trokuta redovito isticu i njegove
Cetiri karakteristicne tocke. To su teziSte, ortocentar, sjecisSte simetrala
kutova i sjeciste simetrala stranice. Razmislimo sada mogu li se analogni
pojmovi definirati i u izotropnoj ravnini i ako mogu, po ¢emu se oni
razlikuju, odnosno u ¢emu se podudaraju s tim pojmovima u euklidskoj
ravnini.

Kako je poloviste stranice trokuta u izotropnoj ravnini definirano
isto kao i u euklidskoj ravnini, i teZisnice trokuta (spojnice vrha s po-
lovistem nasuprotne stranice) bit ¢ée dane identi¢nim jednadzbama i

sjeéi Ce se u jednoj tocki koju nazivamo tezistem i koja ima koordinate
(ac4+ar13+xc yA+yB+yc)
3 ’ 3 :

Promatramo vanjske i unutarnje kutove trokuta. U euklidskoj rav-
nini svakim vrhom trokuta prolaze dvije simetrale kutova trokuta. Tri
simetrale unutarnjih kutova se sijeku u sredistu upisane kruznice, dok
se po dvije simetrale vanjskog kuta i jedna simetrala unutarnjeg kuta
sijeku u sredistima triju pripisanih kruznica. U izotropnoj ravnini sva-
kim vrhom trokuta prolazi samo jedna simetrala. Te tri simetrale se ne
sijeku u jednoj tocki.

Pravcima analognim visinama trokuta smatramo izotropne pravce
kroz vrhove trokuta. Ta se tri izotropna pravca ne sijeku u konac¢nosti
(sijeku se u beskonacno dalekoj tocki, odnosno paralelni su u euklidskom
smislu) pa u izotropnoj ravnini ne mozemo govoriti o ortocentru trokuta.
Sliéno, pravcima analognim simetralama stranica smatramo izotropne
pravce kroz polovista stranica koji se opet ne sijeku u kona¢nosti.

4 Kruznica u izotropnoj ravnini

U euklidskoj je ravnini kruznica skup toc¢aka ravnine jednako udaljenih
od neke ¢vrste tocke, njezinog sredista. Jednadzba kruznice sa sredistem
(20,90) i radijusom 7 je (x —x0)% + (y —yo)? = r2. Cesto je u dokazima,
radi lakseg racunanja, translatiramo kako bi joj srediste bilo u ishodistu

koordinatnog sustava i ona imala jednadzu =2 + y? = r2.
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Ako bismo u izotropnoj ravnini kruznicu definirali analogno, dobili
bismo dva izotropna pravca. Moze se reé¢i da je uobic¢ajeno proma-
trati kruznicu koja dijeli s euklidskom kruznicom , ponasanje u besko-
nacnosti”, dakle, dira beskona¢no daleki pravac u istaknutoj (tzv. ap-
solutnoj) tocki, a ne onu koja bi se dobila analognom definicijom. Po-
kazuje se da koordinate (x,y) tocaka izotropne kruznice zadovoljavaju
jednadzbu

y = Ra® + ar + B. (4)

Mozemo re¢i da izotropna kruznica izgleda kao euklidska parabola ¢ija
je os paralelna s y-osi koordinatnog sustava. Broj ﬁ nazivamo njezinim
radijusom.

Kruznicu s jednadzbom mozemo translacijom

=2 ta = 54
T=—+zx =— -
or " YT 4R Y
smjestiti u koordinatni sustav tako da njezina jednadzba poprimi oblik
y = Ra?. (5)

Dokazimo sada sljedeéi teorem:

Teorem 3. Neka su dane tocke P i Q) kruznice k, te tp, tg tangente
kruznice k w tim tockama. Tada vrijedi

gdje je A po volji odabrana tocka kruznice k.

Dokaz. Neka je y = Rx? jednadzba kruznice k. Tada tocke P, Q i A
imaju koordinate oblika P(p, Rp?), Q(q, Rq?) i A(a, Ra®). Jednadzbe
pravaca AP i AQ su

y = R(p+ a)x — Rpa
y = R(q + a)r — Rag,

dok su jednadzbe tangenata tp, tg
y = 2Rpx — Rp?

y = 2Rqx — Rq>.
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Vrijedi
L(tp,PQ) = R(q+p) —2Rp=R(q —p) = R-d(P,Q)
L(tq.PQ)=R(q+p) —2Rg=R(p—q) =R d(Q,P)=-R-d(P,Q)
te
£L(AP,AQ) = R(q+a) — R(p+a) = R(qg —p) = R d(P,Q).

Pokazali smo, dakle, da je mjera kuta £(AP, AQ) konstantna, odnosno
da ne ovisi o izboru tocke A. O

Slika 2: Vizualizacija teorema

Sjetimo se da i u euklidskoj ravnini vrijedi analogna tvrdnja ([4]):
Neka je dana kruznica k, dvije tocke P i @ kruznice k te neka je tocka
A tocka kruznice k, A # P, Q. Tada vrijedi da je mjera svakog obodnog
kuta £(PAQ) kruznice k nad tetivom PQ jednaka mjeri kuta izmedu
pravca PQ i tangente kruznice k u totkama P ili Q, slika [3]

Slika 3: Teorem o obodnom kutu u euklidskoj ravnini
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5 Trokut i kruznica u izotropnoj ravnini

U ovom ¢emo poglavlju na jednom primjeru istaknuti jo§ neke sli¢nosti
i razlike izmedu euklidske i izotropne ravnine.

Krenemo li od nekog trokuta, razlicitim konstrukcijama mozemo do-
biti nove trokute ¢ije su osobine vezane za osobine polaznog trokuta. Pri-
mjeri takvih trokuta su orticki i tangencijalni trokut. U euklidskoj rav-
nini orticki trokut Ay ByCpy trokuta ABC je trokut kojemu su vrhovi
sjecista visina s nasuprotnim stranicama. Tangencijalni trokut ArBrCr
trokuta ABC' je trokut ¢iji su vrhovi sjecista tangenata t4, tg, tc opi-
sane kruznice k trokuta ABC u njegovim vrhovima, slika[d] Poznato je
da odgovarajuce stranice tangencijalnog i ortickog trokuta medusobno
paralelne ([5]).

Slika 4: Orticki i tangencijalni trokuti trokuta ABC u euklidskoj ravnini

Promotrimo sada analognu situaciju u izotropnoj ravnini, slika [5| U
izotropnoj je ravnini orticki trokut Ay By Chy trokuta ABC definiran
kao trokut ¢iji su vrhovi sjecista izotropnih pravaca kroz vrhove trokuta
ABC s njima nasuprotnim stranicama. Vrhovi trokuta AgyByCpy su
dakle paralelni s vrhovima trokuta ABC. Tangencijalni trokut Ar BrCr
trokuta ABC je definiran jednako kao i u euklidskoj ravnini, odnosno to
je trokut ¢iji su vrhovi sjeciSta tangenata t4, tp, tc opisane kruznice k
trokuta ABC u vrhovima A, B i C. Pokazimo sada da vrijedi sljedeéi
teorem:

Teorem 4. Neka su Ag By Cy i A BrCr orticki i tangencijalni trokuti
trokuta ABC' s opisanom kruznicom k. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

1) Vrhovi trokuta ArBrCr su paralelni s polovistima odgovarajudih
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stranica trokuta ABC' i pripadaju odgovarajucim stranicama ortic-
kog trokuta Ay By Cp.

2) Stranice trokuta ArBrCr su paralelne s odgovarajuéim stranicama
ortickog trokuta AgByChy.

Dokaz. Neka je dana kruznica k s jednadzbom y = Rx? te njezine tri
tocke A(a, Ra?), B(b, Rb?), C(c, Rc?). Vrhovi ortickog trokuta Ay By Cr
trokuta ABC' su tada

Ap (a, R (ac+ ab — be)) ,
By (b, R (ab+ cb — ca)),
Cp (¢, R (bc + ac — ab)) .

Tangente t4, tg, tc kruznice k u tockama A, B,C imaju redom jed-
nadzbe

ta ... y=2Rax — Ra>
tg ... y=2Rbr— Rb? (6)
te ... y=2Rcx — Rc.

Odredimo koordinate vrhova trokuta Ar BpCr. Vrh Ar je presjek tange-
natatgitc paje Ap( bie Rbc). Stoga je tocka Ap paralelna s polovistem

2
. R(b2 42
Py b-gc, (20)

stranice BC. Sli¢no se pokaze i da su vrhovi By i Cp
paralelni s polovistima Ps i P; stranica AC i AB.
Jednadzbe stranica ortickog trokuta su:

ApgBg ... y=2Rcx + R(ab—bc — ac)
BpCyx ... y=2Rax+ R(bc— ab — ac) (7)
CyAg ... y=2Rbx+ R(ac— bc — ab).

Jednostavnim racunom mozemo provjeriti da koordinate tocaka Ap, Brp
i Cr redom zadovoljavaju jednadzbe pravaca ByCy, CyAy i AgBpy.
Time smo dokazali da vrhovi tangencijalnog trokuta ArBrCr leze na
odgovarajué¢im stranicama ortickog trokuta Ay By Ch.

Kako su t4, tp i t¢ stranice tangencijalnog trokuta, odnosno t4 =
BrCr,tg =CrAritc = ArBr, iz @ i je ocito da vrijedi: ArBr ||
AHBH, BTCT H BHOH i ATCT || AHCH O
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Slika 5: Orticki i tangencijalni trokuti trokuta ABC' u izotropnoj ravnini
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