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Sazetak

Pri¢a o Fermatovom posljednjem teoremu i potrazi za njegovim do-
kazom poznata je i onima koji nisu detaljno proucavali matematiku.
U ovom ¢emo radu dati kratki uvod u Posljednji teorem te predstaviti
konstrukciju Pitagorinih trojki i Fermatovu metodu beskonacnog spusta
kojom je Fermat dokazao da je teorem istinit za slucaj n = 4, to jest, da
diofantska jednadzba z*+y* = z* nema rjesenja u prirodnim brojevima.

Kljucni pojmovi: metoda beskonacnog spusta, diofantska jednadzba, pitagorine
trojke

1 Uvod

Pierre de Fermat (1601. —1665.) je jedan od najpoznatijih matematicara,
a posebno je poznat po svome Posljednjem teoremu za koji, iako ima
jednostavnu formulaciju, nije nikada pronaden kratak i jednostavan do-
kaz. Fermat je Posljednji teorem zapisao na margini svoje kopije knjige
Aritmetika Diofanta iz Aleksandrije te je dodao da ima sjajan dokaz te
tvrdnje, ali da je margina preuska da on na nju stane. Medutim, taj
dokaz nikad nije naden u njegovoj ostavstini. Za konacan dokaz je bilo
potrebno vise od 300 godina rada stotine matematicara te je teorem
konaé¢no dokazao Andrew Wiles 1995. godine.

Teorem 1 (Fermatov posljednji teorem). Neka je n > 3 prirodan broj.
Tada diofantska jednadzba
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nema rjesenja u prirodnim brojevima x, vy, z.

Ako je n = 2, onda jednadzba ima rjeSenja u prirodnim broje-
vima. Ta rjeSenja nazivamo Pitagorine trojke, a o njima ¢emo vise reci
u sljede¢em poglavlju.

Nakon toga prezentirat ¢emo ukratko metodu beskonaénog spusta i
ilustrirati njenu primjenu u dokazu sluc¢aja n = 4 Fermatovog posljednjeg
teorema. Ta metoda se koristi i u dokazu za jo$ neke slucajeve, npr. n =
3,n =5in = 14, no matematicari su ubrzo uvidjeli da postupak uvelike
ovisi o svojstvima broja n i da metoda beskonatnog spusta vjerojatno
nec¢e moci dati dokaz teorema za opéi slucaj.

Postoji mnostvo razlic¢itih dokaza slu¢aja n = 4. Na primjer, svoj
dokaz su dali i Leonhard Euler (1707. — 1783.), Adrien-Marie Legendre
(1752. — 1833.), Joseph Bertrand (1822. — 1900.), Joseph-Louis Lagrange
(1736. — 1813.) te David Hilbert (1862. — 1943.), a mi ¢emo navesti onaj
koji je dao sam Fermat. U postupku dokaza koristi se metoda generiranja
Pitagorinih trojki pa ¢emo se prvo osvrnuti na taj problem.

2 Pitagorine trojke

Pravokutni trokut ¢ije su duljine stranica prirodni brojevi nazivamo Pi-
tagorin trokut. Za uredenu trojku prirodnih brojeva (z,y, z) kazemo da
je Pitagorina trojka ako su x i y katete, a z hipotenuza nekog Pitagorinog
trokuta, tj. ako vrijedi:

2?4 y? =22 (2)
Ukoliko su pritom brojevi x,y i z relativno prosti, onda kazemo da je
(z,y, z) primitivna Pitagorina trojka.

Primijetimo da jednakost 3% + 42 = 52, po Pitagorinom teoremu,
implicira da je bilo koji trokut kojemu su stranice u omjeru 3 : 4 : 5 pra-
vokutan trokut, pa stoga postoji beskona¢no mnogo Pitagorinih trojki
oblika (3k,4k,5k), k € N. Vidimo da u postupku trazenja Pitagori-
nih trojki, vaznost ima odredivanje primitivnih Pitagorinih trojki, koje
zatim generiraju ostale trojke s istim omjerom stranica.

Primjer 2. Trojka (3,4,5) je najocitiji i najpoznatiji primjer Pitago-
rine trojke. Sljedeéi primjer s najmanjom katetom je (5,12,13), za-
tim (6,8,10), ali vidimo da je ta trojka generirana primitivnom trojkom
(3,4,5).

Metoda kojom ¢emo traziti rjesenja jednadzbe (1)) je, u klasiénoj
grckoj matematici, bila poznata kao analiticka metoda. Pretpostavimo
da je dano jedno rjeSenje jednadzbe z? 4+ y*> = 22 u prirodnim broje-
vima te analiziramo svojstva tog rjeSenja kako bismo pronasli njegove
karakteristike i metodu za konstrukciju ostalih rjesenja.
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Primijetimo najprije sljedece: ako je (z,y, z) jedno rjeSenje jednadzbe
te ako je d > 1 neki prirodni broj koji dijeli sva tri broja z, y i z,
onda uvrStavanjem tog rjeSenja u i skrac¢ivanjem s d2, dobivamo da
brojevi z/d, y/d, z/d i dalje tvore Pitagorinu trojku. Zato, bez smanje-
nja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je rjeSenje kojeg promatramo
primitivna Pitagorina trojka.
Lema 3 (Primitivne Pitagorine trojke). Za bilo koje prirodne brojeve
x, y i z koji su relativno prosti i zadovoljavaju jednakost 2 + y? = 22,
postoje prirodni brojevi p i q takvi da je

x = 2pq,
y=0"—-4¢,
z=p+q,

gdje su p 1 q relativno prosti, razlicite parnosti ¢ vrijedi p > q. Vrijednosti
z 1y su medusobno zamjenjive.

Dokaz. Buduéi da je nasa Pitagorina trojka primitivna, najvise jedan od
brojeva x, ¥, i z moze biti paran. Inace, kad bi dva broja bila parna, onda
bi morao biti i treé¢i pa trojka ne bi bila primitivna jer bi 2 bio zajednicki
djelitelj od z, y i z. Dakle, barem su dva neparna. OcCito ne mogu sva
tri broja biti neparna jer bi onda iz jednakosti 22 + y? = 2?2 slijedilo da
je suma dvaju neparnih broja neparna, s§to je nemoguce. Dakle, samo
je jedan od tih brojeva paran. Sada zelimo pokazati da je z neparan,
iz cega slijedi da su z i y razlicite parnosti. Ako je z paran, moze se
zapisati kao 2n, za neki prirodni broj n. Tada su x i y neparni i mogu se
zapisati u obliku 2n; + 11 2ny + 1 redom, za neke prirodne brojeve n
i ny. Vidimo da je 22 = 4n? 4+ 4n; + 1 = 4(n? +ny) + 1 pa ima ostatak
1 pri dijeljenju s 4. Sli¢no se vidi da i y? ima ostatak 1 pri dijeljenju s
4. Znamo da je z = 2n paran pa imamo da je 2% = 4n? djeljiv s 4. U
jednakosti 2 4+ 3% = 22 lijeva strana ima ostatak 1+ 1 = 2 pri dijeljenju
s 4, a desna strana ostatak 0, $to oCito ne moze vrijediti. Ovo pokazuje
da z mora biti neparan. Dakle, ili je x ili y paran broj pa, bez smanjenja
opcéenitosti, pretpostavimo da je x paran.

Zapisimo sada jednakost 2 4+ y2 = 22 u obliku z? = 22 — y2. Fak-
torizacijom dobijemo 22 = (2 — y)(z + y), gdje su ocito =, z —yiz+y
parni brojevi pa postoje prirodni brojevi u, v i w takvi da je z = 2u,
z+y=2viz—y=2w. Uvrstavanjem u jednakost 22 = (z — y)(z + v)
dobije se (2u)? = (2v)(2w), odnosno u? = vw.

Pokazimo da su v i w takoder relativno prosti brojevi. Uo¢imo prvo
da su z i y relativno prosti jer su brojevi x, y i z relativno prosti i
vrijedi 22 4+ y? = 2. Buduéi da najveéi zajednicki djelitelj od v i w dijeli
vtw=g(z+y)+3k-y)=ziv-w=35(z+y) —3(:-y) =y a
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brojevi z i y su relativno prosti, onda su v i w takoder relativno prosti
brojevi pa kako je vw = u?, v i w moraju biti kvadrati prirodnih brojeva.
Ovo povlagi da postoje relativno prosti prirodni brojevi p i ¢ takvi da je

z=v+w=p+g,

y=v—w=p?—¢.

Cinjenica da je y prirodan broj povlaci da je p veéi od ¢, a kako su z i y
neparni, p i ¢ moraju biti razli¢ite parnosti. Mozemo koristiti jednakost

2% = 22 — 42 kako bismo x zapisali pomoéu p i ¢. Imamo

=2 = PP 4 g =+ 22 —
=4p°¢* = (2pq)?,

§to daje x = 2pq.

Pokazali smo da za bilo koju primitivnu Pitagorinu trojku u kojoj
je = paran uvijek mozemo pronaéi vrijednosti p i ¢ koje zadovoljavaju
trazene uvjete.

Analizu konstrukcije Pitagorinih trojki dovrsimo pokazujuéi da je za
bilo koje prirodne brojeve p i ¢ takve da su p i q relativno prosti, razlicite
parnosti i za koje vrijedi p > ¢, trojka (2pq, p? — ¢, p* + ¢*) primitivna
Pitagorina trojka. Lako je provjeriti da vrijedi zeljena jednakost

2p0)* + (0> — ¢*)* = (P* + ¢*)*.

Sada je preostalo jo§ pokazati da su brojevi 2pq, p? —q? i p? +¢? relativno
prosti. Koristit éemo ¢injenicu da su p i ¢ relativno prosti kako bismo
pokazali da su 2pg i p? — ¢? takoder relativno prosti. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji prost broj d koji dijeli brojeve 2pq i p? — ¢2.
Kako je p? — ¢? neparan broj, mora vrijediti d # 2. Prema tome, d mora
dijeliti p ili g, ali ne oba jer su relativno prosti. Pretpostavimo da d | p.
Tada d | p* —¢? i d | p? pa bi slijedilo da d | ¢?, to jest d | g, §to ne moze
biti. Analogno se pokaze kontradikcija i ako pretpostavimo da d | ¢. O

Lema (3| u potpunosti rjesava problem konstruiranja svih Pitagorinih
trojki. Primitivne Pitagorine trojke koje odgovaraju parovima p i q za
koje je p < 8 dane su u Tablici Sada ¢emo ilustrirati primjerom
konstrukciju Pitagorinih trokuta s jednom zadanom stranicom.

Zadatak 4. Pronadimo sve Pitagorine trokute koji imaju hipotenuzu
duljine 25.

Rjesenje. Neka je (z,y,25) Pitagorina trojka i neka je d najvedi za-
jednicki djelitelj brojeva x, y i 25. Kako d | 25 vidimo da je d € {1, 5,25}.
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4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 8
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Tablica 1: Pitagorine trojke

Ocito d # 25 jer bismo imali Pitagorin trokut s hipotenuzom 1, a takav
nije moguc.

Promotrimo slucéaj d = 5. Tada je Pitagorina trojka (x/5,y/5,5)
primitivna. Iz Tablice[l] vidimo da je jedina primitivna Pitagorina trojka
s hipotenuzom 5 trojka (3,4,5) (znamo da se vrijednost z = 5 nece
postié¢i za p > 2ili ¢ > 1 jer je z > max{p?,2¢>}). Ova primitiva trojka,
mnozenjem s 5, daje Pitagorinu trojku (15,20, 25).

Preostaje promotriti slucaj d = 1. Tada je Pitagorina trojka (z,y, 25)
primitivna. Znamo da mora vrijediti p? + ¢? = 25 za neke prirodne bro-
jeve p > q razlicite parnosti. Kratkim ispitivanjem ili i§¢itavanjem Tab-
lice [1] vidimo da je jedina takva primitivna Pitagorina trojka (24,7, 25)
za (p,q) = (4,3).

Time smo promotrili sve moguénosti i dokazali da su jedini Pita-
gorini trokuti s hipotenuzom duljine 25 oni kojima su duljine stranica
(15,20,25) i (24,7,25). O

3 Metoda beskonac¢nog spusta

Fermat je osmislio metodu beskonac¢nog spusta te naveo da svi njegovi
dokazi koriste ovu metodu. Ta metoda se koristi za opovrgavanje tvrdnji
vezanih za prirodne brojeve. Ideja je sljedeca: ako pokazemo da iz pret-
postavke da tvrdnja vrijedi za neki proizvoljan prirodan broj, slijedi da
tvrdnja mora vijediti i za neki strogo manji prirodan broj, onda, analog-
nim zaklju¢ivanjem slijedi da ¢e vrijediti i za joS manje brojeve, i tako
dalje ad inﬁm’tunﬂ Sto je nemoguce jer ne postoji beskonacan strogo
padajuéi niz prirodnih brojeva.

Na primjer, dokazimo tvrdnju koja je koristena u prethodnom odjelj-
ku: ako su v i w relativno prosti prirodni brojevi i ako je vw kvadrat,
onda v i w oba moraju biti kvadrati. U ovom slucaju, ono $to treba
pokazati jest da je nemoguée da postoje brojevi v i w takvi dasu 1) v i
w relativno prosti, 2) vw je kvadrat, i 3) v i w nisu oba kvadrati.

lad infinitum - do beskonaénosti
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Pretpostavimo da takvi prirodni brojevi v i w postoje. Zamjenom v
i w ukoliko je potrebno, moze se pretpostaviti da v nije kvadrat nekog
broja. Posebno, v nije jednak 1. Dakle, v je djeljiv s barem jednim
prostim brojem. Neka je P prost broj koji dijeli v, recimo v = Pk. Tada
P takoder dijeli broj vw koji je, po pretpostavci 2), kvadrat, recimo
vw = v2. Bududi da P dijeli u?> = u - u, po osnovhom svostvu prostih
brojeva, P mora dijeliti u pa je u = Pm za neki prirodni broj m. Tada
se vw = u? moze zapisati kao Pkw = P?>m? §to implicira kw = Pm?2.
Broj P dijeli desnu stranu jednakosti pa mora dijeliti i lijevu. Stoga, P
mora dijeliti ili k£ ili w. Medutim, P ne dijeli w zato sto dijeli v, a v i w
su relativno prosti. Dakle, P dijeli k, recimo k = Pv’. Tada kw = Pm?
postaje Pv'w = Pm? &to daje v'w = m?. Kako je v = Pk = P2/,
bilo koji djelitelj broja v’ je ujedno i djelitelj broja v pa v’ i w nemaju
zajednickog djelitelja veéeg od 1. Stovise, ako je v/ kvadrat tada bi
v = P2y takoder bio kvadrat, §to, po pretpostavci, nije. Dakle, v’
nije kvadrat. Prema tome, brojevi v/ i w imaju prethodno navedena
svojstva 1), 2), 3) i vrijedi v’ < v. Isti argument se moze iskoristiti za
pokazati da postoji drugi prirodni broj v < v’ takav da v i w imaju
ista tri gornja svojstva. Uzastopno ponavljanje ovog argumenta dalo bi
beskonacni strogo silazni niz prirodnih brojeva v > v > v” > v > ...
Kako je ovo nemogucée, nasa pretpostavka da postoje prirodni brojevi v
i w koji imaju navedena tri svojstva je pogresna, Sto dokazuje tvrdnju.

Ukratko, metoda beskona¢nog spusta temelji se na sljede¢em prin-
cipu: Ako pretpostavka da postoji prirodni broj, koji ima dani skup svoj-
stava, povlaci da postoji strogo mangi prirodni broj s istim skupom svoj-
stava, onda ne postoji prirodni broj s tim skupom svojstava.

4 Slucaj n = 4 Posljednjeg teorema

Teorem 5 (Slucaj n =4). Ne postoje rjesenja jednadzbe

u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz. Kako bismo dokazali slu¢aj n = 4 Fermatovog posljednjeg te-
orema, dovoljno je iskoristiti metodu beskonacnog spusta i metodu ge-
neriranja Pitagorinih trojki.

Pretpostavimo da su x, y i z prirodni brojevi za koje vrijedi z* +y* =
z*. Promatrat ¢emo prirodan broj z koji ima svojstvo da postoji prirodni
broj y takav da je #* + y* kvadrat nekog prirodnog broja (u prethodnoj
jednakosti je to broj 22). Cilj nam je pokazati da ako postoji takav
prirodan broj z, onda postoji i strogo manji prirodni broj X s istim
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svojstvom, $to, po metodi beskona¢nog spusta, povla¢i da prirodan broj
z s danim svojstvom ne postoji.

Kao u slucaju Pitagorinih trojki, mozemo bez smanjenja opcéenitosti
pretpostaviti da su z, y i 2 relativno prosti. Stoga je (22,42, 22) primi-

tivna Pitagorina trojka pa brojeve 22, y? i 22 mozemo zapisati u obliku
a? = 2pq,
y' =0,
2 =p"+ ¢,

gdje su p i q relativno prosti prirodni brojevi, razli¢ite parnosti i vrijedi
p > ¢. Druga od ove tri jednakosti moze se zapisati u obliku y? + ¢% =
p? pa lako vidimo, buduéi da su p i ¢ relativno prosti, da je (y,q,p)
primitivna Pitagorina trojka. Dakle, p mora biti neparan pa kako su p i
q razli¢ite parnosti, ¢ je paran. Stoga,

q = 2ab,
y:a2_b27
p=a’+b?

gdje su a i b relativno prosti prirodni brojevi, razli¢ite parnosti i vrijedi
a > b. Prema tome, vrijedi jednakost

x? = 2pq = 4ab(a® + b?).

Ovo pokazuje da je broj ab(a?+b?) kvadrat, preciznije, kvadrat polovine
parnog broja z. Medutim, ab i a®4b? su relativno prosti zato sto bilo koji
prosti broj P koji dijeli ab, dijeli a ili b, ali ne i oba (jer su a i b relativno
prosti) i stoga ne moze dijeliti a® + b%. Dakle, ab i a® + b*> moraju biti
kvadrati nekih prirodnih brojeva. Medutim, kako je ab kvadrat i kako su
a i b relativno prosti, a i b oba moraju biti kvadrati. Zapisimo a = X2,
b= Y2 Tada je X*+Y* = a2 + b? kvadrat nekog prirodnog broja
i vrijedi X < z buduéi da je 22 = 4ab(a® + b?) > a = X2. Stovise,
imamo X*+Y* =a?+ b0 =p < p?> + ¢% = 22 < z* = z* + y*. Dakle,
iz pocetne pretpostavke da postoje prirodni brojevi x i y takvi da je
2* 4+ y* kvadrat, dobili smo novi par prirodnih brojeva X i YV takav
da je X* + Y* kvadrat prirodnog broja pri éemu je X < z. Stoga,
po metodi beskona¢nog spusta, prirodan broj x s danim svojstvom ne
postoji, odnosno, suma ¢etvrtih potencija dva prirodna broja ne moze
biti kvadrat pa posebno ni ¢etvrta potencija nekog broja. Na ovaj nacin
smo dokazali Fermatov posljednji teorem za slucaj n = 4. O

Iz Teoremaoéito slijedi da jednazba x4™ +y4™ = 2™ nema rjesenja
u prirodnim brojevima kad god je m prirodan broj jer bi inace X = z™,
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Y = 4™, Z = 2™ bilo rjeSenje diofantske jednadzbe X* + Y* = Z4.
Prema tome, Fermatov posljednji teorem je istinit za sve eksponente n
djeljive s 4. Eksponent n > 2 koji nije djeljiv s 4 nije potencija broja 2
i stoga mora biti djeljiv s nekim prostim brojem p # 2, recimo n = pm.
Kako bi se pokazalo da z™ 4+ y” = 2" nema rjeSenje u skupu prirodnih
brojeva, oCito je preostalo pokazati da zP + y? = zP nema rjeSenje za
nijedan prost broj p > 2. Dakle, jednom kada je Fermatov posljednji
teorem bio dokazan za slu¢aj n = 4, dokaz opcéeg slucaja se reducirao
na dokaz slucaja kada je n > 2 prost broj. Medutim, iako se jos neki
sluc¢ajevi mogu rijesiti metodom beskona¢nog spusta, koraci metode ovise
0 svojstvima samog prostog broja p. Za slucaj p = 3, Leonhard Euler
je dao dokaz, no on je sadrzavao veliku gresku zbog nerazumijevanja
rastava na proste faktore u prstenu Z[v/—3]. Kasnije je Euler dokazao
lemu kojom je popravio i dovrsio dokaz pa se smatra da je ipak on dao
prvi dokaz tog slucaja Fermatovog posljednjeg teorema.
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