MATEMATIKA

Dokazi konkurentnosti pravaca pomocu trilinearnih koordinata

Maja Starcevié!

U radu [1] upoznali smo se s pojmom trilinearnih koordinata to¢aka u ravnini koje
se odreduju u odnosu na zadani trokut ABC, odnosno pravce na kojima leZe njegove
stranice. Podsjetimo se da koordinate x : y : z govore da je omjer udaljenosti tocke s
tim koordinatama do pravaca BC, CA i AB jednak |x| : |y| : |z|, a predznak koordinate
je pozitivan ako se toCka nalazi s iste strane odgovarajuceg pravca kao i trokut ABC,
dok je inace negativan, ili nula ako se tocka nalazi ba$ na tom pravcu.

Sada nam je cilj vidjeti kako odredivanjem trilinearnih koordinata tocaka pravaca (ili
polupravaca) moZemo dokazati da se oni sijeku u jednoj tocki. Tada ujedno kaZzemo
da su pravci konkurentni. Prou¢imo za pocetak kakav je oblik koordinata tocaka koje
pripadaju pravcu koji prolazi kroz neki vrh trokuta ABC. Za pocetak dokazujemo jedan
pomocdni rezultat.

Lema 1. Zadan je trokut ABC i neka su p, q > 0. Tada postoji tocka S na duZini
BC kojoj je omjer udaljenosti od pravaca CA i AB jednak p : q. Nadalje, neka je M
bilo koja tocka koja pripada trokutu ABC kojoj je omjer udaljenosti od pravaca CA i
AB jednak p : q. Tada je geometrijsko mjesto tocaka M skup AS\ {A}.

Dokaz. Dokazimo najprije da za dane p, g > 0
postoji to¢ka S € BC takva da je |[SNi{|:|SN2| =p : g,
pri ¢emu su N; i N, noZiSta okomica iz S na pravce CA
i AB redom (slika 1). Oznac¢imo kutove trokuta ABC
redom s ¥BAC = o, SCBA = 3 i JACB = y. Tada
je |SNi| = |SC|siny i |SNa| = |SB|sinf3. Takoder je
|SB| + |SC| = |BC]|. Iz prethodnih jednakosti dobivamo

siny|BC
5B = —SnVIBCL gy
psinfB + gsiny
Dakle, traZena tocka S postoji i jedinstvena je. Slika 1.

Nadalje, dokazat ¢emo da je za sve tocke T € AS\ {A,S} omjer udaljenosti do
pravaca CA i AB jednak p : g. Neka su M| i M, noZziSta okomica iz T na pravce CA i
AB redom. Tada zbog sli¢nosti trokuta ATM; i ASN; te ATM, i ASN, lako dobivamo

TMy| _ |AT| _ |TMy|
[SNi|  |AS| |SN|

pa je
[TMi| _ ISNi| _p

ITMy| — ISN2| g
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Dokazimo sada da su tocke koje pripadaju duZini AS, osim tocke A, jedine s danim
svojstvom omjera. Pretpostavimo da postoji neka tocka trokuta ABC koja ima zadano
svojstvo, a ne nalazi se na duzini AS. Neka je to tocka Q. OznaCimo presjek pravca
AQ i duzine BC s V. O¢ito je V # S. Tada, kao i prije, primjenom sli¢nosti, dobivamo
da je omjer udaljenosti tocke V od pravaca CA i AB jednak p : g. Medutim, dokazali
smo da je jedina to¢ka koja ima takvo svojstvo, a nalazi se na duzini BC, tocka S i
time dolazimo do kontradikcije. [J

Ako je tocka S definirana kao u lemi 1, analogno dokazujemo da je polupravac AS
skup svih toaka unutar kuta YBAC s omjerom udaljenosti p : g do pravaca CA i AB.
Trilinearne koordinate to¢aka na polupravcu AS su oblika x : p : ¢, s tim da tocke
unutar trokuta ABC imaju pozitivnu koordinatu x, dok one izvan njega imaju negativhu
koordinatu x.

Nadalje, uzmimo toc¢ke B’ i
C’ koje su centralno simetri¢ne
to¢kama B i C u odnosu na to¢ku
A (slika 2). Lako je pokazati
da tocke na pravcu AS koje
pripadaju kutu <JB’AC’ imaju
koordinate oblika x : —p : —q,
x > 0. Sada primijenimo lemu 1
na trokut ACB’ te na duzini B'C
dobivamo to¢ku S kojoj je omjer
udaljenosti do pravaca CA i AB
jednak p : g. Zakljucujemo da i
za sve toCke pravca AS’ vrijedi
isti omjer.

Slika 2.

Nadalje, tocke pravca AS’ koje se nalaze unutar kuta <CAB’ imaju koordinate oblika
X :—p:q, dok one koje su unutar kuta <C'AB imaju koordinate oblika x : p : —q.
Takoder, to¢ke iz skupa AS UAS’\ {4} jedine su koje zadovoljavaju zadani omjer
udaljenosti do pravaca CA i AB.

U nastavku éemo vidjeti kako pomocu trilinearnih koordinata moZzemo dokazati
konkurentnost pravaca. Promatramo jedan specijalan slucaj.

Teorem 1. Neka su zadani polupravci m, n i o, koji prolaze kroz trokut ABC i
vrhove A, B i C redom, s trilinearnim koordinatama x:q:rv, p:y:rip:q:z, pri
cemu su p, q i r > 0 neke konstante. Tada su polupravci m, n i o konkurentni i sijeku
se unutar trokuta ABC u tocki s trilinearnim koordinatama p : q : r.

Dokaz. Neka je to¢ka R presjek pravaca m i
n (vidi sliku 3). Ocito je da se toc¢ka R nalazi
unutar trokuta ABC. Tada postoje xz, yg > 0
takvi da su trilinearne koordinate tocke R jednake
Xg:q:rip:ygp:r. Nekasu d;, i =1,2,3
udaljenosti tocke R do pravaca BC, CA i AB
redom. Iz trilinearnih koordinata tada dobivamo

C

XR _ dl XR _ dl
q o d2 ’ r a d3 ’
odnosno A | B
d d V0
r_a p_4a Slika 3.
YR o ro ds
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Iz prethodnih jednakosti zaklju¢ujemo prvo da je xg = p, a zatim yg = g. Dakle,
trilinearne koordinate tocke R su jednake p : g : r, a to povlaci da se tocka R nalazi i
na polupravcu o pa su zadani polupravci konkurentni.

Napomenimo da se mogu promatrati i slucajevi gdje se polupravci sijeku izvan
trokuta ABC te vrijede analogni zakljucci. [

U nastavku Zelimo dokazati da se teZi$nice trokuta sijeku u jednoj tocki. Poznato je
da se ta tvrdnja moZe dokazati na viSe razlicitih nac¢ina. Sada ¢emo ju dokazati pomocu
trilinearnih koordinata.

Primjer 1. Dokazati da se teZisnice trokuta ABC sijeku u jednoj tocki.

RjesSenje. Odredit ¢emo trilinearne koordi-
nate teZiSnica trokuta ABC. Ozna¢imo prvo
a = |BC|, b =|CA|, ¢ = |AB|. Uzmimo npr.
teZiSnicu AA;. Neka su v; i v, duljine visina
iz Ay u trokutima AAC i ABA; (slika 4).
Kako je 2P(AA;C) = 2P(ABA,) = P(ABC),
imamo bv; = ¢v; = P(ABC) pa dobivamo da
je vi i vy =c:b. Prema lemi 1 su trilinear-
ne koordinate toaka na teZiSnici AA; jednake
X :c:b, amozemo ih pisati i kao x: ca : ab,
pri cemu je x > 0. Slika 4.

Analogno, tocke na ostalim dvjema teZi$ni-
cama, BB i CC, mogu se zapisati preko trilinearnih koordinata redom oblika ¢ :y : a
ib:a:z,odnosno bc:y:ab i bc:ca:z, zaneke y, z> 0. Iz teorema 1 moZemo
zakljuciti da se tezi$nice sijeku unutar trokuta ABC u tocki s trilinearnim koordinatama
bc : ca : ab, odnosno to su trilinearne koordinate teziSta. MoZemo ih pisati i kao
1 1 1
a b ¢’

U nastavku ¢emo prethodnom metodom dokazati egzistenciju tzv. Gergonneove tocke.

Primjer 2. Dokazati da se duZine koje spajaju vrhove trokuta ABC s diralistima
trokutu ABC upisane kruZnice s nasuprotnim stranicama sijeku u jednoj tocki.

Rjesenje.

Oc¢ito je da se svaki par zadanih duZina
sijee unutar trokuta ABC. ZapiSimo trilinearne
koordinate to¢aka koje pripadaju tim duZinama.
Ozna¢imo a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|. Neka
su diraliSta trokutu ABC upisane kruZznice sa
stranicama BC, CA i AB redom toke Ay, B, i
C, (slika 5).

Odredimo prvo trilinearne koordinate tocaka
koje pripadaju duZini AA,. Kako je |AB;| = |AGC,],
|BC2| = |BA2| i |CA2| = |CBZ|, te |BA2|+|A2C| =
a, |CBz| + |BzA| =b, |AC2| + |CzB| = ¢, lako se
Slika 5. izracuna da je
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a—b+c a+b—c
B = T2 s = T2

Neka su d; i d, duljine visina iz A, u trokutima CAA; i A»AB. Tada vrijedi
P(AQAB) Cd2 o |BA2| o a—b+c

P(CAAy)  bdy  [CAy| a+b—c’

Iz toga dobivamo d; : dy = c(a+b—c) : b(a—b+c). Prema tome, iz leme 1 dobivamo
da tocke na duZini AA, imaju trilinearne koordinate oblika

x:cla+b—c):bla—b+c).
Analogno za to¢ke na duZinama BB, i CC, dobivamo koordinate

cla+b—c):y:a(—a+b+c),
bla—b+c):a(—a+b+c):z.

Prethodne koordinate mozemo zapisati i u sljede¢em obliku

- ca ab
AAr ... x: :

2 * a—b+c a+b—-c’
S bc ab
BB, ... 1y ,

—a+b+c a+b—c
G, . b

: 1z

—a+b+c a—-b+c

Prema teoremu 1 zakljucujemo da se sve tri duZine sijeku unutar trokuta ABC u tocki s
trilinearnim koordinatama

bc ) ca ) ab
—a+b+c a—-b+c a+b—-c’

Primjer 3. Zadan je Siljastokutan trokut ABC. Nad stranicama BC i CA konstruirani
su s vanjske strane trokuta kvadrati BDEC i ACFG, tim redom. Dokazati da se pravci
AD, BG i visina iz vrha C trokuta ABC sijeku u jednoj tocki.

Rjesenje. Oznaimo kutove trokuta ABC s BAC = o, JCBA =3 i JACB =y

i duljine stranica a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|. Neka je N noZiste visine trokuta
ABC iz vrha C. U [1] smo izveli trilinearne koordinate ortocentra trokuta ABC koje
: ! : : .z

cosa  cosff  cosy
toga zaklju¢ujemo da su trilinearne koordinate visine iz C, a ujedno i polupravca

1
CN, jednake :
coso  cosf

polupravcu BG. Za to je prema lemi 1 dovoljno odrediti koordinate to¢ke G. Oznacimo
noziste okomice iz G na pravac AB s K, a noZiSte okomice iz G na pravac BC s J
(slika 6). Sada je <GAK =90° — o pa je |GK| = |AG|sin XGAK = bcos .
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se, s obzirom da je trokut $iljastokutan, mogu pisati kao

1 z. Sad Zelimo odrediti trilinearne koordinate tocaka na



Slika 6.

Nadalje, vrijedi |GJ| = |GH| + |HJ|. Takoder je CHJ = JFHG = y. Imamo
redom |GF| = |GH|siny, |FH| = |FG|ctgy, |HJ| = |[HC|cosy = (|FC|—|FH|) cos,
|FC| = |GF| = b. 1z tih jednakosti dobivamo

b

H| = — HJ| =b(1 - .
GHl = 507> Al =b(1—ctgy)cosy

Zbrajanjem prethodnih jednakosti dobivamo |GJ| = b(siny + cos y).

Dakle, polupravac BG ima trilinearne koordinate |GJ| : y : |GK|, odnosno
b(siny + cosy) : y : bcoso. Posve analogno dolazimo do koordinata polupravca
AD koje su jednake x : a(siny + cosy) : acos 3. Kako je trokut ABC Siljastokutan,
siny + cos ¥ # 0 te koordinate promatranih polupravaca moZemo zapisati kona¢no kao

1 1
CN ... : 1z,
coso  cospf
1 1
BG ... 1yl ,
cos o siny + cosy
1 1
AD ... x

"cosB siny+cosy
Prema teoremu 1 opet moZemo zakljuciti da su ta tri polupravca konkurentna. Sijeku se
unutar trokuta ABC u tocki s trilinearnim koordinatama
11 1
coso “cosfB siny+cosy
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