O odnosu izmedu jednostavnih i sloZzenih kamata
Vedran Koji¢', Bosko Sego?
Uvod

Za izraCunavanje kamata koristimo se jednostavnim i sloZzenim kamatnim ra¢unom.
Jednostavnim kamatnim ra¢unom koristimo se ako kamate izraCunavamo na istu glavnicu
za svako razdoblje ukamacdivanja, a sloZenim ako kamate izracunavamo na glavnicu koja
je uvecana za prethodno obracunate kamate svakog vremenskog razdoblja kapitalizacije,
to jest uz kamate temeljne glavnice, obracunavaju se i kamate na kamate. U naSoj
gospodarskoj praksi primjenjuju se oba kamatna racuna. Premda prevladava uvjerenje
da se jednostavni kamatni ra¢un primjenjuje znatno rjede od sloZenog, teSko bismo
mogli ustvrditi da je tomu doista tako. Naime, jednostavni kamatni racun u pravilu se
koristi pri izracunu bilo zakonskih bilo ugovorenih zateznih kamata, kamata na $tednju,
diskontnog racuna, racuna efekta, potrosackog kredita itd.

Prije nego precizno definiramo pojmove jednostavnog i sloZzenog kamatnog racuna,
napomenimo da éemo u ovom ¢lanku kamate obracunavati dekurzivno. Dekurzivni nacin
obracuna kamata znaci da se njihov obracun vrsi i isplacuje ili pribraja danom iznosu
C na kraju danog vremenskog razdoblja, pri ¢emu se kamate obracunavaju od pocetne
vrijednosti iznosa. ViSe o dekurzivnom i anticipativnom nacinu obrauna kamata moze
se vidjeti u [2] i [3].

Jednostavni kamatni racun i ukupne jednostavne kamate

Definicija 1. Jednostavni kamatni racun je takav racun u kojem kamate izraCunavamo
na istu glavnicu za svako razdoblje ukamacivanja.

Propozicija 1. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom racunu uz fiksnu
kamatnu stopu (kamatnjak) p u svakom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna
kamata dekurzivan iznosi

C, = Co (1+%) (1)

Dokaz. Bududi da se po definiciji jednostavnog kamatnog racuna kamate izraCunavaju
na istu glavnicu za svako razdoblje ukamacivanja, kamate za svako razdoblje su
Cop
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odnosno ukupne jednostavne kamate za svih n razdoblja iznose

- Copn
K= K = 3
25 = oo @
pa je traZena konacna vrijednost iznosa Cy
Copn pn
C Co + Co + 100 Co(1+ 100 4

$to je i trebalo dokazati. [

Primjer 1. Koliko iznose ukupne jednostavne kamate na iznos 10000 kuna za
razdoblje od 5 godina ako je godiSnji kamatnjak u svih 5 razmatranih godina 9?

RjeSenje. Koriste¢i formulu (3), nalazimo da su traZzene ukupne jednostavne kamate

10000-9 -5
K = T 4500 kuna. [

Primijetimo da propozicija 1 vrijedi uz pretpostavku da je kamatnjak nepromjenjiv
(fiksan) u svim vremenskim razdobljima izracuna kamata. Stoga se postavlja pitanje
kako izracunati (ukupne) jednostavne kamate ako ta pretpostavka nije ispunjena, to jest
ako kamatnjak nije fiksan.

Propozicija 2. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja
uz pretpostavku da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom racunu uz

varijabilnu kamatnu stopu p;, i = 1,2,...,n, u i-tom jedinicnom razdoblju i da je
nacin obracuna kamata dekurzivan, iznosi
PPt +p D1 Pi
C,=Cy|1 =Cy | 1+=— 5
o( + 100 ) 0( + =00 )

Dokaz. Analogno dokazu propozicije 1, po definiciji jednostavnog kamatnog racuna
kamate se izrac¢unavaju na istu (pocetnu) glavnicu za svako razdoblje ukamacdivanja, pa

su kamate za i-to, i = 1,2,...,n, jedini¢no razdoblje
Copi .
;= , i=1,2,... 6
100" 8 (©)

odnosno ukupne kamate za svih n razdoblja iznose

COpt _
k= Z Z 100 100 ZP’ 7

§to znaci da je traZena konacna Vrl_]ednost iznosa Cy

C.=C+K= Co+—ZPz_C0( (8)

Z 2.i=1Pi
100

100
$to je i trebalo dokazati. [

Primjer 2. Koliko iznose ukupne jednostavne kamate na 10000 kuna za razdoblje
od 5 godina ako je godis$nji kamatnjak u prve 2 godine p; = 10, a u preostale 3 godine
je smanjen za 10 %?

Rjesenje. Dakle, u prve 2 godine navedeni iznos od 10000 kuna uloZen je uz
godiSnji kamatnjak p; = 10, a u preostale 3 godine uz kamatnjak p, = 9. To znaci
da razdoblje od 5 godina trebamo podijeliti na 2 podrazdoblja u kojima je kamatnjak
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fiksan: prvo podrazdoblje iznosi 2, a drugo 3 godine. Ukupne jednostavne kamate za
prvo podrazdoblje iznose

10000-10-2
12 = 100 2000 kuna,
a za drugo
10000-9 -3
K345 = 0o~ 2700 kuna.

Dakle, ukupne jednostavne kamate za razmatrano petogodiSnje razdoblje iznose
K= KL,Z + K37475 = 2000 kn + 2700 kn = 4700 kn. O

Slozeni kamatni racun i ukupne sloZzene kamate

Definicija 2. Slozeni kamatni racun je postupak izracunavanja kamata na glavnicu
uvecanu za prethodno obracunate kamate u svakom prethodnom vremenskom razdoblju
ukamacivanja.

Propozicija 3. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja
uz pretpostavku da se kamate obracunavaju po sloZenom kamatnom racunu uz fiksnu
kamatnu stopu p u svakom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna kamata
dekurzivan, iznosi

p n
Co=Co(1+ 755 9
o {1+ 100 9
Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po n. Neka je Cp sadasSnja
vrijednost glavnice, p fiksna kamatna stopa za jedini¢no razdoblje. Tada je r = 1+ 11%

fiksni dekurzivni kamatni faktor. Nadalje, oznacimo kamate za k-to (jedini¢no)
vremensko razdoblje, te vrijednost glavnice Cy na kraju k-tog razdoblja s I i Ci,
redom.

C
%, pa prema definiciji 2

C 1
imamo C, = Cy+ 1, = Cy + % =Cy (1 + 1:%0) = Cyr. Pretpostavimo da formula

(9) vrijedi za neki prirodan broj k = n i1 dokaZimo da formula (9) vrijedi i za broj

. Cip . Cop p
k= ”.JF 1. Naime, I,4; = 100" Pfi.Je Cor1 =Cp+ L1 =G+ 100 = Cy (1 + ﬁ)
Sada je, zbog pretpostavke indukcije,

=145 = o1+ ) (1) o1+ ) -t

Sto je i trebalo dokazati. Prema principu matematicke indukcije, tvrdnja propozicije 3
vrijedi za svaki prirodan broj n. O

Provjerimo bazu matematicke indukcije. Za k=1 je I} =

Uoc¢imo da su ukupne kamate u slucaju da se kamate obracunavaju po sloZenom
kamatnom racunu uz fiksnu kamatnu stopu

I=C,—Co=Cy(r"—1) (11)
Uobicajeno se kaZe da su I ukupne sloZene kamate.

Matematicko-fizicki list, LXIX 4 (2018. — 2019.) B | 251



Primjer 3. Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos 10000 kuna za razdoblje
od 5 godina ako je godiSnji kamatnjak u svih 5 razmatranih godina 9?

9
RjeSenje. Koriste¢i formulu (11), uz Cy = 10000, n =5, p=9, r=1+ Too =
1.09, traZzene kamate su

I=Co(r" —1)=10000- (1.09° — 1) ~ 5386.24 kuna. [J

Propozicija 4. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedini¢nog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po sloZzenom kamatnom ra¢unu uz varijabilnu
kamatnu stopu p;, i =1,2,...,n, u i-tom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna
kamata dekurzivan, iznosi

n
Cn:C0r1r2r3---rn:Co-Hri (12)
i=1
pri cemu je r; = 1 + 1%0, i=1,2,...,n, dekurzivan kamatni faktor za i-to razdoblje.*

Uoc¢imo da su ukupne kamate u slucaju da se kamata obracunava po sloZenom

kamatnom racunu uz varijabilnu kamatnu stopu

I:Cn—Co:C()(Hri—l). (13)

i=1

Primjer 4. Koliko iznose ukupne slozene kamate na iznos od 10000 kuna za
razdoblje od 5 godina ako je godis$nji kamatnjak u prve 2 godine p; = 10, a u preostale
3 godine smanjen je za 10 %?

RjeSenje. Uocimo da imamo 2 razdoblja u kojima je kamatnjak fiksan. U prvom
dvogodiSnjem razdoblju, pocetni iznos je Cp = 10000 kuna, p; = 10 godiSnje, je

2
C=Co-P =0 (1 + 1%10) = 10000-1.12 = 12 100 kuna.

U drugom, trogodi$njem razdoblju, pocetni iznos je C, = 12 100 kuna, p, = 9 godisnje,
pa je
3
Cs=C-B=0C- (1 + 1%20) — 12100- 1.09° ~ 15669.85 kuna.
Dakle, ukupne sloZene kamate iznose

I =Cs —Cy=15669.85— 10000 = 5669.85 kuna. O

Odnos izmedu jednostavnih i sloZzenih kamata

Ukoliko usporedimo rezultate iz primjera 1 i 3, uocit ¢emo da su ukupne kamate
izraCunate po jednostavnom kamatnom rac¢unu manje od ukupnih kamata izracunatih
po sloZzenom kamatnom racunu. Do istog zakljuc¢ka dolazimo ako usporedimo rezultate
primjera 2 i primjera 4. Postavlja se pitanje jesu li dobiveni zakljucci slucajni i vrijede
li samo u usporedbi navedenih primjera? Odgovor u opéem slucaju daje sljedeci teorem.

4 Dokaz se moZe vidjeti u [3], str. 183-184.
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Teorem 1. Ukupne kamate izracunate po sloZenom kamatnom racunu nisu manje od
onih izracunatih po jednostavnom kamatnom racunu.

lako se teorem 1 moZe dokazati na viSe nacina, ovdje ¢emo Koristiti poznatu
Bernoullijevu nejednakost.? Najprije éemo Bernoullijevu nejednakost iskazati i dokazati.

Teorem 2. (Bernoullijeva nejednakost)
(a) Neka je n prirodan broj i x realan broj ve¢i od —1. Tada vrijedi
(I4+x)" 21+ nx. (14)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1.

(b) Za sve realne brojeve xi, k = 1,2,...,n, koji su istog predznaka, vrijedi
nejednakost
(T+x)A+x) A 4+x)=1+x1+x+ -+ x (15)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1.

Dokaz. (a) Ako je n = 1, jednakost u (14) ocito vrijedi. Obratno, ako u (14) vrijedi
jednakost, tada prema teoremu o jednakosti dva polinoma slijedi da je n = 1. DokaZimo
sada nejednakost u (14). Stavimo y = 1 4+ x. Iz pretpostavke x > —1 slijedi y > 0.
Neka je, prvo, y > 1. Tada je

(1+x)"=y"=14+0"-1)

=1+ -D" Y24+ 1)
>1 >1
214+ -1 +1+--+1)=14+ (- 1)n,
n puta

odakle slijedi nejednakost (14). Neka je sada 0 < y < 1. Tada je y* < 1, odnosno
—y* > —1 za svaki prirodan broj k. Stoga je

l+x)"—1=y"—1
( y

== 2=
>-1 >-1
>(1=y) (11— =D =(1=y)(=n) = (-x)(-n),
n puta

odakle slijedi nejednakost (14).

(b) Bez smanjenja opcCenitosti moZemo pretpostaviti x; # 0, k = 1,2,...,n. Za
n =1 u (15) odito vrijedi jednakost. DokaZimo matematickom indukcijom da za sve
n > 1 u (15) vrijedi stroga nejednakost. Za n = 2 vrijedi stroga nejednakost jer je

(I4+x)(1+x) =1+x +x2+x10>1+x +x.

Pretpostavimo da za neki n > 2 u (15) vrijedi nejednakost, te dokaZimo da vrijedi i za
n+1:
(L) (1 Fx2) e (L %1) = 14X 420+ + Xt (16)

3 0 Bernoullijevoj nejednakosti i njezinim poopéenjima moze se vidjeti, primjerice, u [1]ili [4].
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Buduéi da je xix; >0 (i,j=1,2,...,n+ 1), slijedi
(T+x1)(T+x2) - (1 4+ 20) (1 + xp41)
> (1 +x+x4+ - +x)(1 4+ x001)
= (I+x+x24- 4 x) + X1+ (0 +x2+ 0+ X)X

>1+x+x2+ -+ X+ Xnp,

¢ime smo dokazali nejednakost (16). Prema principu matemati¢ke indukcije, u (15)
vrijedi stroga nejednakost za svaki prirodan broj n > 1.

Napomena. Primijetimo da (14) slijedi iz (15) za x; =x =--- =x, =x. U
Dokaz teorema 1. Razlikovat ¢emo dva slucaja: prvi kada su kamate racunate uz
fiksnu, te drugi kada su kamate raCunate uz varijabilnu kamatnu stopu.

U prvom slucaju, koristeéi formule (1), (3) i (11), treba dokazati da vrijedi
nejednakost

P \" P \" pn
16 o o1 ) o (14 B) oo (14 ) 514 2
G\t g0) ~C0=C 100) ~ ¢ = U100 100
17
Posljednja nejednakost u (17) slijedi iz (14) za x = —— > 0. Nejednakost (17) smo

100
mogli dokazati i direktno primjenom binomnog teorema. Naime, vrijedi

(Hﬁyg(@(l’ﬁ)k 100+Z<)<100> > 1+ {5 (9)

>0

U drugom slucaju, koristeéi formule (5) i (13), trebamo dokazati nejednakost

15K e C0H<1+ pi)co>co<1+p1+pz+...+pn _G
i=1

100 100
(19)
pr+p2+---+pa
— 1 .
H( +ip) 21+ 100
. . . R, P2
Posljed dnakost u (19) slijed 1 = — —
osljednja nejednakost u (19) slijedi iz (15) za x; 100>0,X2 100>0

DPn
100

Xy = > 0. Ovime je dokazana tvrdnja teorema 1. [J
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