13. Srednjoeuropska matematicka olimpijada 2019. g.

Trinaesta Srednjoeuropska matematic¢ka olimpijada (MEMO
2019) odrzana je od 26. kolovoza do 1. rujna u ceSkim
Pardubicama. Hrvatsku ekipu predstavljali su Vedran Cifrek,
Matej Ljubici¢, David Mikulci¢, KreSimir Nezmah, Gabrijel
Radovci¢ 1 Lovro Viadi¢ (svi ucenici zagrebacke XV. gim-
nazije) uz vodstvo Ivana Kokana te Matka Ljulja. Nakon
Pa rdubice ranojutarnjeg leta i doru¢ka u Pragu, vlakom smo stigli u

Pardubice te smo se smjestili u hotel.

Sutradan smo ujutro bili na sve€anom otvorenju Olimpijade, a tijekom popodneva
smo imali organizirane izlete po starim ¢eskim dvorcima. Sljedeée je jutro odrZano
pojedinacno natjecanje na kojemu smo pet sati rjeSavali Cetiri zadatka. Nakon natjecanja
kratko smo prokomentirali zadatke s voditeljima te zatim otiSli na ruc¢ak i nakon toga u
razgledavanje jo§ nekih od brojnih dvoraca.

Idudi je dan doSlo vrijeme za ekipno natjecanje. Nakon tih pet napornih i uzbudljivih
sati rijeSili smo pet od osam zadataka. Opet smo imali priliku kratko prokomentirati
zadatke s voditeljima, a zatim smo imali jo§ jedan izlet, ovaj put u obliZnji povijesni
grad Kutni Hora.

Cijeli smo sljedec¢i dan proveli na izletu u prirodi u okolici Pardubica.

Posljednji smo dan ujutro bili na izletu u Kraljicinom Gradcu (Hradec Krilové)
poznatom po viSestoljetnoj tradiciji uzgajanja konja u ovome dijelu Europe, a navecer
je bilo svecano zatvorenje Olimpijade. Osvojili smo pet pojedinacnih medalja: jednu
bron¢anu (Lovro), tri srebrne (Gabrijel, Vedran i David) te jednu zlatnu s najboljim
rezultatom na natjecanju (KreSimir). Tu smo vecer proveli druZe¢i se medusobno, i s
drugim ekipama.

Povratak u Zagreb opet je bio zrakoplovom iz Praga. U zagrebackoj zra¢noj luci su
nas docekali roditelji i biv§i natjecatelji da nam cCestitaju na lijepom uspjehu. Zatim smo
se, nakon uzbudljivog i interesantnog tjedna, pozdravili i otiSli svaki svojim putem.

Sve u svemu, ovogodisnji je MEMO bio lijepo iskustvo s dobrim rezultatima i svi
¢emo ga se rado prisjecati.

David Mikulci¢
Zadatci s pojedina¢nog natjecanja, 28. kolovoza 2019.

I-1. Odredi sve funkcije f : R — R takve da
FOFO) +29) =F () + 5 (0) +F (F (7))

vrijedi za sve realne brojeve x 1 y.

I-2. Neka je n > 3 prirodni broj. KaZzemo da je vrh A; (1 < i < n) konveksnog
mnogokuta AjA;...A, bohemijski ako se njegova centralnosimetri¢na slika u odnosu
na poloviste duzine A;_jA;;1 (uz Ap = A, i A,»1 = A1) nalazi unutar ili na rubu
mnogokuta AjA;...A,. Odredi najmanji moguci broj bohemijskih vrhova koje moZze
imati konveksni n-terokut (ovisno o n).

(Konveksni mnogokut AjA;...A, ima n vrhova i sve unutarnje kutove manje od
180°.)

I-3. Neka je ABC Siljastokutni trokut s opisanom kruznicom @ u kojem je
|AC| > |BC|. Pretpostavimo da je P tocka na @ takva da je |AP| = |AC| i da je P
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unutarnja toc¢ka kraceg luka BAC kruznice ®. Neka je Q sjeciste pravaca AP i BC.
Nadalje, pretpostavimo da je R tofka na @ takva da je |QA| = |OR| i da je R unutarnja

tocka kradeg luka AC kruznice . Konacno, neka je S sjeciSte pravca BC i simetrale
stranice AB. DokaZzi da su tocke P, O, R i S koncikli¢ne.

I-4. Odredi najmanji prirodni broj n za koji je istinita sljedeca tvrdnja: Medu bilo
kojih n uzastopnih cijelih brojeva moguce je odabrati neprazan skup uzastopnih cijelih
brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2019.

Zadatci s ekipnog natjecanja, 29. kolovoza 2019.

T-1. Odredite najmanju i najveéu mogucu vrijednost izraza

1 " 1 N 1 a? N 2 " 2
a+1 bv+1 +1)\a+1 pP+1 3+1)°
pri ¢emu su a, b i ¢ nenegativni realni brojevi takvi da je ab + bc 4+ ca = 1.

T-2. Neka je o realni broj. Odredite sve polinome P s realnim koeficijentima takve
da vrijedi

P2x+ a) < (x* +x'%) P(x)
za sve realne brojeve x.

T-3. U razredu je n djecaka i n djevojcica, gdje je n prirodni broj. Visine sve djece
u razredu su razli¢ite. Svaka djevojcica odreduje broj djeaka koji su visi od nje, od
toga oduzima broj djevojCica koje su viSe od nje, te zapisuje rezultat na papir. Svaki
djecak odreduje broj djevojcica koje su niZe od njega, od toga oduzima broj djec¢aka koji
su nizi od njega, te zapisuje rezultat na papir. DokaZite da su brojevi koje su napisale
djevojcice isti kao i brojevi koje su napisali djecaci (do na permutaciju).

T-4. Dokazite da se svaki cijeli broj izmedu 1 i 2019 moZe prikazati kao aritmeticki
izraz koji se sastoji od najvise 17 brojki 2 i proizvoljnog broja zbrajanja, oduzimanja,
mnozenja, dijeljenja i zagrada. Brojke 2 ne smije se koristiti u drugim operacijama, na
primjer za stvaranje viseznamenkastih brojeva (poput 222) ili potenciranje (poput 2?).

Valjani primjeri:

2 24242
<(2><2+2)><2§>><222, (2x2><22)><<2><2+%>42.

T-5. Neka je ABC Siljastokutni trokut takav da je |AB| < |AC|. Neka je D sjeciSte

simetrale stranice BC i stranice AC. Neka je P tofka na kraéem luku AC kruZnice
opisane trokutu ABC takva da je DP || BC. Konacno, neka je M poloviste stranice AB.
Dokazite da je SAPD = S<MPB.

T-6. Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu B i opisanom kruZnicom

c. Oznac¢imo s D poloviSte kraceg luka AB kruZnice c¢. Neka je P tocka na stranici
AB takva da je |CP| = |CD|, a X i Y dvije razliGite totke na ¢ takve da je
|AX| = |AY| = |PD|. DokaZite da su to¢ke X, Y i P kolinearne.

T-7. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi takvi da je a < b < ¢ < a+ b. Dokazite da
cla—1)+ b ne dijeli ¢(b—1)+a.

T-8. Neka je N prirodni broj takav da je zbroj kvadrata njegovih pozitivnih djelitelja
jednak umnosku N(N +3). Dokazite da postoje indeksi i i j takvi da vrijedi N = F; - Fj,
gdje je (Fp)32, Fibonaccijev niz definirans Fy = F, =11 F, = F,_; + F,_» za sve
n>=3.
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